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Ankündigung. 


Dass  es  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Mathematik  und 
den  grossen  Fortschritten,  welche  dieselbe  täglich  macht,  ausseror- 
dentlich schwer  ist,  sich  nur  einigermassen  auf  der  Hobe  der  Wis- 
senschaft zu  erhalten  und  ihrem  raschen  Gange  zu  folgen : darüber 
dürfte  nur  eine  Stimme  sein,  und  viele,  vorzüglich  auf  dem  Ge- 
biete der  Analysis  neu  erscheinende  Schriften  liefern  den  deutlich- 
sten Beweis,  dass  die  grossen  Eroberungen,  welche  die  Wissen- 
schaft in  neuerer  Zeit  gemacht  bat,  sich  noch  keiner  sehr  grossen 
Verbreitung  erfreuen.  Die  Ursachen  hiervon  liegen  theils  in  der 
Art  und  Weise,  wie  die  neuen  Erfindungen  vorgetragen  werden, 
indem  die  betreffenden  Darstellungen  sich  oft  aut  eine  bedeutende 
Anzahl  nicht  sehr  bekannter  Sätze  ohne  weitere  Erläuterung  der- 
selben gründen,  die  dünn  erst  aus  anderen  Schriften  mühsam  zu- 
sammengesucht werden  müssen,  theils  aber  auch,  und  zwar  ganz 
vorzüglich,  in  der  Schwierigkeit,  mit  welcher  die  meisten  Schrif- 
ten, in  denen  die  neuen  Erfindungen  bekannt  gemacht  werden,  an 
vielen  Orten  zu  haben  sind,  so  dass  viele  neue  Leistungen  in  der 
Wissenschaft  einer  grossen  Anzahl  trefflicher  Mathematiker,  wobei 
ich  vorzüglich  die  in  jetziger  Zeit  so  büchst  ebrenwertbe  Klasse 
der  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  Gymnasien  und  Lyceen, 
Militair-,  Gewerb-  und  polytechnischen  Schulen,  und  anderen  höhe- 
ren Unterrichtsanstalten  im  Auge  habe;  unbekannt  bleiben. 

Diese  und  ähnliche  Betrachtungen  haben  schon  vor  längerer 
Zeit  in  mir  den  Gedanken  hervorgerufen,  eine  Zeitschrift  heraus- 
zageben, in  welcher  alle  neueren  Erfindungen  von  Wichtigkeit,  die 
in  den  sämmtlichen  verschiedenen  Theilen  der  Mathematik,  von 
den  niedrigsten  bis  zu  den  höchsten  und  schwierigsten,  gemacht 
werden,  in  zweckmässigen,  so  viel  als  irgend  möglich  nur  solche 
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Vorkenntnisse,  die  in  Rücksicht  auf  die  Leser,  welche  ich  mir  nach 
dem  Obigen  denke,  mit  dem  Namen  allgemein  bekannter  bezeichnet 
werden  dürfen,  in  Anspruch  nehmenden,  überhaupt  »Iso  so  elemen- 
taren Darstellungen,  wie  es  nur  irgend  die  Natur  des  Gegenstan- 
des gestattet,  dem  grossem  mathematischen  Publikum  so  schleunig 
als  möglich  vor  die  Augen  geführt  werden  sollen,  so  dass  ein 
Jeder  durch  dieselbe  in  den  Stand  gesetzt  wird , sich  auf  eine 
möglichst  leichte  und  bequeme  Weise  fortwährend  auf  der  Höhe 
der  Wissenschaft  zu  erhalten,  und  mit  deren  neuesten  Fortschrit- 
ten immer  bekannt  zu  bleiben.  Bei  manchen  das  Zeitinteresse  be- 
sonders iu  Anspruch  nehmenden  Gegenständen  werden  diese  Ab- 
handlungen, insofern  dies,  ohne  die  der  Zeitschrift  gesteckten 
Gränzen  zu  sehr  zu  überschreiten , thunlich,  und  aus  hesondern 
Gründen  wünsebenswerth  ist,  selbst  auch  das  schon  früher  Be- 
kannte nicht  unberücksichtigt  lassen,  und  die  ganze  betreffende 
Lehre  in  möglichst  abgerundeter  und  vollendeter  Form  darzustel- 
len suchen. 

Dies  ist  der  Hauptzweck  der  neuen  mathematischen  Zeitschrift, 
von  welcher  das  erste  Heft  hier  dem  Publikum  vorliegt.  So  wie  mau 
aber  schon  im  gewöhnlichen  Leben  ausser  gewissen  Hauptzwecken,  an 
deren  Krreichung  man  seine  grösste  Krntt  setzt,  auch  noch  diesen 
und  jenen  Nebenzweck  zu  erreichen  sucht,  so  glaubte  auch  ich  im 
vorliegenden  Falle,  dass  es  zweckmässig  sein  und  zur  Erhöhung 
des  Interesses  an  der  neuen  Zeitschrift  beitragen  würde,  wenn  icn 
iu  deren  Kreis  auch  die  mit  der  Mathematik  so  eug  verschwisterte 
Physik  hineinzöge,  derselben  jedoch  einen  geringem  Raum  als  der 
Mathematik  vergönnte,  nur  die  wichtigsten,  in  dus  Ganze  der  Wis- 
senschaft eingreifenden  Entdeckungen  aufnäbme,  zugleich  über  auf  die 
Methodik  des  betreffenden  Unterrichts  ganz  vorzüglich  mein  Augen- 
merk richtete,  und  in  letzterer  — aber  auch  nur  in  dieser  — Be- 
ziehung selbst  verwandte  Wissenschaften,  namentlich  die  Chemie, 
nicht  ganz  unberücksichtigt  Hesse,  um  in  dieser  Zeitschrift  den 
Lehrern  der  Mathematik  und  Physik  an  hohem  Unterrichtsanstal- 
ten auch  in  naturwissenschaftlicher  Rücksicht  so  viel  als  möglich 
Alles  in  die  Hände  zu  liefern,  was  ihnen  zu  wissen  nöthig  ist, 
wenn  sie  ihrem  Unterrichte  einen  den  jetzigen  grossen  Fortschrit- 
ten der  Naturwissenschaften,  und  den  Ansprüchen,  welche  unsere 
Zeit  mit  Recht  an  diesen  höchst  wichtigen  Theil  des  Unterrichts 
macht,  entsprechenden  Erfolg  verschaffen  und  sichern  wollen.  Ich 
rechne  dabin  insbesondere  auch  die  Vervollkommnung  des  experi- 
mentellen Theils  der  Physik,  und  werde  diesem  Gegenstände  ge- 
widmeten Aufsätzen  jederzeit  sehr  gern  einen  Platz  in  dem  Archive 
einräumen,  fordere  daher  auch  die  Physiker  auf,  mich  in  dieser 
Beziehung  recht  kräftig  zu  unterstützen. 

Ausserdem  soll  das  Archiv  den  Mathematikern  und  Physikern 
eine  Gelegenheit  zur  Bekanntmachung  eigner  Arbeiten  darbieten, 
wobei  aber  Befleissigung  möglichster  Kürze  sehr  zu  wünschen  ist, 
indem  der  grösste  Kaum  immer  solcheu  Arbeiten , welche  zu  der 
Förderung  des  oben,  wie  ich  glaube,  von  mir  mit  vollkommener  Deut- 
lichkeit vor  Augen  gelegten  Hauptzwecks  dieser  Zeitschrift  wesent- 
lich beitragen,  uufbehalten  bleiben  muss.  Auch  Aufgaben  aus  allen 
Theilen  der  betreffenden  Wissenschaften  sollen  vorgelegt  werden; 
insbesondere  sollen  auch  solche  Aufgaben,  zuweilen  selbst  in  gan- 
zen systematisch  geordneten  Sammlungen,  mitgetbeilt  werden, 
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welche  beim  Unterrichte  zweckmässig  als  Uebungsaufgaben  be- 
nutzt werden  können,  da  an  dergleichen  Aufgaben  immer  noch 
ein  vielen  Lehrern  gewiss  schon  oft  fühlbar  gewordener  Mangel 
vorhanden  ist,  und  Jeder,  sei  er  auch  noch  so  reich,  doch  immer 
endlich  einmal  den  ihm  zu  Gebote  stehenden  Vorrath  aufbrauebt. 
Endlich  soll  eine  fortlaufende  Uebersicht  der  mathematischen  und 
physikalischen  Literatur,  bei  wichtigem  Werken  mit  kurzer  An- 
gabe ihrer  Tendenz  und  ihres  wesentlichen  Inhalts,  z.  B.  die  In- 
haltsverzeichnisse der  Schriften  der  gelehrten  Gesellschaften,  auch 
Rccensioneu  wichtiger  Schriften,  geliefert  werden,  so  wie  Miscellen 
jeder  Art,  Bekanntmachungen  von  Freisaufgabeu , Notizen  über 
Personen  und  Sachen,  welche,  nur  irgend  zur  Erreichung  des  be- 
absichtigten Zweckes,  die  gesummte  Wissenschaft  möglichst  zu 
einem  Gemeingut  zu  machen,  beitragen  können.  Ein  Intelligenz- 
blatt wird  Buchhändlern  und  Mechanikern  eine  gewiss  vielen  er- 
wünschte Gelegenheit  zur  Bekanntmachung  ihrer  neuen  Verlags- 
artikel  und  Preis -Courante  darbieten. 

Duss  ich  allein  den  durch  das  Obige  übernommenen  Verpflich- 
tungen gegen  das  betreffende  Publikum  nicht  zu  entsprechen  im 
Stande  bin,  bedarf  von  meiner  Seito  wohl  kaum  einer  besondern 
Erwähnung;  dieselbe  geschieht  hier  nur  deshalb,  um  an  sie  die 
Aufforderung  an  die  Mathematiker  und  Physiker  aller  Nationen  zu 
knüpfen,  mich  mit  dem  Geiste  und  der  Tendenz  dieser  Zeitschrift 
entsprechenden , und  die  Zwecke  derselben  kräftigst  fördernden 
Beiträgen  reichlich  zu  unterstützen.  Was  die  Sprache  betrifft,  so 
sollen  die  deutsche,  französische  und  lateinische  Sprache  in  die 
Zeitschrift  selbst  Eingang  linden  können,  womit  aber  keineswegs 
gesagt  sein  soll,  dass  die  Einsendung  von  in  andern  Sprachen  ver- 
fassten Aufsätzen  nicht  zulässig  sei,  indem  vielmehr  in  dieser  Be- 
ziehung den  Verfassern  die  vollkommenste  Freiheit  verstattet  sein 
soll.  Nur  werde  ich  bei  Aufsätzen,  die  nicht  in  einer  der  drei 
oben  genannten  Sprachen  geschrieben  sind,  für  völlig  treue  deut- 
sche Uebersetzungen  Sorge  tragen,  und  diese  statt  der  Original- 
Abhandlungen  in  das  Archiv  uufnehmen.  Bei  beabsichtigten  Be- 
arbeitungen ganzer  neuer  mathematischer  oder  physikalischer  Leh- 
ren nach  fremden  Arbeiten  dürfte,  um  Collisionen  zu  vermeiden, 
eine  kurze  vorläuflge  Anzeige  an  mich  jederzeit  anzurathen  sein. 
Alle  Zusendungen  erbitte  ich  mir  aber  portofrei  auf  dem  Wege 
des  Buchhandels  unter  meiner  Adresse  mit  der  besondern  Bemer- 
kung auf  dem  Couvert:  Für  das  Archiv  der  Mathematik 

und  Physik  durch  die  Buchhandlung  des  ilerrn  Koch  zu 
Greifswald. 

W'elche  Ausdehnung  das  Archiv,  das  übrigens,  wie  aus  dem 
Obigen  hervorgebt,  seiner  ganzen  Tendenz  nach  mit  keiner  der 
schon  bestehenden  mathematischen  und  physikalischen  Zeitschrif- 
ten, welche  den  beiden  so  eng  mit  einander  verschwisterten  Wis- 
senschaften schon  so  viele  herrliche  Früchte  getragen  haben,  auch 
nur  im  Entferntesten  in  die  Schranken  zu  treten  beabsichtigt,  ge- 
winnen, und  ob  dasselbe  überhaupt  Bestand  haben  wird,  wird  aller- 
dings vorzüglich  von  der  Güte  seines  Inhalts  und  der  Zweck- 
mässigkeit seiner  Leitung,  ausserdem  aber  auch  von  der  Theil- 
nahme  des  Publikums  abhängen , in  welcher  letzte»  der  Heraus- 
geber und  Verleger  für  die  Uncigennützigkeit,  deren  sie  sich  bei 
diesem  aus  reinem  Interesse  für  die  Wissenschaft  und  deren  wei- 


tere  nnd  allgemeinere  Verbreitung  begonnenen  Unternehmen  voll- 
kommen bewusst  sind,  ihren  schönsten  und  besten  Lohn  suchen 
und  linden  werden. 

Greifswald  im  Januar  1841. 

J.  A.  firmiert. 


Der  vorstehenden  Ankündigung  füge  ich  als  Verleger  des 
Archivs  für  Mathematik  und  Physik  noch  hinzu,  dass  dasselbe  in 
zwanglosen  Heften  von  8 Bogen  erscheinen  wird,  dereu  4 einen 
Band  bilden.  Der  Preis  eines'Bandes  ist  £ Rthlr.  ÄjpJr. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  an. 

C.  A.  Hoch, 

in  Greifswald. 
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Beitrüge  zur  Untersuchung  der  dreiseitigen 
Pyramide. 

• Von  dem 

Herrn  Professor  C.  A.  Bretschneider 

zu  Gotha. 


Die  trigonometrischen  Relationen  zwischen  den  A4  Stücken  des 
gewöhnlichen  Tetraeders  haben  noch  sehr  wenige  Bearbeiter  ge- 
funden. Die  Franzosen  sind  es  fast  ausschliesslich,  die  sich  mit 
diesem  Gegenstände  beschäftigt  haben;  aber  auch  sie  haben  vor- 
nehmlich nur  das  rechtkantige  Tetraeder  betrachtet.  Von  Deut- 
schen ist  mir  nur  eine  Abhandlung  bekannt,  nämlich  ein  l’rognmm 
des  Herrn  Direktors  J.H.T.  Müller  zu  Gothu,  welches  den  Anfang 
einer  ausführlicheren  Untersuchung  des  fraglichen  Gegenstandes 
enthält  und  aus  dem  ein  freilich  nur  unbedeutender  Tlieil  in  die 
Anhänge  der  deutschen  Bearbeitung  des  vun  S wi  ndc  u'srhen  Lehr- 
buches aufgenommen  worden  ist.  Unter  diesen  Umständen  glaube 
ich,  dass  die  nachfolgenden  .Sätze,  die  aus  einer  ausführlicheren 
trigonometrischen  Untersuchung  des  Tetraeders  entlehnt  sind,  nicht 
ganz  ohne  luteresse  sein  werden.  Ueberdiess  zeichnen  sie  sich 
zum  Theil  durch  eine  kemerkenswerthe  Rcciprocität  aus,  welche, 
so  viel  mir  bekannt,  uoch  nirgends  erwähnt  worden  ist. 

Es  seien  A , B , C,  1)  die  vier  Ecken  eines  Tetraeders, 
71,  Tt  Tt  die  ihnen  der  Reihe  nach  gegenüber  liegenden 
Seitenflächen;  abc  die  drei  Kanten  des  Dreieckes  T,,  «,  bx  ct  die 
ihnen  der  Reibe  nach  gegenüberliegenden  kanten,  so  dass  das 
Dreieck  T%  die  kanten  abxcx,  das  Dreieck  T,  die  Kanteu  balcl 
und  das  Dreieck  7\  die  kanten  caxbl  enthält  Die  keile  irgend 
zweier  Seitenflächen  z.  B.  T,  und  71,  bezeichne  man  durch  (12), 
die  Winkel  irgend  zweier  kanten  z.  B.  a und  a,  mit  (an,).  Fer- 
ner mögen  die  Geraden . welche  die  vier  Kckcu  mit  den  Schwer- 
punkten der  Gegenseitenflächen  verbinden,  der  Reihe  nach  t , /,  /,  tt 
genannt,  und  die  von  denselben  uuter  einander  gebildeten  Winkel, 
TSsil  I.  1 
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welche  den  ganzen  Kanten  gegenüberliegen , auf  ähnliche  Weise 
wie  die  Winkel  der  letzteren  durch  (t, ,),  (t,,)  u.  s.  w.  angcdcutct 
werden.  Alsdann  erhält  man  durch  Projektion  sofort: 

IT,  = T7  cos  (1,2)  -f-  T,  cos  (1,3)  -f-  T,  cos  (1,4) 

T,=  T,  cos  ( 1.2) -f-  T,  cos  (2,3)  -+-  T,  cos  (2,4) 

T,  = T,  cos  (1,3)-+-  T,  cos  (2,3)-+-  T,  cos  (3.4) 

Tt  = T,  cos  (1,4)-+-  7",  cos  (2,4)-+-  T,  cos  (3,4) 

und 

cos(f,, )-+-£,  cos  (/,  | ) -+-  tA  cos(/14) 

— cos  (/,,)-+—/,  cns^.j-H',  cos(f14) 

— t,—t,  cos(r,,)-»-<j  cos(^,)-+-»4  cos(r,4) 

— /4=/,  cos(/14)-+-<,  cos  (/,4)  -+-  t,  cos(*14) 

Ausdrücke,  welche  gewisscrmaasscn  als  Fundamentalforiueln  zu  be- 
trachten sind.  Uehrigens  sollen  im  Folgende!!  die  vollständigen 
Systeme  solcher  Gleichungen  nicht  mehr  aufgefiibrt  werden,  da 
mau  aus  einer  einzelnen  unter  ihnen  durch  gehörige  Vertauschung 
der  Zeiger  die  übrigen  ohne  Mühe  entwickeln  kann.  Zunächst 
findet  man  nun: 

T’.M-T’.M-r,*  — r4*  = 2T,  T2  cos (1,2) -+-27",  T,  cos(l,3) 

-+-2  7",  7'„  cos  (1,4) 

— (f.’  + V-M.*-  *.’)  =2 *./,  cos  cos  (*,,) 

-F-2 t,t,  cos(*J4) 

und 

i (7',M-7’l>-+-7’,H-7V)  = 7’1  T2  cos  (1,2) + 7",  T,  cos(l,3) 

-+-7\  T,  cos  (1.4) 
-+-r,  T,  cos(2,3)-t-r,  T,  cos  (2,4) 
+ 7",  T,  cos  (3,4) 

= COS  (/,,)-♦-#,/.  COS  (/,  ,) 

+ t,tA  cus  (*14) 

+ Vl  CO*  (*!»)-»-  f»f4  cos(«14) 

+ M«  cos 

Man  bezeichne  ferner  den  Flächeninhalt  des  durch  die  kante  a 
und  den  Mittelpunkt  der  Gegenkante  a,  gelegten  Dreieckes  durch 
Ta , das  durch  die  Kante  b und  den  Mittelpunkt  von  L,  gelegte 
Dreieck  durch  Th  u.  s.  f.  so  erhält  man  t)  solche  Dreiecksflächeu, 
von  denen  immer  je  zwei,  wie  T„  und  T"«,,  als  Gegenfjachen  zu 
betrachten  sind.  Je  drei  derselben  schneiden  sich  immer  in  einer 
der  Schwerlinien  t,  wie  z.  B.  Ta , Th , Tc , in  t„  und  sie  sind 
daher  ganz  den  Kanten  des  Tetraeders  analog,  von  denen  immer 
je  drei  in  einer  Seitenfläche  liegen.  Den  Keil  zweier  solchen 
Dreiecksßäcben  z.  B.  T„  7i  wollen  wir  mit  ( Tat)  bezeichnen  und 
darunter  immer  denjenigen  von  deu  4 an  der  Durchschnittslinie  lie- 
genden Keilen  verstehen , welcher  der  einzigen  von  den  4 Seiten- 
flächen gegenüberliegt,  die  durch  diese  Dreiecke  nicht  getheilt  wird. 

Kodlich  sollen  die  Flächen  der  Dreiecke,  die  aus  zwei  Gegen- 
kanten als  Seiten,  und  ihrem  Durcbschnittswinkel  als  eingeschlos- 
senem Winkel  gebildet  werden,  durch  J , ✓/,  .7,  bezeichnet  werden, 
je  nachdem  sie  zu  den  Kantenpauren  aa,,  bb„  cc,  gehören;  die 
Neigungswinkel  dieser  Flächen  gegen  einander  aber  sollen  (z/,,), 
(//,,),  (^/j,)  heifsen.  Auf  ganz  ähnliche  Weise  sollen  die  doppel- 
ten Verbindungslinien  der  Mittelpunkte  zweier  Gegenkanten,  wie 
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««,.  M\  und  cc,  rcspective  durch  d,  i2  d,  angedeutet  und  die  Winkel 
der  letzteren  unter  einander  mit  (d, ,),  (d, ,),  (d,,)  bezeichnet  wer- 
den. Es  ist  bekannt,  dass  die  7 Geraden  t , t2  l , rt  d,  d,  d,  sich 
im  Schwerpunkte  des  Tetraeders  schneiden,  und  dul's  die  Parallelo- 

E ramme,  welche  die  Hälften  zweier  beliebigen  d zu  Diagonalen 
aben,  selbst  die  Hälften  der' entsprechenden  Dreiecke  J sind.  Zu- 
nächst linden  nun  folgende  Relationen  statt: 

[ zf,  * = T,  ’+  Tt  >-2  T,  T,  cos  ( 1 ,2)  = T,  ’+  T,  *-2  T,  T<  cos  (34) 

\ = 7’A*-+-r4l»-2r*r*1  C08(tm,) 

\ = Te'  -+-  T'S  + 2 T'  Tc,  cos  ( Tce , ) 

— T,T3  cos  (1,3)  T,T,  co*(l,4)-+ -TtT,  cos  (2,3) 

-+-  T2  Tt  cos  (2,4)  . < 

V==J(V-MiM-*;*s  coa(r,,))=*(/,>-p-r4>+2tt,r1  cos(ttti)) 
= d*-4 -6,* — tiit  cos  (Äd, ) = c*  ■+*c;t  * -+-  2cc,  cos(cc,) 
cos(/,,H-t1f4cos(/I4)+/1r,co6(r,J)H-*.,*,cos(t14)| 
Hieraus  folgen  sogleich  die  Formeln: 

r 4T.»  =r, i+r,‘+2r1  r,  c0S(i,2 )=J1*+AT,rt  cos(i,2) 

5 cos^M^z/.M-lP.P«  cos(3,4) 

■l4®,*=ä(<» «•i(t|,))=d,’^ #Vi  cos(*,,) 

Fi«>  =-:(// '+r.'-2t,t,  coS(e,,))  = 3l*-9t,t,  cos (t14) 

/^f,  * + ^ 1 -+- ^,  * = r, 1 -+- r, 3 + r4  ’ 

=r„i+rai*-t-rii+7,ii’+rcjH-rc  * 
^ , * -4-  ■ + 2zf  ,■ * = ^ , 1 -+-  T , * -+-  T * -4-  r , * -+-  T4 1 

6;  =2(raM-7V-f-7V+7V) 

d, » -E  d,1  + d.»  = \(t,  > -4-  *,*  -f- 1, * -4- 14>) 

= «*  -+-  O,  * -+-  6*  -4-  d,  * C1  -+-  Ci  * 

<* , * -4-  d, ’ -+-  2d,  * = d, 5 -+-  -3  (/, 3 -+- 1 2 - -f- 1, * + r4 2 ) 

= 2(«’ -+-«,»+ A’ + 4,  >) 

1^1*  + 5 =( y, 1 +7V  +T.»  -+-7V)  - 2z/,’ 

= * 7*.  cos  (1,4)  -+-  2 Tt  T,  cos  (2,3) 

= + /4’)-2d,* 

= cos  (*,.)  — äfj^cosl/,,) 

r^,1  =—  Ta* -T„*  -(-Ti1 4-?V  -t-rc>  +TCi’, 

S.F  ^.,-+-^,I=2(7’0>-4-T„1») 

ld,*=  — «*— «1*+4,+V+c,-H?,\  d,*4-d,*=2(«*-H,1») 

9 |°  = 7’«r«.  cos  ( ?'„„,)  -f-  TkTt , cos(ri4l)+  cos(7;Cl) 

iO  = <r«,  cos  (/rar, ) -+-  Ad,  cos  (66, ) -+-  cc,  cos(cct) 

10  \ZTaTa,  ™s{Taai)=Tc’+Tei*  -Ti*  -TkS 
’ )2««|  cos(««I)  = e* -4-C,1  — 6l  — i,1  =i(S2*  — d,*) 

Ist  ferner  P der  dreifache  Körperinhalt  des  Tetraeders,  so  wird: 


l Pa  =2 T,T2  sin  (1,2) 
ll.jp«,  = 2T,r4  sin  (3,4) 
/Pd,=2ParB,  sin(2V) 


T&\  —rVdj  ®in(/, j) 
r«  = ^t2t,  sin  (tJ4) 
=(««,  sin  (««, ) 
1* 
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zugleich  aber  auch: 

4 «*  = <J,’  -4-(J,*  — 2J,J,  cos((J,,), 

4Ta*  lJtAl  cos(zf,,) 

12j4a,*:=(J,*±<J1*±2<J1<rj  cos^,,), 

' 47V  +2^,  coa(^„) 

Ptf,  = aiu(^,,)  siutJ,,) 

ferner  wird: 

Ta,’  = Ti»  -4-  Tc’  -t-  2 Ti  Tc  cos  ( T*,) 

= Ts,*  + Tc*  ± 27’i,  Tc,  cos  ( 

. Ts*  = T*  * -4- TV*  ± 2 T*  Tc  cos  ( Ts|0) 

13.  ( = 7V  -4- TcS  + iTtTc,  cos  (T*e,) 

= 4’  4-  e’  - 2/,e  cos  (ic)  = 4,  *-*-«,*  — 24,c,  cos(//,c,) 

a,1  = 4,»-4-c*  — 24,e  cos(4,c)  = 4*  -4-c,*  — 24c,  eos(4c,) 

UPt,Z=iTa,Tt,  sin  (T.,t,)  = *T.,Te,  sin  ( Tag.) 

14, '  — *Tt,Tc,  sin  (Ti.cJ 

l2T,  = ab  sin  («4)  = ac  sin  {ac)  = 6c  sin  (6c) 

Man  führe  zur  Abkürzung  folgende  Zeichen  ein: 

4-r,  + r,  — r.)  <r,  + r,  - r,  + r4) 

(T, -T,  + T,  + T,)  (-  T,  -4-  Tt  -4-  T,  -4-  T.)  . 

— ST.T.T.T. 

\0a’  = (Tt  + Tt,  + TC-  Tc,)  ( Tt  + Tt—  Tc 4 -Tc,) 
lT‘  ~ T‘ ■ + 7''  + I'-1  <-T‘+ 

is .ln*  =(j,+j%  + j.) 

L’  = (f.-M,-/,-!-*,)  (t,-l ’,+«.+<.) 

I (~*i +*»+*i+f«) — 

I wa ’ = (4  ± 4 , -f-  e — c,)  (4  + 4,  — c-t-c,)  (4 — 4,  -f-r-f-c, ) 
( — h -f-  h,  -4-  c -f-  C,)  — 8 44,CC, 

iw*  = (<f,-4-<fj+<ft)  (<^I+<fj <^j)  (<^> ( ^1+^3+^j) 

so  wird 

ljr>  =/»(a±Äl)»  4-8T,  T.T.r,  cos  (12  ±34) 

= P’|«*  -4-  «,*  -1-2««,  cot  (12)  cot  (3-4) { 
®a*  =iP*( <J,  rp  J,  )*  - 8 r4  Ts,  Tr  Tc,  cos  ( r«,  ± Tcc,) 

— iP*|dj’±d,*— 2Jj(J,  cot(TwJ  cot(P„,){ 
//»  = P’(<J,*=F4«a1)  — lOT.T.T.T.  cos (12 ±34) 

= P*J<J,* — 4««,  cot  (12)  cot  (34)| 

16. = 4(  TV,  ± T0)*  + ^ . 8r, /,?,/,  cos  (t , , ± t, ,) 

— 4|T„*-4-  T0l*-t-2TaTai  cotf*,,)  cot(*I4)| 
o>a*  =äzj,)’  — 8 44,ce,  cos  f A4,  ± CC , ) 

= 4*j.^,’  -4-  J,* — rot  (A4,)  cot(cc,)| 

-gj**  =(J,*^=iT*Ta,)  — ^4/,/,»,».  cos  (/.,  ±fJ4) 

— 'f/ — 4 TaTa,  001(1,])  cot  (*I4) 

und: 
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^2«F» 

'I* 


17.1-  »» 


n%z=p*  (d,  >) 


rr* 


16» 


i-T,  = AX'+J,'+J,\ 


Beschreibt  man  aus  der  Spitze  A des  Tetraeders  als  »ittelpunkt 
mit  dem  Halbmesser  1 eine  Kugel,  so  bildet  die  Kcke  A auf  der 
Oberfläche  der  letzteren  ein  sphärisches  Dreieck.  Nennt  man  dann 
den  dreifachen  Korperinhait  der  Pyramide,  welche  das  Sehnendreieck 
jenes  sphärischen  Dreieckes  zur  Grundfläche  und  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  zur  Spitze  hat,  k und  dieselbe  Grösse  für  dus  zugehörige 
Polardreieck  A'.  so  dass  der  Fläche  Tx  die  Grössen  k,  und  A* , 
der  Fläche  T\  die  Grössen  kx  und  Ä,  u.  s.  w.  gegenüberliegen; 
so  ist 

18.  | T, : r, : t,  : t.  = a,  : a,  : a,  : a\. 

Demnach  verhalten  sich  die  Seitenflächen  jedes  Te- 
traeders wie  die  Funktionen  K der  ihnen  gegenüberlie- 
genden Ecken.  Diese  Funktionen  sind  daher  für  dos  Tetraeder 
dasselbe,  was  die  Siuusse  der  Gegenwinkel  für  das  Dreieck  sind. 
Bezeichnet  mau  das  constante  Verhältoiss  T ; A durch  M , so  er- 
hält man: 

4 r,  T,  T,  T, Tx  3T,  . T,  T, 

' />*  A',  — Kt  ~ K,  ~ K, 

aa,  bk , cct 


M = 


i9.;  = 


sin  (12)  sin  (34)  sin  (13)  sin  (24)  ' 

<f.»  - cf,* 


sin  (14)  sin  (23) 


4 [cos  (12)  cos  (34)  — cos  (13)  cos  (24)) 
(a-4-a,  -j-b  — d,)  (a-t-a,—  h 


= o.  s.  tv. 


-/>,) 


4 sin  ^ (12  + 34-1-13  — 24)  sin  i (12  + 34  — 13  + 24) 

(«  — a,  + d + d,)  (-«  + «,+*  + <,) 


4 sin  i (12  - 34  ■ 
Ebenso  ist  auch: 


• 13  + 24)  sin  4 (—  12  + 34-1-13-1-  24) 


„„  ( aa . bh , rr > nbc  abxc,  axbcx  a,6,c 
I P ~ *7  ~ ~TT  ~~  1»  ~ *4  ' 

Es  ist  nicht  uninteressant  zu  untersuchen,  was  wohl  die  der 
Grösse  kl  entsprechende  Quantität  m in  Bezug  auf  die  Grössen 
/,  r,  r,  /4  sein  mag;  denn  auch  hier  bleibt  sich  die  Analogie  gleich. 
Man  erhält  nämlich: 


9*  t t t t Pu  i Tb  Ti  , 

16*  1 * ' * sin  (f,,)  sin  (t,4)  sin  (t,,)  sin  (£,,) 

i,%  — s 

— 4 [coa(r,,)cos(tJ4)  — cos  (£,,)  cos  (£,,)]  — 


u.  s.  VS. 


Die  Beantwortung  dieser  Frage  hängt  von  der  Lösung  der  Auf- 
gabe ab,  die  Grösse  zu  fiudeu,  welche  dem  P entspricht.  Letztere 
lässt  sich  auf  die  mannigfachste  Weise  ausdrücken  z.  B. 

!/*=:  atkxcxkx  = axbck%  = abxek,  = akc,k, 

= 2[/A',  r,  T,  Tt  = 2j/Ä:,  T,  T,  1\  = 2l>A',  T,  71,  T. 
= 2l/A  4 T,  T’,  7’, 

Ferner  wird: 
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16i,1  = a’«1äd1*-4-£IVV-+-c,cI,<V  — a'6*c*— «.»A.’c* 

— «j'A’c,* — a'1l>l,c,? 

= S«*4*ca  + i«HV  — *.*)  1 

23- 1 = 2«JAJc*  — 2»*«, s — 2A*A,  * — 2cV, 1 

-K? « *(—  * ’O*1— < 4M-«’) 

-Hi^e  '(«’-l-A1 — e’) 

I {<’a,-t-J>b,+cc,)(aa,-\-bb,—cc,)(aa,—bb,-\-cc,')(—aal+bh,-b-cc,') 

4Ä*~ 

wo  H den  Halbmesser  der  dem  Tetraeder  umschriebenen  Kugel  be- 
deutet. Kndlicb  erhält  man  für  /'auch  noch  folgende  Ausdrücke: 

2 r,» 


//*  = 


a cot  (12)  -f-  A cot  (13)  -4-  c cot  (14) 
1 1 * + -t~  d,* — 4 r, 1 


24./ 


d,  cot  (d,,)  -1-  dj  cot  (d,  j)  + d,  cot  (Jn) 

T,'  + TS  +TX'  -T,' 

a , cot  (34)  -+-  A,  cot  (24)  -f-  c,  cot  (23) 

lj  totific)  + t|  cot  ( 7ac  ) tt  Cot  (7b4)  — V 

^ -(rB,»  + rt,»  + rc,») 

3 1 1 (cot  <71,  A|)  -f-  cot  (71,  ci) cot  (7)j,  c,l) 

Zu  den  letzten  Formeln  lassen  sich  die  analogen  leicht  Anden; 
denn  es  ist: 


i-l  = 


Ta,  cet(f,,)  -+-  71,  cot  (/,,)  -f-  Te,  cot(*„) 


25./  = 


cot  (d, , ) -i-  J,  cot  (d, , ) cot  (cf,  j) 

t\  (^8*  -t-  t|*  -1-  t,*) 

Ta  cot  («,„)  4-  71  cot  (f„)  -t-  71  cot  (<,,) 

_ tV  cf,  , + + 

Tt  cot  (A,c,)  -i-  71  cot  (a,c,)  -t-  71cot(a,A,) 

_ - (n* -t-A* -i-c*) 

4 7’,  (cot  («A)  -i-  cot  Kac)  cot  (Ac)) 

Bei  Entwickelung  dieser  Formeln  erhält  man  auch  noch  die 
Ausdrücke: 

26  i°  = <>.  cot(Tea,)-h  J.cotm*,)-»-«?,  cot  ( TCe, ) 
\0=zJ,  cot  cot  + cot(c<?,) 

Mau  führe  ferner  folgende  Hiilfswinkel  ein: 

, 2 AA,  er,  cos  a = — «’«,  1 •+- A'A,’  -t-c7c,7 
| 27*71,  TCTC,  co»  A = -Ta' Ta, '+Tb'T,„*-*-Te'T',' 

o-t  l2  «ra,  cc,  cos  ß =z  a7a, 7 — A’A, 1 -J-  c7c, 7 1 

‘j  2 TaTa,TcTc,  cos ß=  TSTaS—TSTiS+TSTc,7 

l'i  aa,  AA,  cos  y = a%a,  7 -f-  b7b,7  — c7c,  * 

27171,7171,  co sr=  To1  71, ’-F-Ts1  71,  »—71*71,» 
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12  44,  cc , coso'  = — a'd,'  -i-  b'c,'  -+-b,'c' 

2TiTi,TcTc,caa  A'  = — Ta'J, '+ TS  Tc'+ Ti,' Tc,' 
2 aa,  cc,  cos  ß1  = — A'iJj’  -f-  a'c,  ' -+-  a,'c * 

2 Ta T„,  TCTC,  cos  B’  = — Ti'J , ’+  T«» 7^’+  Ta,'Tc,' 
2 ««,  bb,  cos  y'  = — c’rf,1  + ff’i, 1 + <f,  ’J1 

2 Ta Ta,  Ti Th,  co*r  = - TC'J, '-^Ta'Tt'+Ta,'Tt,' 


. 2 bb,  CC,  COS  «"•=  — «,’lt, 1 -+-  b'c'  •+■  b,  'c,' 

l 2TiTi,TcTc,  cos  A"  = —Tmi'Jl'+Tl'Tcl'+Ti,'Te' 

29  cos  ß"  = — &,  -f-  a'c*  -+-  a,'c , ' 

) iTaTa,TcTc,  cos  jS"  = — Th,'Jt'-+~T„'  Tc,'+Ta,'Tc' 

I iaa,  bb,  cos  /'  = — c,'dt'  a'b'  a,'b,' 

' ZTaTa,  TlTi,  COS  tH  = —Te,'J,'+Ta'Tt,'+Tv,'Ti', 


so  ist  auch: 


SO. 


cos  (12)  = 
cos  (54)  = 


cos«  — cos  (bc)  cos  f // , c | ) cos«*  — cos (hc)  cos  (A,r,) 

sin  (4c)  sin  (4, c,)  — sin  (Ac)  sin  (A,«-,) 

cos  « — cos  (4c i)  cos  (A,c)  cos  «"  — cos  (4c,)  cos  (4,c ) 

sin  (4c,)  sin  (A,c)  — sin  (4c,)  sin  (4, c) 


cos (13) 
cos  (24) 
cos (14) 
cos  (23) 


cos  (4c)  cos  (4c,)  — cos  (cc,) 
sin  (4c)  sin  (4c,) 
cos  (4,c)  cos  (A,c,)  — cos  (cc,) 
sin  (A,c)  sin  (4,c,) 
cos  (44,)  cos  (Ac)  cos  (4,c) 
sin  (4c)  sin  (4,c) 
cos  (A4,)  -t-  cos  (4,c,)  cos  (Ac,) 
sin  (4,c,)sin  (4c,)  ’ 


Da  nun  zugleich 


!cos  u = cos(4c)cos(A,c,)-t-cos(Ar,  )cos(4,c)-)-cos(AA,)cos(cc, ) 
cos  a’  = cos (4c) cos (4, c,) — cos  (bc,  )cos(A,c) — cos(44,)cos(cc,) 
cos  a"  = — cos(Ac)cos(A  vc , )-f-cos(Ac , )cos(  A , c) — cos(A4 , )cos(ce , ) 


ist,  so  lassen  sich  die  6 Keile  je  zweier  Seitenflächen  aus  den  6 
ebenen  Winkeln  je  zweier  Paare  von  Gegeukanten  unmittelbar  be- 
stimmen. Gelingens  ist  auch  analog: 


cos  (f,,) 
cos  (t,4) 
|cos  (£,,) 
cos  (tI4) 
cos  (,t14) 
cos  (t,,) 


cos  A — cos  (7V)cos  (7Vc,)  cq*J"  —cos(Tir)cos(Tt,c,) 

~ — sin  (7>,c)  sin  (Ti.c,)  sin  (Tbc)  sin  (2’i.c,) 

cos  A — cos(7VJ  cos  T>, | e)  cos  X — cos(7V,)cos( J\c) 

= — •in(7’*e,)  sin(7Ts,c)  sin  i^Tic,)  sin(7’*,c) 

cos  (Tb,c)  cos(n,c,)  -4-  cos  (rcc,) 

sin  {Ti,c)  sin  (Ti, c,) 

__  cos  (Tic)  cos  (Tic,)  -+-  COS  (Tee,) 
sin  ( Tic)  sin  ( Tic ,) 
cqs(7’a,c,)  cos(n,c)  — cos {TaJ 
sin  (Ti,®,)  sin  (^Ti,c) 

_ cos  (Tic)  COS  (_Ti,c)  — cos  (Ta,) 

= sin  ( Tic)  sin  (Ti,c) 


und 
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34. 


Icos  A = cos  ( Tu)  cos  ( 7aiCi)  -§-  cob  ( Ti,.,)  cos  ( 7ilC) 

-f- COS  (7i4,)  COS  (TV,,) 

COS  A'=Z  — COS  ( Tic)  COS  ( 7*,ri)  -+-  COS  ( 7it,)  COS  ( 7*4,,:) 

— cos  ( 7*4 , ) COS  ( T«,) 

cos  A"  ==.  cos  ( Tic)  cos  ( Ti,^)  — cos  ( 7ic,)  cos  ( 7i>e) 

— cos  ( 7*4.)  COS  ( 7ie, ) 

Zugleich  erhält  man : 

. . cos  Y -4-  cosf/lr», ) cos  (44, ) cos  y"  cos  [na , ) cos  (lit,) 

*'  »in  (oa,)  sio  (A4,)  sin  (oo,)  »in  (44,) 

, . cos  -f-  cos  {«rr , ) cdm rr, ) cos  ff'  -f-  ros  (r/a,)  cos  (cc,) 

^ 11  siu  (an,)  »in  (cc,)  sin  (ms,)  sin  (cc,) 


35.i 


cos  (.*,,) 


COS  tt  cos  (44,)  cos  (cc,) 


cos  o"  ■+-  cn» (A4,) ros(rc,) 
sin  (44,)  sin  (cc,) 


sin  (44,)  sin  (cc,) 

. . . cosf  -f-cns(  7ia  ,)cos(  7*44  ,) COS r"-f-cns(  T„„  ,)cos(  7*44,) 

*■  sin  (?’«,)  sin  (744  ,)  sin  (Taa ,)  sin  (7i4 ,) 

■ . , . COsB'-f.  cns(  Tag  ,)CQS(  7Vr,)  COSg"-|-C0S(  Tag  , )cOs(  7*4,) 

fcos(,,)  sin  (Tam,)  »in  (Tie,)  sin  (Taa,)  sin  (TVs,) 

cosj#’-)-cos( Thh , )cos(  7Vc, ) cos X'-y- cos(  Thb  ,)cos(7Vc,) 


cos((f,,)  sin  (7-44 ,)  sin  (7cc,j  = 

Ferner  ober  wird  auch: 

cos  (13)  cos  (24)  — cos  ( 1 4)  cos  (23) 


sin(7'44 ,)  sinlTcc,) 


36. 


sin  (12)  sin  (34) 
cos  (14)  cos  (23)  — cos  (12)  cos  (84) 
sin  (13)  sin  (24) 
cos  ( 12)  cos  (34)  — cos  ( 13)  cos  (24) 
sin  (14)  sin  (23) 

_ cos  (r, ,)  cos  (t14)  — cos  «,,)  cos  «,,) 
sin«,,)sin«,,) 


cos  (ns,) : 
cos  (44,)  = 
cos  (er,)  cs 
COS  (7«0,)  : 

...  » ._.  cos«,,)  cos«,,)  — cos«,,)  cos«,,) 

COS  ( 7 44  ,)  = — — — — — — 

siu«,,)sm«„) 

, cos «,,) cos  «,,)  — cos«,,)  cos«,.) 

COS  : — T. — ' — : — 7~l — r 

sin«,,)sin  «,,) 

Für  die  Grössen  O und  9 erhält  man  nunmehr: 

I00*=iP’( f , ’-t-8  7i  7i,  Tc  7i,  casA—P'a'-hS  Tt  7V  Tc  TClcosA' 

= P*a, 3 -f-  8 7i  7i,  7i  7i,  cos  A" 

\ fa * = 16 A,  * 844, ec,  cos  a = 8’  Ti1  -4-  844, ec,  cos  a! 

= 8’  Ti,1  ■+•  844, cc,  cos  a" 

. «Pa’  -+-  <JV  + <J>c*  = i P*  (<J,  * + <*, * -+-  <*,  ’) 

38  +4  ( 7V 7V  -4-  TS r*. 1 -h  TS  TCJ 

/9>S  -I-94*  -H  SPe*  = 16  (A,  ’ +AS+A,*) 

\ 4 (o*a, 1 -+- 4*4,  ’ -f- e’c, ’) 

Führt  man  endlich  noch  die  Hülfswinkel  0 und  9 ein,  so  dass , 

JS-t-J* 


39. {cos  8, , 


2J,J, 

ist,  so  findet  man  auch  noch 


^ und co,4,  = 


2 itA, 
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*o.{ 


cos  0, 


cosn-H  cos  (A4,)  cos  (cc,)  eosJ>  coaA-t-cos(nt,)cos(Tee,) 

sin  (A4,)  sin  (ec,)  ’ 1 siiiir**,)  sinfTcc,) 


Die  geometrische  Bedeutung  der  Grossen  0 und  & leuchtet 
tob  selbst  ein.  Eben  so  lasst  sich  aber  auch  den  Grössen  a a!  o" 
A A’  A"  u.  s.  w.  eine  geometrische  Bedeutung  nhgewinnen.  Sind 
z.  B.  a b c die  drei  Grundkanten  eines  dreiseitigen  Prisma  und 
a,  A,  r,  die  zu  denselben  gehörigen  Höhen  der  Seitenparallelo- 
gramme des  Prisma,  so  sinu  aßy  die  diesen  letzteren  der  Reihe 
nach  gegenüberliegenden  Keile  der  Seitenflächen  u.  s.  w. 

Das  Vorstehende  wird  genügen,  auf  die  trigonometrischen  Re- 
lationen, welche  das  Tetrueder  darbietet,  aufmerksam  zu  machen. 
Die  hier  mitgrtheilten  Ausdrücke  reichen  bereits  zur  Lösung  einer 
grossen  Menge  von  Aufgaben  hin  , und  sind  dubei  im  Gunzen  sehr 
elegant.  Ihre  Ableitung  ist  übrigens  nicht  gerade  schwierig,  auf 
dem  gewöhnlichen  Wege  jedoch  zum  grössten  Tlicil  höchst  um- 
ständlich uud  langweilig.  Ich  habe  dieselben  auf  eine  sehr  schnelle 
Weise  mittelst  ein  Paar  allgemeiner  Theoreme  der  Trigonometrie 
gefunden,  die,  so  viel  ich  weiss,  noch  gänzlich  unbekannt  sind  und 
von  mir  an  einem  anderen  Orte  werden  mitgethcilt  werden. 


/ 


II. 


Weitere  Berechnung  verschiedener  auf  das 
Kreisverhältniss  n begründeter  Zahlen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  G.  Paucker 

l 

zu  Mitau. 


Das  umgekehrte  Kreisverhältniss  ist  von  Enler  Introd.  in 

Anal,  lofin.  I.  §.  198  auf  36  Stellen  angegeben.  Nur  ist  duselbst 
die  2öste  Stelle  durch  einen  Druckfehler  unrichtig,  und  statt  9 muss 
man  5 lesen.  Hier  folgt  diese  Zuhl  auf  140  Stellen,  nach  dem  Vega- 
schen  Werthe  von  zr  berechnet. 

Der  Durchmesser  des  Kreises  ist  gleich  dem  Umfange  multipli- 
cirt  mit  -i- , auch  ist  die  Oberfläche  der  Kugel  gleich  dem  Quadrate 

des  Umfangs  multiplicirt  mit 
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■i  = 0,318309$  8618379  0671537  7675267 

4502872  4068919  2914809  1289749 
5334688  1177935  9526845  3070180 
2276055  3250617  1912145  6854535 
1591607  3785823  6922291  5730277 

Die  Kreisfläche  ist  gleich  dein  Quadrat  des  Durchmessers  rnul- 
tiplicirt  mit  in. 

in  = 0,7853981  6339744  8309615  6608458 

1987572  1049292  3498437  76  • 

Der  körperliche  Inhalt  der  Kugel  ist  gleich  dem  Cubus  des 
Durchmessers  multiplicirt  mit  in. 

in  — 0,5235987  7559829  8873077  1072305 

4658381  4032861  5665625  17 

Die  Kreisfläche  ist  gleich  dem  Quadrut  des  Umfangs  multipli- 
cirt mit 

, = 0,0795774  7154594  7667884  4418816 

8625718  1017229  8228702  28 

Das  Quadrat  des  Verhältnisses  des  Durchmessers  zum  Umfauge  ist 
= 0,1013211  8364233  7771443  8794632 
0972763  8901358  7746722  46 
Der  körperliche  Inhalt  der  Kugel  ist  gleich  dem  Cubus  des  Um- 
fangs multiplcirt  mit 

~ = 0,0168868  6394038  9628573  9799105 

3495460  6484059  7957787  07 

Der  Umfang  der  Kugel  ist  gleich  der  Quadratwurzel  der  Ober- 
fläche multiplicirt  mit  \/n. 

\Zn=.  1,7724538  5090551  6027298  1674833 
4114518  2797549  4561223  8712821 

3807789  8529112  8459103  2181374 

9506567  3854466  5416226  8236242 

8257066  6236152  8657244  2261088 

Der  Durchmesser  der  Ku^el  ist  gleich  der  Quadratwurzel  der 

Oberfläche  multiplicirt  mit  \/~. 

V/i  ==  0,5641895  8354775  6286948  0794515 

6077258  5844050  6293289  9885684 
4085721  709 

Der  Umfang  des  Kreises  ist  gleich  der  Quadratwurzel  der 
Kreisfläche  multiplicirt  mit  2 \/n. 

2 V/nr  = 3,5449077  0181103  2054596  3349666 
8229036  5595098  9122447  74 
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Der  Durchmesser  des  Kreises  ist  gleich  der  Quadratwurzel  der 
Kreisfläche  multiplicirt  mit  2J/— . 

2V/^  = 1,128379t  6709551  2573896  1589031 

2154517  1688101  2586579  9771368 
8171443  418 

Der  körperliche  Inhalt  der  Kugel  ist  gleich  dein  Cubus  der 
Quadratwurzel  der  Oberfläche  niulliplicirt  mit  i l/— 

1 

= 0,0940315  9725795  9381158  0132419 

2679543  0974008  4382214  9980947 
4014286  951 

1/6  = 1,8171205  9283213  9658891  2117563 
2726050  2428210  4631412  1967148 

1/36  = 3,3019272  4889462  6683874  6099524 
0908495  6846884  6443184  9333697 

l//r  = 1,4645918  8756152  3263020  1425272 
6379039  1738596  8556279  37 

l/»*=r  2,1450293  9711102  5600077  44-41009 
4123559  7486667  3654715  56 

Der  Durchmesser  der  Kugel  ist  gleich  der  Cubikwurzel  aus 

. 8 6 

ihrem  körperlichen  Inhalt,  multiplicirt  mit  l /—-. 

C^~  = 1,2407009 ' 8179880  0033336  0136240 
9555633  4701572  4003720  0 

Der  Umfang  der  Kugel  ist  gleich  der  Cubikwurzel  aus  ihrem 

körperlichen  Inhalt,  multiplicirt  mit  \Z'an'1. 

l/Ön*  = 3,8977770  8972075  3958963  4709177 

9985674  4015612  2958390  56 

Die  Oberfläche  der  Kugel  ist  gleich  dein  Quadrat  der  G'ubik- 
• ^ 3 - 

Wurzel  ans  ihrem  körperlichen  Inhalt,  multiplicirt  mit  l/36rr. 

1/365  = 4,8359758  6204940  8922150  9005399 

1785481  6833842  2169715  85 
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III. 

• •:  l. 

Neue  Auflösung  der  Gleichungen  des  zweiten 
Grades  mittelst  der  goniometrischen  Formeln 
und  Tafeln. 

Vom 

II  erausgeb  er. 


Die  Auflösung  der  Gleichungen  des  zweiten  Grades  mittelst  der 

Soniometriscben  hormein  und  Tafeln,  welche  ich  in  diesem  kleinen 
ufsatze  mittheilen  werde,  scheint  noch  nicht  bekannt  zu  sein, 
empfiehlt  sich  aber  durch  die  Kürze  und  Leichtigkeit  der  Rechnung, 
welche  dieselbe  in  Anspruch  nimmt,  und  durch  andere  Vorzüge  vor 
den  sonst  gewöhnlichen  Methoden  gar  sehr. 

Die  allgemeine  Form  einer  quadratischen  Gleichung  sei 
x’  — mx  + n ~ 0. 

Unter  der  vorläufigen  Voraussetzung  nun,  dass  beide  Wurzeln 
reell  sind,  könneu  wir  dieselben  unter  der  Form  tang  9 und  tang  y, 
darstcllen.  Dann  ist  bekanntlich 

tang  9-+-  tang  9,  =m,  tang  9 tang  9,  = ». 

Weil,  wie  die  Goniometrie  lehrt, 


ist;  so  ist 


tang  (y  + y.)  = 

0 yT  I — lang  </ tang  </  , 


Ferner  ist 


tang  (9-4-9,)  = j--^,  cot  (9-4-9,)  = 


1 — n 


, COS  (<*>  — ff.)  * 

1 -4- tang  9 tang  9,  = = 1 + *, 

lang  9 -4-  tang  y,  = ?-n_  (yrKgp  = m ; 


woraus  sich  durch  Division 


cos  ff  cos  If  , 


cos  (y  — tf ! ) 1 


= co*4tfi.—  <p,)=— — »in  + 


sin  (9  9 , ) m ’ "t—  t 1 , m 

ergiebt.  Also  hat  man  zur  Berechnung  von  9 und  y,  die  beiden 
Gleichungen 

tang  (9-4-9,)  = cos  (9  — y,)  = sin  (y-4-y,) 

oder 
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cot  (y  + y,)  = i—n~,  cos  (y  — <?,)  = 5 sin  (y-f-y,). 

Hat  man  nämlich  mittelst  dieser  Formeln  y-f-y,  und  y — y,  ge- 
funden, so  erhält  man  y und  y,  auf  bekannte  Weise  mittelst  der 
Ausdrücke 

y = 4,(y  + yi)  + ä(y  — ?.)»  y.  = ä(y-v-yi)  — J(y  — y.)- 

Wir  haben  oben  gesngt,  dass  wir  von  der  vorläufigen  Vor-  , 
anssetzung,  dass  beide  Wurzeln  der  aufzulösendeu  Gleichung  reell 
seien,  nusgehen  wollten,  bemerken  ober,  duss  man  bei  der  wirk- 
lichen Rechnung  diese  Voraussetzung  gar  nicht  zum  Grunde  zu 
legen  braucht,  indem  dje  ■ Auflösung  seihst  jederzeit  ein  Kriterium 
enthält,  mittelst  dessen  man  mit  grösster  Leichtigkeit  entscheiden 
kann,  ob  die  beiden  gesuchten  Wurzeln  reell  sind  oder  nicht. 

Wenn  nämlich  der  absolute  Werth  von  cos  (y  — y,),  welchen 
man  durch  die  obige  Autlösung  findet ,.  nicht  grösser  als  die  Kio- 
heit  ist,  so  sind  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  offenbar 
beide  reell,  wie  die  Auflösung  selbst  zeigt. 

Wenn  aber  der  in  Rede  stehende  absolute  Werth  von  cos  (y — y,) 
die  Einheit  übersteigt,  so  sind  die  beiden  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  imaginär,  wie  auf  folgende  Art  leicht  gezeigt  wer- 
deo  kann. 

Wendet  man  auf  die  gegebene  quadratische  Gleichung  die  ge- 
wöhnliche algebraische  Auflösung  an.  so  erhält  man 
x = =fc  l/im* — n.  * 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

cos  (y  — y,)’ = ^i—  sin  (y-+-y,)% 


• / . v«,  tanc  (<y-4-7s)*  m2 

•»“  (y  + yi)  l-|-tang  (y-t-y,J*  m*  -+-  (1  — «)” 

und  folglich 

cos  (y-y.)»  = -,— (7-— )a. 

Ist  nun  der  absolute  Werth  von  cos  (y  — y,)  grösser  als  die 
Einheit,  so  ist 

- (1  -t-  n)1  ^ , 

m2  + (t_ ’ 

also 


(1  ■+•»)’  >■  (1  — »)’  oder  -+-(1 — «)*  — (1-f-»)*  <0, 

woraus  sich,  wenn  man  die  Quadrate  von  1 — n und  1 -f- » ent- 
wickelt, sogleich 

m*  — 4«  •<  0 oder  — n < 0 

ergiebt,  und  folglich  mittelst  des  Obigen  erhellet,  dass  die  beiden 
Wurzeln  der  gegebenen  quadratischen  Gleichung  imaginär  sind,  wie 
behauptet  wurde. 

Kind  aber  die  beiden  Wurzeln  imaginär,  so  stellt  man  diesel- 
ben am  besten  unter  der  Form  

p (cos  ©zfcsin  0 \/ — 1) 

dar,  welches  bekanntlich  immer  möglich  ist.  Dann  ist 

■r1— e».zr-f-«=(.r — p eo*0— p sin©(/— 1)  (ar — p cos0-hpsin0l/ — l), 

d.  i. 
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X* — mx-\-H  — 
und  folglich 

also 


(.*•  — Q cos0),4-p’  sin©*  = x*  — 2q&  cosÖ-f-p’, 

p’  — n,  2p  cos  Q — m, 

. , „ tn  m 

9 = V-,  cob  0=-=^.. 


mittelst  welcher  Formeln  man  p und  © leicht  berechnen  kann.  Da 
man  indess  vorzüglich  die  Grossen  p cos  0 und  p sin  © zu  ken- 
nen  wünscht,  so  kann  man  die  Formeln  auch  zweckmassig  unter 
der  Form 


cos  0 = öp^>  Q cos  0 = p sin  0 = sin  0 .\/n 

darstellen,  unter  welcher  sie  eine  sehr  bequeme  Rechnung  gestat-  , 
ten,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird. 

Hat  man  die  allgemeine  Gleichung 

x.-r’  — Xx  -t-  /j  —0 
aufzulösen,  so  ist  im  Vorhergehenden 


zu  setzen,  wodurch  man  leicht 

tang  «ns  (<p  — SP , ) = sin  (<p  + <p,) 

oder  * 

cot  (y-F-yi,)  = *—^1  cos  — = sin  (y-f-y,) 


erhält.  Das  Kriterium,  mittelst  dessen  sich  entscheiden  lässt,  oh 
die  Wurzeln  beide  reell  oder  imaginär  sind,  ist  dasselbe  wie  oben. 

Sind  die  beiden  Wurzeln  imaginär,  so  hat  inan  zu  ihrer  Be- 
rechnung die  Formeln 

cos  0=^1/  jj-,  p cos  Q—^,  p sin  0 = ain  0 . V/  £. 

Cm  die  im  Vorhergehenden  entwickelte  Methode  auf  ein  Bei- 
spiel anzuweuden,  sei  die  Gleichung 

7,285  -+•  19,749  x — 115,6.78  = 0 

gegeben.  In  diesem  Falle  ist 

x = 7,285 

}.  = — 19.749  1 

,*  = — 115.638 
x — /u  = 122,923 

x-f-  ft  = — 108,352 
log  (*—/»)  = 2,0896332 
log  (x  fi)  = 2.0348409  « 
cd  log  X = 8.7014519  » 
log  cot  (gp  —I—  <p, ) = 10.7940881  n 
log  sin  jy-l -y,)=  9,2003780  w 
log  cos  (*  — «>,)  = 9.9396738  n 
— 9°.  7'.  38",03 
g>  — g>,  — 150.  29.  40.75 

■ J-  2 w = 141.  22.  2,72 

2g>,  = — 159.  37.  18,78 
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y = * 70®.  41'.  1",36 
, y,=  — 79.  48.  39,39 

log  lang  y = 0,4332944 

log  lang  y , = 0,7153764  n~  ' 

taug  y ■=  2,852952 

taug  y,  :=  — 5,503863 

Dies«  beiden  Werthe  vou  tang  y und  taug  y,  sind  die  gesuch- 
ten Wurzeln.  Zur  Probe  hut  mau 

tang  y -f- tang  y,  = 2,710911  und  -^-=2,710913. 

Die  Leichtigkeit  und  Kürze  der  obigen  Rechnung  wird  einem  Jeden 
sogleich  von  selbst  in  die  Augen  (allen.  W'enn  y — y,  der  Null 
sehr  nahe  kommt,  so  kann  y — y,  mittelst  der  Formel 

cos  (y  — y,)  = ~£  si„  (y-4-y,) 

bekanntlich  nicht  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  gefunden  wer- 
den. ln  einem  solchen  Kalle  kann  man  sich  aber  auf  folgende  Art 
helfen  Man  berechne  den  lliilfswinkel  y mittelst  der  Formel 

tang  = sin  (y-f-y,). 

Dann  ist  , 

cos  (y  — y,)  = tang  y, 

und  folglich 

1 — cos  (y  — y, ) =:  1 — lang  ifi,  1 -f-  cos  (y  — y , ) = 1 — lang  y ; 
also 

1 — cos  (y  — if , ) 1 — tang  y 

l-t-cos  (./  — y , ) 1 -f- tang  y ’ 

d.  i.  nach  bekannten  Formeln 

tang  i (y  — y , )*  = tang  (45°  — y), 
also  tang  J(y — y,)  = J/  lang  (45*  — y). 

In  diesem  Falle  sind  folglich  die  Formeln,  durch  welche  die  Auf- 
gabe aufgelöst  wird, 

tang  (y  + y,)  = ^3^,  tang  y = sin  (y-F-y,), 

tang  J(y  — y,)  = (/tang  (45®  — y) 

oder 

cot  (y  -+-  y , ).  = ~ = sin  (y  + y,), 
tang  s(y  — y, ) = v tang  (45°  — y), 

und  die  Rechnung  wird  nun  allerdings  etwas,  aber  doch  nicht  be- 
deutend weitläufiger. 

Auf  Gleichungen  von  der  Form 

n hx  a -+-  fix 

®.+i,x  «,  -I-  ß,-r 

wird  man  bekanntlich  häufig  bei  der  Auflösung  von  Aufgaben  ge- 
führt, und  diese  Gleichungen  führen,  gehörig  entwickelt,  jederzeit 
zu  einer  quadratischen  Gleichung,  nämlich  im  vorliegenden  Falle 
zu  der  Gleichung 

(6ß,—6,ß)  x1  + \(aßi— a,ß)~  (Aa,  — $,«*)!  X-baal—ala  = 0. 
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Wendet  man  nun  auf  diese  Gleichung  die  obige  Auflosungsmethode 
an,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Winkel  9 und  9,  die  Formeln 


cot  (y  + 9,)  = — 
cos  (9  — 91)  = — 


(iß,  — b,ß)  — (an,  — a,«t) 
(aß,  — a.W-f-fio,  — A,a)’ 
(iß,  —b, /?)-+-  (aa,  —a,a) 
(aß,  — a,ß)  -+-  (tm,  — t,a ) 


sin  (9  + 9,), 


mittelst  welcher  sieh  also  die  Winkel  9 und  9,,  und  folglich  auch 
die  beiden  Wurzeln  lang  9 und  tang  9,  unmittelbar  aus  den  acht 
gegebenen  Cnefficienten  a,  6,  a,  ß und  a,,  b„  a,,  ß,  berechnen 
lassen.  Die  Berechnung  der  Grössen 

aa,  —a,a,  iß,  —i,ß,  aß,  —a,ß,  ba,  — b,a 


könnte  man  sich  noch  durch  die  Kinfiihrung  von  Riilfswinkeln  er- 
leichtern, wobei  wir  aber  hier  nicht  länger  verweilen,  da  sich  die 
zweck  massigste  Methode  einem  Jeden  leicht  von  selbst  darbie- 
ten  wird.  - 


IV. 

Ampfere’s  Auflösung  der  Gleichungen  des 
vierten  Grades. 

Nach  Correspondance  inatbeinatique  et  physique  publiee  par  A.  Quetelet. 
T.  IX.  p*  147  frei  bearbeitet  von 

«lern  Herausgeber. 


Die  gegebene  von  ihrem  zweiten  Gliede  schon  befreite  Gleichung 
des  vierten  Grades  sei 

1.  ar*  + #.r’ + ii  + c = 0, 

und  p,  q , r,  s seien  die  vier  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  bat 
man  bekanntlich  die  vier  folgenden  Gleichungen: 

2.  p + f+r+'  = 0, 

3.  pq-\-pr-\-p*-\-qr-\-qx-\-r*  — a, 

\.  pqr  + pqt  -f-  prt  + qri  = — b, 

5.  pqr*  = c. 

Aus  den  Gleichungen  2.  und  3.  erhält  man  leicht: 

6.  r + * = —(p  + q), 

V P9  + r$=ia  — (p-\-  q)  (r  -+-«)} 
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und  folglich  wenn  man  den  Werth  von  r-f-#  aus  der  Gleichung  6 
in  die  Meicliung  7.  einhibrt:  • e 

8.  pq  -|-  rt  = a -+-  {p  -f-  q)1. 

Ferner  ist  nach  4. 

pq(r-^-n)  -f-  rt(p  + q)  = — it 
und  folglich  wegen  der  Gleichung  6. 
oder  (p-hV){p7-r,)  = 6, 

9.  pq-r.  = -^b 
Nach  8.  und  9.  ist  nun 
(pq+r,y  = \a  + {p+qyy,  (W_r,)ä  = _il_) 

tUrahJt,gliCh’  WeD0  l""D  d'e  *We'te  GleichUB»  VOn  der  crsteD  »“*>- 

4Wr,=3|«  + (^  + ^.J.__^_. 

also  nach  der  Gleichung  5. 

Ac=\«+(p+9r\'-i~^i, 

oder  nuch  gehöriger  Entwickelung 

10.  (p-*-q)'-+-'la(p  + qy  + (a'  — ic)(p  + qy—l)r—Q' 

r,K.Die8C  G!fi^UDgr-ist,  iD  Bc,zu^  anf  0»  + F)*  als  unbekannte 
Grosse  vorn  dritten  Grade , und  (p-f-y)1  lässt  sich  als»  mittelst 
derselben  durch  Auflösung  einer  Gleichung  des  dritten  Grades  be- 
stimmen. Bezeichnen  wir  nun  eine  Wuriel  dieser  Gleichung  des 
dritten  Grades  durch  p,  so  können  wir  (p  4-  qy  — p,  und  folglich 

11.  p + q — ± | /p, 

also  nach  6.  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  ein- 
ander 

setzen.  ' + ' = =F 

Nach  8.,  9.  und  11.  ist  nun 


also 


pq  + n = a + p,  pq—r»  = dr 


Vp' 


2W-«-h/*±  ^r-,  2rr  = o + /*=p 
de"n  Gleic^ngen^^  U es tim tnun&  P und  q die  bei- 

13.  p-hq  = zhl/p,  2 pq  = a-hp  + ^ß-, 
und  zur  Bestimmung  von  r und  * die  beiden  Gleichungen 

14.  r -f-  s = l/,U|  2r*  = a + /u 

Aus  den  beiden  Gleichungen  13.  ergiebt  sich  leicht 

P + 7 — d=l/p,  (p  — qy  ~ — ß — 2(»±  -4-), 

und  folglich  entweder  */|U 

Tk.it  1.  2 
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/'-w/= vp,  v— >/=±v—p  — 2(«+ 

oder 

^ -+-y=  — 9=^y— /*  — *(«—  p^)? 

also  entweder 

%p  = \/p±\/—  ft  — 2(o+  p^),  2<r— ft— 2(o+p^) 

oder 

2 ft  =- l/ft  ± \/  — ft-2(o—  p^),  2r/=— p^qF^-ft— 2(o— p^). 
Aus  dcu  Gleichungen  14.  ergirbt  sich  ganz  ebenso  respective 

2r=  — l/ft  — \/ — f* — 2(«  2*— — I ^-fV  — M-2(  o-  p^) 

oder 

2r=V/|U±\/-lu-2(«-»-  p^),  2i=V/^=j=|/— ft—  2(o+p^). 

Also  sind  die  doppelten  Wurzeln  unserer  Gleichung  des  vierten 
Grades  entweder  

2 p = i/>  ± V~  t*  ~ 2 (°  + p^)* 

Z<?  = \/h=fV—  (*  — 2("+  p^)> 

2r  = — l/ft  ± |/—  ft  — 2 (o  — p^), 

2*  = — 1/>  =F  |/—  ft  — 2 (o  — p^); 
oder  

2;<  = — 1/jU  ± |/~  ft  — 2 (o  — p^r), 

2y=  — M — 2(ö—  p^), 

2r  = l/ft ± V~-P~  2 (o -+-  p^)» 

2j  = l/ft  =p  \/—  ft  — 2 (o  + p^). 

Ra  nun  aber  das  zweite  System  von  dem  ersten  offenbar  nicht 
verschieden  ist,  so  sind  die  doppellen  Wurzeln  . 

2 p = l/ft±  ft — 2(o-b-  p^), 

2g  = l/ft  ]/—  i“  — 2 (o  -h  p^), 

2r  = — l/ft  ± |/ — ft  — 2(o—  p^,), 

2*  = — l/ft  =F  K — ft  2 (o  p^)- 

Aber  auch  die  obern  und  untern  Vorzeichen  in  diesen  Formeln 
liefern  nicht  zwei  verschiedene  Systeme  von  Wurzeln,  und  die  dop- 
pelten Wurzeln  unserer  Gleichung  sind  also 
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- V — 1/7*  + ]/—  /*  — 2 (a  ■+■  p- ). 

%=  l/>  -*  |/  — (“  - * ("•+■ 

2r  = — l//*  + |/—  ft  — 2 («— 

2*=  — \/g  — \/  — P — 2 («  - p^). 

Folglich  sind  die  vier  Wurzeln  unserer  gegebenen  Gleichung 
des  vierten  Grades 

v p — \\ Vt*  + V'  — fi  — 'i(a-{-  p^))i 

<7=  — V/— « — -(«+  p>~)i. 

r = — ill/7*  ~ |/~  i»  — 2 («  — p^H» 

•»  = — IUXa«  -+- — /*  — 2(« — — 

Weil  jede  cubische  Gleichung  bekanntlich  mindestens  eine 
reelle  Wurzel  hat,  so  kann  man  immer  nnnebmen,  dass  ft  eine  reelle 
Grosse  ist. 


V. 


lieber  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  zwiseben 
gegebenen  Griinzen  liegenden  reellen  oder 
imaginären  Wurzeln  der  algebraischen 
Gleichungen. 

Nach  einer  Abhandlung  des  Herrn  Abbe  Moigno  in  dem  Journal  de 
Matbeinatiques  pures  et  appliquees,  public  par  Josenh  Liouville.  Fevrier 
1840.  p.  75.  frei  bearbeitet  toi»  aem 

TI  er  Ausgeber. 


A. 

Einige  vorbereitende  Sätze  von  den  ganzen  rationalen 
algebraischen  Functionen  und  von  den  Gleichungen. 

• ...  ■ •••  §.  1. 

Erklärung.  Wenn  man  jedes  Glied  einer  ganzen  rationa- 
len algebraischen  Function  der  veränderlichen  Grösse  x mit  dem 

2- 
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Exponenten  der  in  demselben  enthaltenen  Potenz  von  x multiplicirt, 
und  diesen  Exponenten  der  Potenz  von  x selbst  um  eine  Einheit 
vermindert;  so  heisst  die  auf  diese  Weise  aus  der  gegebenen  Func- 
tion erhaltene  oder  abgeleitete  Function  die  erste  derivirte 
Function  der  gegebenen  Function,  und  soll,  wenn  f(x)  das  Sym- 
bol der  gegebenen  Function  ist , durch  f'(x)  bezeichnet  werden. 

Für 

f(x)  = e „ a ,x  + a^x2  -+-  a,x’  + ....  + aH  x” 

ist  also,  wenn  man  sich,  wie  dies  in  allen  Fällen  erforderlich  ist, 
das  erste  constnnte  Glied  a„  unter  der  Form  aax°  dargestellt  denkt, 
die  erste  derivirte  Function  ' 

f'(x)  — a,  -i-2a,x-t-3a,x-  + 4a,x*  -+-... 

und  diese  erste  d.erivirtc  Function  ist  also  immer  eine  ganze  ratio- 
nale  algebraische  Function  von  einem  um  eine  Einheit  niedrigeren 
Grade  als  die  gegebene  ganze  rationale  algebraische  Function. 

Die  erste  derivirte  Function  von  /’(.r).  ganz  auf  dieselbe  Weise 
genommen  wie  vorher , heisst  die  zweite  derivirte  Function 
der  gegebenen  Function  /(.*•)  und  wird  durch  /"(.r)  bezeichnet. 
Die  erste  derivirte  Function  von /"(.r)  heisst  die  dritte  derivirte 
Function  von  f(x)  und  wird  durch  f"(x)  bezeichnet.  Die  erste 
derivirte  Function  von  f"’(x)  heisst  die  vierte  derivirte  Func- 
tion von  f(x)  und  wird  durch  f""(x)  bezeichnet.  Ueberhaupt 
heisst  die  erste  derivirte  Function  der  (/—  l)stcu  derivirten  Function 
von  f(x ) die  ytte  derivirte  Fuactiou  von  f(x)  und  wird  durch 
bezeichnet. 


§•  2- 


Lehrsatz. 
braische  Funct 
■ tante  Grösse 
jederzeit 


Wenn  f(x)  eine  ganze  rationale  alge- 
ion,  und,  indem  V eine  beliebige  con- 
bezeichnet,  F (x)  = C/(x)  ist;  so  ist 

F’(x)  = Cf(x). 


Beweis.  Es  sei 

f(x)  = ar,  -f-  axx-\-a%x2  -f-  a,x'  -F- ....  -+-  a*x". 


und  folglich  nach  der  Voraussetzung 

F(x)  — a0C-{-  a,  Cx  ■+■  a7Cx2  + a,Cx * -4-  ...  + anCx*\ 


so  ist  nach  §.  1. 

f\x)  = «,+  '2a,x  -+-3a,x2  + ...•+■  uanx*~', 
F'(x)  = Cx  -+-  3a,  Cx7  -+-...  -F-  »s,Cz*->, 

also 

F'(x)  = C(a,  -+-2a,x-i~3a,x2  -F-...4-»rr^-‘), 
und  folglich  offenbar 

8 F'(x)  = Cf'(x), 

wie  bewiesen  werden  sollte. 


*•  3. 

Lehrsatz.  Wenn  f(x)  und  <p(x ) ganze  rationale  al- 
gebraische Functionen  sind,  und 

F(x)  =f(x)+y(x) 
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ist;  su  ist  jederzeit 

/”(a-)  =f(x)  -+-  <f'(x). 

Beweis.  Es  sei 

/(ar)  = »o  + + «i*1  -+-  ...4- »«•*", 

y( x)  ==  a„  -f-  a , x -4-  a,x*  -+•  u,x‘  -+- . . . -f-  o*^*, 

wobei  wir  SDnehnieD  wollen,  dass  »>x  sei;  so  ist  nach  §.  1. 

/'(x)  = s,  -+-  2«, je  -+-  3 -+■ wa*.r"— *, 

jp'(jr)  = a,  -|-2 a,o.- 4-  Sa,^1  4-... H-xa^ir*— >, 
und  folglich 

/V)  y'G'f ) 

-Mx-t-1)  ax+i-x*  + (* +2)  «*+2-rJ,+1 4- ...  4- 

Weil  nun 

/’(jt)  =/(•*)  + y(^) 

= «o  4- «o  4-  («i  4-  «,)•*■  4- («i  4-«»)^*  4-.*. 4- (*x  + «x)  <** 

-4-  4-  ox+i^r*+*  -f- ...-+-  On-T" 

ist;  bo  erhellet  die  Richtigkeit  des  Satzes  unmittelbar  mittelst  $-  1. 

* 4. 

Erster  Zutat*.  Wenn  f(x),  y(x),  tfi{x) , *(^)i  u.  s.  w. 
ganze  rationule  algebraische  Functionen  sind  und 

F(x)  =f(x)  4-  y (ar)  4-  v»(^r)  4-  *(•*•)  4-  •••• 
ist;  so  ist  jederzeit 

F'(x)  =/'(•*)  4-  <f  \x)  4-  yj '(x)  4-  X '(*)  4-  • . • • 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  überzeugt  man  sich  sehr 
leicht  durch  eine  successive  Anwendung  des  vorigen  Lehrsatzes. 

§•  5. 

Zweiter  'Zutat*.  Wenn  f(x)  und  tp(x)  ganze  ratio- 
nale algebraische  Functionen  sind  und 

*V)  =/0)  — 9{*) 

ist;  so  ist  jederzeit 

F'(x)  —f(x)  — tf/(x). 

Nach  der  Voraussetzung  und  nach  $.  3.  ist 

f(x)  = F(x)  -f-  <f  (jc),  f(x)  — F\x)  -+-  <p'(x), 

also 

F(x)  =f(x)  — y'(^). 

wie  behauptet  wurde. 

§•  6- 

Lehrtat*.  Wenn  f(x)  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Function,  und,  indem  /i  eine  positive  ganze 
Zahl  bezeichnet,  F{x)  = xt*  f(x)  ist;  so  ist  jederzeit 

F’(x)  = f\x)  4-  ItxV-lf(x). 

Beweis.  Es  sei 


Digitized  by  Google 


22 

/ (j?)  = «„  H-fl’,  x + a,  x*  -f-  a,  a-‘  + ..,4-«„  a*, 
so  ist  nach  der  Voraussetzung 

F(x)  = a„  xu-\ jc.u+1  + «,  a:/1-«  + . . . -f-  a„  xH+’‘, 
und  folglich  nach  §.  1. 

F'(x)  — fxa0  xf—1  — (/*  — 1 )«,  xP  ■+-(/»-+•  2)«,  xP+l  -4- . . . 

. ' v -4-  (p  -4-  «)««  js“-*-*-1 

= xP(a,  -+-  2 a,  ,t  -f-  3«,  .z-1  -f-  . . . -f-  nax  •T"-1) 

+ HxP-^(a„^-a,  x + n,  x'+a,  x*  -4-  . . . -4-  a„xn), 
woraus  der  zu  beweisende  Satz  unmittelbar  erhellet. 

§•  "• 

Lehrsatz.  \V c n n f(x)  und  ff  (.z')  ganze  rationale  .alge- 
braische Functionen  sind,  und 

F (.r)  =f(x)  (f>  (x) 
ist;  so  ist  jederzeit 

F'  (ar)  =f(x)  ff'  (.r)  (.*•)  J'  (x). 

Beweis.  Hs  sei 

/(x)  = n0  -+-  a,x  ■+■  atx*  -+-  a,x’  + . . . -f-  aMxn, 
und  folglich  nuch  der  Voraussetzung 

/"(^•)  ==  a„  ff(x)  + a,x<f{x)  ■+■  n,  x7tf(x)  -f-  ...  ■+- aM  x*y(x)-, 
so  ist  nach  §.  4.,  §.  2.  und  $.  6. 

F'(x)  = aa  <f'(x)  -f-  n,  \x<p'(x)-+-'\fp(x)\ 

+ "2  j.r>'(.z-)-f-2.ry,(.r)j 

+ a, 

u.  s.  w. 

+ an  1 x"(f'(x)  -4-  Hx”~ltf(x)\ 

— (®o  + «1  tc-\- -at  x*-+-a,  x‘  H-..  . -4*  »n  xn)  <p'(x) 
-t-2nr,  x 3a,  je’  -4- . . . -4-  tta„  x”—>)  <p[x), 
woraus  mittelst  §.  1.  der  zu  beweisende  Satz  unmittelbar  erhellet. 

§ 8. 

Erster  Zusatz.  Wonn/^i)  und  <p(x)  ganze  rationale 
algebraische  Functionen  sind,  und 

F(x)=f(x)  <p(x) 
ist;  so  ist  jederzeit 

F(x) f(x)  t'(x) 

FA  /(*)  Tix)' 

Dieser  Satz  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  §.  7.,  wenn  muu  auf 
beiden  Sciteu  der  dort  bewiesenen  Gleichung  durch  F(x)  — 
f{x)  <f(xj  dividirt. 

§■  9. 

Zweiter  Zusatz.  Wenn  f{x),  <f(x),  tf>(x),  /(x),  . . . guuze 
rationale  algebraische  Functionen  sind,  und 
F(x)  =/(x)  <f>(x)  tp{x)  x(x)  . . . 4 . 
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ist;  so  ist  jederzeit 

^(x) f(x)  , <r'W  t»'(x)  jr'fx) 

■FC*1)  /(x)  ■*"  y(x)  <pU)  x (■*■■)  *** 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Salzes  überzeugt  ninn  sich  leicht  durch 
eine  successive  Anwendung  des  uumittelhar  vorhergehenden  Salzes. 

§.  10. 

Lchrnatx.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  n eine  po- 
sitive ganze  Zahl  bezeichnet,  sei  <pn(x)  = (.r  -f-  a)n ; so 
ist  jederzeit 

<p'*{x)  = n(x  o)"-*. 

Beweis.  Weil 

{x  -F- «)"  = (x  -f-  a)  (x  -f- «)"— i, 
d.  i.  in  der  eiugefübrtrn  Bezeichnung  i 

<p,,(x)  = (x  + a)  y_,  (x),  „ 

und  nach  §.  1.  die  erste  derivirtc  Function  von  x-\-a  der  Einheit 
gleich  ist;  so  ist  nach  §.  7. 

<f'm(x)  = (x  a)  rp'H-i{x)  -+-  y«_i(x) 

oder 

SP  «(•*■)  — (-r  + «)  \<f'n-i(x)  -+-  <pm-t(x)\. 

Durch  successive  Anwendung  dieser  Relation  erhält  mau 

Sp',(xj  = l =1  {x  + a)°, 

9>'» (x)  = (x-\-a)  lsp'i(-*)  + SPo(-*-)i  =2 (x  + a)1, 

SP'.0)=  (x-i-a)  tsp',(^)-+-sp,(x:)|  = 3(.r-|-«),> 

SP'4(x)  = (x  + a)  i9)',(x)-H5|),(x-)|  = dfx -t- «)*> 

<f\(x)  — (x  + a)  \<p'Ax)  + <f,(x)\  — 5(x -ha)*, 
u.  s.  w. 

Also  ist  offenbar  für  jedes  positive  ganze  h 

= n(x  -+- 

wie  bewiesen  werden  sollte! 

f H. 

Lehrtatx,  Wenn  f{x)  eine,  ganze  rationale  algebrai- 
scbeFunctionvon  xist,  und  also  f{x-i -«)  die  ganze  ratio- 
nule algebraische  Function  von  x bezeichnet,  welche 
man  aus  f(x)  erhält,  wenn  man  x « für  x setzt;  so 
wird  die  erste  derivirte  Function  von  f(x-t-a)  in  Bezug 
auf  x als  veränderliche.  Grösse  erhallen,  wenn  man  in 
der  ersten  derivirten  Function  f\x)  von  f(x)  für  x die 
Grösse  x a setzt. 

Beweis.  Es  sei 

f(x)  = aa  -t-  o,  x-t-a,  x1  -t-a,  x‘  -+-  . . . -f-  a*  x*, 
und  folglich 

f'(x)  = «r,  -F-  2 a,  x -+-  3 a,  x*  -f-  . . . ■+-  na,  x*-1. 

Setzen  wir  nun  f(x-+-  a)  — y>(x),  so  ist 
tp(x)  = aa  + *l  (x-t-a)-t-a,  (x  ■+- a)*  + er,  (x  + o)*  ■+•  . . 
+ an  (x+a)". 
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und  folglich  nach  §.  4.,  §.  2.  und  §.  10. 

(p'(x)  = a,  -+-  2«,  (x+a)-4-3a,  (.r-f-a)1  + ...+nan  (^+a)"-l. 

Weil  nun  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
offenbar  aus  dem  obigen  f(x)  erhalten  wird,  wenn  man  x -f-  a 
für  x setzt,  so  erhellet  die  Richtigkeit  des  zu  beweisenden  Satzes. 

Anmerkung.  Vermöge  dieses  Satzes  ist  man  berechtigt,  die 
erste  derivirte  Function  von  /\x-+ -«)  iu  Bezug  auf  x als  verän- 
derliche Grösse  durch  f(x  -+■  a)  zu  bezeichnen. 


§.  12. 

Wenn 

f\x)  — a0  -f-o,  x + a,  x*  -f-a,  xx  + . . .-+-a„x^  • 

ist,  so  ist  nach  §.  1. 

f\x)  = 1.0,+  2a,  x 3«,  x*  -+-  4«,  xl  -+- . . . -f-  nanx”— ', 
/”(x)  = 1 . 2«, -f-2 .3«,  x+Z  . 4a,  x*+  . . . -f-(» — 1 )nanx"-*, 
/”'{x)  = 1.2. 3a,  -F-2 . 3.4a,  x-+- ...  -F-(/» — 2)  (n  — 1 )nanx“~3, 
f"\x)  = \ .2.3. 4a, -4-, — 3)  («  — 2)  (*—  1)  aanx~-*, 

u.  s.  w. 


/(«— D(^r)  = 1 . 2 . 3 . . . (»  — 1)  a„ — t -+-  2 . 3 . 4 . . . na„x. 


fi")(x)  = 1 . 2 . 3 . 4 . . . ««„, 

woraus  sieb  zugleich  der  Satz  ergiebt,  dass  die  nte  derivirte 
Function  einer  jedeo  ganzen  rationalen  algebraischen 
Function  des  »ten  G ra  des  eine  co  ns  tan  te  G rosse  ist,  und 
alle  folgenden  derivirten  Function  daher  verschwinden, 
weil  die  derivirten  F'unctionen  einer  jeden  constanten 
Grösse  C,  die  man  immer  unter  der  Form  Cx°  darstellen 
kann,  natürlich  sämmtlich  verschwinden. 

Setzt  man  nun  aber  in  den  sämmtiieben  obigen  Gleichungen 
■r  = 0;  so  erhält  man  > 

/(O)  = a„, 

/'(O)  =la„ 

/"(O)  =1.2*,, 


und  folglich 


/"'(0)=l.2.3o„ 

u.  s.  w. 

/*— O(0)  = 1.2.3...(»-l)  a»— i, 
f M (0)  =1.2.3.4...»a„, 


rm 


./'( 0) 


ft0  — a , — I i ff*  ■—  j 2’ 

Also  ist 


./"( 0) 


— 1.2.3’  •••«»  — 1..J,* 


, I.  A*i=m  e+S''+-+S-. 


welches  ein  sehr  merkwürdiger  Ausdruck  einer  jeden  ganzen  ratio- 
nalen algebraischen  Fuuctiou  des  »ten  Grades  ist. 
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Setzt  man  /■(x4-*)  = «p{«))  10  1,1  nach  dem  80  eben  bewie- 
senen Satze,  weil  y(» ) offenbar  eine  ganze  rationale  algebraische 
Function  des  «sten  Grades  von  t ist, 


yu+,=r(,)+ffl,'+ai.+S 


*■•4-. 


1 . ..n 


Durch  successive  Anwendung  des  in  $.  11.  bewiesenen  Satzes  er- 
hält man 

SK«)  =>A*  + *)t 

SP'(')  =/’(•*•  4-  •')> 

»"(•')  =/'(•*?  4-  «), 
u.  s.  w. 


y(")(<)  =/W(x  4- «); 

und  folglich 

9>(0)  =f\x),  ?'(<>)  =f(x),  y''(0)=/”(x),  . . . <jp(»)(ü)  =/W(x). 
Also  ist  nach  dem  Obigen 


II.  A*+i)  =/(*B 


1**4-. -.4 


welches  ebenfalls  eine  sehr  merkwürdige,  und  an  Folgerungen  sehr 
fruchtbare  Formel  ist. 

$.  13. 

Cm  eine  Anwendung  der  Formel  II.  in  dem  vorigen  Paragra- 
phen zu  zeigen , sei  f(x)  = x",  wo  n eine  positive  ganze  Zahl 
sein  soll,  und  folglich 

Ax  4-  *)  = ( x 4-  «)*. 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  und  nach  §.  1. 

/(•*)  = x", 
f(.v)  = *x”— *, 
f'(x)  =«(/•  — 1)  x"-*, 
f"(x)  = «(»  — 1)  (iS  — 2)  x"-3, 
u.  s.  w. 


fW(x)  = n(n  — 1)  (<s-2)  (»-3). ..2.1 
ist;  so  ist  nach  §.  12.  II. 


(x4-«)*=  x*4— j-x“-1  »4 


«(*»—  1) 

1 .2 


x*-J»*4 


»(»—  !)(»— 2) 
1.2.J 


x"~ •i‘4-. 


*(n—  1)  ...2 
1. ..(»-!) 


xi*- 1 


wt<s-‘)...l 
^ 1...«  ‘ 


welche  Gleichung  der  analytische  Ausdruck  des  Binomischen 
Lehrsatzes  für  positive  ganze  Exponenten  ist. 


§.  14. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  f\x ) und  g>(x)  ganze  rationale 
algebraische  Functionen  sind,  wollen  wir  nun  noch  das  allgemeine 
Gesetz  der  hohem  deririrten  Functionen  der  ganzen  rationalen  al- 
gebraischen Function 
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entwickeln. 

Wendet  man  nnf  diese  Function  die  aus  dem  Obigen  bekannten 
Regeln  zur  Entwickelung  der  derivirten  Functionen  an,  so  erhält 
man  noch  und  noch: 


F'(x)z=f(jc)  y'(.r)  -t-y'(.r)  y(a-), 

(ar)  =/(.v)  f"(&)  +f{ar)  <p  ’(^) 

■+-/■(•*■)  <P‘(*) 

=/(-r)  5p"(jr)  -4-  2y*(jr)  y'(a-)  y(.r), 

/'"(.z-)=/(.zr)f/'(jr)  -+-  2 /•(.*)  y"(jr)  -4-/"(;r)  y(.r) 

+ /'(  ^)  + Zf  'i-c)  SP'C*)  -+-/"(^)¥>W 

=/(.r)</"(.r)  -4-  3/'(.r)y"(  jr) -f- S/"(at)  9(0?)  -4- /"'(•*)»>(-*)> 
u.  s.  w. 

lieberlegt  mau  nun,  dass 
j:  -+-  i = X -4-  i, 

(.*■  — I—  »)*  = «r1  -4*  x » 1 ’ 

-4—  * —4—  »* 

= x*  -4-  2 jr « -4- 
(sr-4-  i)*  = jr*  -4-  2.r*f  -4-  -ri’ 


-t-i’i  + 2iri,+»’ 

= .r*  -4-  3jt*/  -4-  3 jei*  -4-  f\ 

U.  8.  W. 

ist;  so  wird  mun  sieb  sogleich  überzeugen,  dass  die  numerischen 
Cocflicicnten  der  einzelnen  Glieder  der  Entwickelungen  der  deri- 
virten  Functionen  der  Function  F(&)  nach  und  nach  ganz  eben  sn 
entstellen,  wie  die  numerischen  Coeflicienteu  der  einzelnen  Glieder 
der  Entwickelungen  der  Potenzen  von  ;v  + i.  Daher  sind  die  nu- 
merischen Coeflicienteu  der  einzelnen  Glieder  der  Entwickelung  von 
einerlei  mit  den  numerischen  Cueflicienteo  der  einzelnen 
Glieder  der  Entwickelung  von  (,r-4->)*,  und  es  ist  also  uack  dem 
Obigen  und  nach  §.  13.  nHenbur 

/W(.r)  =/( x) <pW( j;)-4-  y<*-0(ir) 


+Trlr(x)f-»w 

u.  s.  w. 


*(*—  l)(x-2)...2. 1 

1....X 


f^K*)  v(x)- 


15. 


Wenn  man  in  der  aus  §.  12  bekannten  Gleichung 

A«+i)=Ax)+mi+fi%  <•+ ...  * 
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für  x und  i reipective  a und  x — a setzt;  so  wird  dieselbe 

Ax)  =/(«)  4-  *-=rA«) + + ' 

Ist  nun  unter  der  Voraussetzung,  dass  ist, 

f(a)  = 0,  f\.)  = 0,  /"(«)  = 0, . . ./T— «(•)  = 0; 

an  ist 

/W-! 

und  folglich  die  Functiun  /(.r|  offenbar  durch  (.r-r-<z)“  ohne  Rest 
theilbar. 

Wenn  umgekehrt  die  ganze  rationale  algebraische  Function 
des  «ten  Grades  /(x)  durch  (.r — a)m  ohne  Rest  theilbar  ist;  so  ist 
Ax)  = (x— «)"  rp(x) , 

wo  <p(x)  eine  ganze  rationale  algebraische  Functiou  von  x be- 
zeichnet; und  nuch  §.  14.,  §.  2/  und  §.  10  ist  folglich,  wenn  nur 
* nicht  grösser  als  m ist, 

A*>(x)  — (x — «)“  5>(*)(jr) 

+ Y . m(x — a)m~ 1 y(x— D(jr) 

. «(«-») 


1.2 


- . m(m — l^.z- — o)"— 2 <f*~*{x) 


x(x  ^ I K*.  -)  — 1 )(», — 2)(a> — «)*— 3 y(*— 3)(^r) 


x(x— l)(x-2)..2.I 

1....X 


. ...(m-x-\-l)(x-a)m—x(f(x). 


Hieraus  sieht  man,  dass  die  Entwickelungen  der  derivirtcu 
Functionen  * 

f(x),/'\x),/"'(x), . . . ./<*~ti(x) 

in  allen  ihren  Gliedern  die  Grösse  x — a als  Factor  enthalten,  wor- 
aus sich  unmittelbar  ergieht,  dass  diese  derivirten  Functionen,  so 
wie  die  Fuuetion  A^)  selbst,  für  x=za  sämiutlich  verschwiudeu, 
oder  dass 

/(„)  = 0,  f(a)  = 0,  f’(a)  = 0.  .. ./<—»(«)  = 0 

ist. 

Aus  dem  Bisherigen  ergiebt  sich  also  der  folgende  Satz: 
Wenn,  unter  der  Voraussetzung,  dass  »»<»  ist, 

/(«)  = 0.  f{a)  = 0,  /"(«)  = 0,  . . . /«»-*)(«)  = 0 

ist;  so  ist  die  Function  AA  jederzeit  durch  ( x-a)m  ohne 
Rest  theilbar,  und  umgekehrt. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  ferner  unmittelbar,  dass,  wenn 
Ax)  durch  keine  höhere  Potenz  von  x — a als  (x~- a)m 
theilbar  ist,  nur 


*)  Weil,  wenn  an  der  Coefficient  des  höchsten  Gliedes  der  ganzen  ratio- 
nalen algebraischen  Function  f(x)  des  »ten  Grades  ist,  welcher  also 
nicht  verschwindet,  bekanntlich  /(")(x)  = 1 .2.3 . ..ca»,  und  folglich 
auch  /(»)(<*)  = 1.2.3... na„  ist;  so  ist  nie /W(o)  e=  0. 
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A°)  = 0,  y(«)  =;  0,  />)  = «,  ...  /f— «(•)  = 0, 

nicht  a u c h /t“)(a)  = 0 ist. 

§.  16. 

Lehrtat %.  Wenn  die  veränderliche  Grösse  .z-,  von 
welcher  die  ganze  rationale  algebraische  Function  des 
sleo  Grades  A &)  mit  lauter  reellen  Coefficienten  ab- 
hängt,  sieb  von  a bis  0 stetig  verändert;  so  verändert 
sieb  die  Function  A^)  »o»/(o)  bisy(Ä)  stetig. 

Beweis.  Dass  jede  ganze  rationale  algebraische  Function  für 
jeden  endlichen  völlig  bestimmten  reellen  Werth  ihrer  veränderlichen 
Grösse  einen  endlichen  völlig  bestimmten  reellen  Werth  erhält,  ist 
fiir  sich  klar. 

Nach  der  Formel  $.  12.  II.  ist  allgemein 


und 


1 ^1.2  ^ 1.2.J 


^ I...» 


ist  folglich  die  Veränderung,  welche  A •r)  erleidet,  wenn  je  sich 
um  i ändert.  Bezeichnen  wir  nun  den  absoluten  Werth  derjenigen 
unter  den  Grössen 

r(x)  ror)  ru)  a-ka 

1 ’ 1.2’  1.2.2’“*  !...»’ 

welche  den  grössten  absoluten  Werth  haben '),  durch  V,  und  den 
absoluten  Werth  von  i durch  i,;  so  ist  der  absolute  Werth  von 

/(-Hx) 

nicht  grösser  als 

F(i,  -M,"), 

d.  i.  nicht  grösser  als 

Fi,  (1+*,  ’ -+-...  — I—  öi**  ')  = F ' ! ■'  \ 

Nehmen  wir  nun,  was  offenbar  verstauet  ist,  i,  kleiner  als  die 
Einheit;  so  ist 

v «.(I — »i")  Fi, 

' 1 — i,  ^ 1— i,  ’ 

und  folglich  der  absolute  Werth  von 

+i.2.j‘  + ■ 

kleiner  als  , . 


Bezeichnet  jetzt  fi  eine  beliebige  positive  Grösse,  so  ist  die 
Bedingung 

Fi,  . 


•)  Mehrere  dieser  Grössen  können  gleiche  Werthe,  also  auch  mehrere  den 
grössten  absoluten  Werth  haben. 
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jederzeit  erfüllt,  wenn  die  Bedingung 

Fi, 

erfüllt  ist,  und  diese  Bedingung  ist  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  Be- 
dingung 

0+n*\  o oder  *.  <jr+:v 

erfüllt  ist.  Nimmt  man  also  * 

*'■  <i^T' 

nnd  folglich,  wie  es  nach  dem  Obigen  erforderlich  ist,  auch  »',<1; 
so  ist 

Ft, 


1-i, 


O. 


und  nach  dem  Obigen  folglich  der  absolute  Werth  von 

m.  i -4 _-0£>  p+C!*) ,.+ . . in 

kleiner  als  p.  Da  man  nun  die  Grösse  p beliebig  klein  annehmen 
kann,  so  sieht  man,  dass  die  Grösse 

J X.3  ^1.2.3  I...»  * 

der  Null  beliebig  unhe  gebracht  werden  kann,  wenn  mau  nur  * nahe 
genug  bei  Null  unnimmt,  und  der  Null  unendlich  nabe  kommende 
Veränderungen  der  veränderlichen  Grösse  c führen  also  offenbar 
der  Null  unendlich  nabe  kommende  Veränderungen  der  Function 
f\x)  herbei. 

Weil  nun  jedem  endlichen  völlig  bestimmten  reellen  W'crthe 
der  veränderlichen  Grösse  x ein  endlicher  völlig  bestimmter  Werth 
der  Kuuction  f(x)  entspricht;  weil  ferner  der  Null  unendlich  nahe 
kommenden  Veränderungen  der  veränderlichen  Grösse  x der  Null  un- 
endlich nahe  kommende  Veränderungen  der  Function  f(x)  entspre- 
chen; weil  endlich  f\a)  und  f(l>)  die  Werthe  sind,  welche  die  Func- 
tion f\x)  für  x=ut  und  x=zi  erhält;  so  ist  klar,  dass  die  Function 
f\x)  sich  von  f\a ) bis  f(!>)  stetig  verändert,  wenn  die  veränderliche 
Grösse  x sieb  von  a bis  It  stetig  verändert,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

# ' 

f.  17. 


Ertter  Zusatz.  Die  ganze  rationale  algebraische 
Function 

f(x)  = a„-\-alx  -4-  a,xI-ha,x‘-\-...-+-  a„x" 

mit  lauter  reellen  Coeffici e n ten  nähert  sich  der  Grösse 
a,  als  ihrer  Gränze,  wenn  x sich  der  Null  nähert,  und 
kann  dieser  Gränze  beliebig  nabe  gebracht  werden, 
wenn  man  nur  x nahe  genug  bei  Null  annimmt. 

Da  die  ganze  rationale  algebraische  Function  f\x)  for  ar=0 
den  Werth  a„  erhält,  und  sieb  nach  dem  vorigen  Lehrsätze  von  a„ 
an  stetig  verändert,  wenn  man  sich  x von  Null  nn  stetig  verän- 
dern lässt;  so  erhellet  die  Richtigkeit  des  Satzes  mit  völliger 
Deutlichkeit. 


Digitized  by  Google 


so 


$.  18. 

Zweiter  Zvsatx.  Für  x lassen  sicli  immer  der  Null  so 
nabe  kommende  Werthe  angeben,  dass  das  Vorzeichen 
der  ganzen  rationalen  algebraischen  Function 

f(x)  — -+-  a.a-"4-1  o,.r"+2-f- ...  -+-  «„.r"-*-" 

mit  lauter  rcel  I en  Cj>effi  eien  t e n,  wo  a„  nicht  verschwin- 
den soll,  mit  dem  \ orzeicbcu  ihres  ersten  Gliedes  aaxm 
einerlei  ist. 

Es  ist 

f(x)  = x"  (o0+  ai& -+-  "iX*  -+-  »*x'  -4-  ...  -F-  amx”). 
Nähert  sich  nun  x stetig  der  Null,  so  nähert  die  Function 
a0  -+-  a,x  -t-  atx*  -+-  azx'  -4-  ...  -+-  anxH 

sich  nach  dem  vorigen  Zusätze  stetig  der  Grösse  a„  als  ihrer 
Gränze,  und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn 
man  nur  x nah«  genug  hei  Null  uuniinmt,  wird  also  für  der  Null 
sehr  nahe  kommende  Werthe  von  X offenbar  mit  «„  gleiches  Vor- 
zeichen haben,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  Function 

f(x)  = xm  (a „ -4-  a,x  -+-  atx * -+-  a,x'  -f-  ...  -+-  aHx*) 

für  der  Null  sehr  nahe  kommende  Werthe  von  x mit  a„x"  glei- 
ches Vorzeichen  hat,  wie  behauptet  wurde. 


§.  19. 

Dritter  Zveat».  Für  x lassen  sich  immer,  absolut  ge- 
nommen, so  grosse  Werthe  angeben,  dass  das  Vorzei- 
chen der  ganzen  rationalen  algebraischen  Function 

fix)  — aBx"  -+-  azxn~l  -4-  otx”~ 2 -+-  ...  -1-  x -4-  aH 

mit  lauter  reellen  Coefficienten  mit  dem  Vorzeichen 
ihres  höchsten  Gliedes  <r0.ar"  einerlei  ist. 

Es  ist 


f(x)  = (<z0  - +-  “ + 


■ _ 


oder,  wenn  der  Kürze  wegen  — = ? gesetzt  wird, 

f(x)  = (o0  +*,5  + «j?’  + ...  + «»— i?"~‘  -+-  x*. 

Für  der  Null  unendlich  nahe  kommende  Werthe  von  ? hat  oacb 
dem  vorigen  Zusätze  die  Grösse 

a0  -|-  «,?-t-  «»?’  + ...  + «■— i?"-1  -I-  «»?" 
mit  <r0,  also  die  Grösse 

f[x)  — (a„  «i?1  -4- ...  -4-  «„_!?"—*  -4-  «„?") xm 

mit  a0x"  gleiches  Vorzeichen,  woraus  die  Richtigkeit  des  zu  be- 
weisenden Matzes  unmittelbar  erhellet,  weil  der  Null  unendlich  nahe 
kommenden  W'ertben  von  $ offenbar,  ohne  Rücksicht  auf  die  Vor- 
zeichen, unendlich  grosse  Werthe  von  x = ~J  entsprechen. 
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§.  20. 

Es  sei  je(2t 

f{x)  2=  A (x— «)'"  (x — (x—c)v  (x — rf)r...., 

wo  ^ eine  beliebige  constante  Grosse  bezeichnet,  und  die  Grössen 
a,  //.  c,  r/,  ....  sammtlicb  unter  einunder  ungleich  sein  sollen. 

Durch  Entwickelung  der  ersten  derivirten  Function  dieser 
Function  findet  man  leicht 


fix) 


fix)' 


x — h ’ 


r 

x—d 


_ m lx-b)[x-c)lx-d) . . .-±-p{x-a)lx-c)lx-d\ (- y (x-w)(x-df fx-rf) | 

(x-o)  (x-i)  (x-c)  (x-rf)  — 

oder,  wenn  man  Zahler  und  Nenner  des  Bruchs  auf  der  rechten 
Seite  des  Gleichheitszeichens  der  Kürze  wegen  respective  durch 
F(x)  und  Ft{x)  bezeichnet, 

fix)_  F(x) 

Ax ) F,ixy 

Sei  nun  tfi(x)  der  grösste  gemeinschaftliche  (algebraische) 
Divisor  von  f{x)  und  f(x)-,  so  sind,  wenn  wir 


fix)  . . fix)  , . 

— - = y(x),  — T = y,(x) 


setzen,  g>(x)  und  tf>,(x)  zwei  ganze  rationale  algebraische  Functio- 
nen von  x,  die  tiir  keinen  Werth  von  x zugleich  verschwinden, 
weil,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  offenbar  i/'fx)  nicht  der  grösste 
gemeinschaftliche  Divisor  von  f(x)  und  f(x)  sein  würde. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich 

fix) Fix)  (fix) 

f(x)  F\(x)  '/,(x)‘ 

Weil  jF1, ( «')  = 0 und  nach  der  Voraussetzung,  wie  sogleich  in  die 
Augen  fallen  wird,  nicht  F(a)  = 0 ist;  so  muss  wegen  der  vor- 
hergehenden GUichung  offenbar  <fi,(a)  = 0 sein,  woraus  sich,  weil 
(f{x)  und  f,(x)  für  keinen  Werth  von  x zugleich  verschwinden, 
ferner  ergiebt,  dass  nicht  <fi(t r)  = 0 ist. 

Weil  y,(«)  = 0 ist,  so  geht  x — a in  g>,(x)  auf,  nnd 

= ».<*> 

’ \ ‘ 

ist  folglich  eine  ganze  rationale  algebraische  Function.  Nach  dem 
Obigen  ist  nun  ._ 

F(x) (fix) 

F,lx)  : (x  — «r)  7,(x)  : (x  — «)' 

d.  i.,  wenn  wir 

(x  — 6)  (x  — c)  (x  — </)....=  JP,(x) 

setzen, 


Fix) 

F,(x)  ■ 


<r,(xY 
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Weil  weder  g>(«)  = 0,  noch  #*,(*)  = 0 ist,  so  ergiebt  sich  aus 
dieser  Gleichung,  dass  auch  f,(a)  nicht  verschwindet. 

Nimmt  man  nun  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ist  klar, 
dass  a eine  Wurzel  der  Gleichung  9>,(.z*)  = 0 ist.  dass  aber  diese 
Gleichung  die  in  Rede  stehende  Wurzel  nur  ein  Mal  enthält,  und 
auf  ganz  ähnliche  Art  überzeugt  man  sich,  dass  auch  jede  der 
Grossen  i,  c,  d.  ....  eine  Wurzel  der  Gleichung  g>,(.r)  = 0 ist, 
duss  aber  diese  Gleichung  jede  der  in  Rede  stehenden  Wurzeln  nur 
ein  Mal  enthält. 

Zeigen  lässt  sich  nun  auch  noch  ohne  Schwierigkeit,  dass  die 
Gleichung  g>,(.r)  = 0 ausser  a,  6,  c,  d,  ... . gar  keine  Wurzel 
weiter  bat.  Wäre  nämlich  g eine  nicht  unter  a,  6,  c,  d,  ...  . 
vorkommende  Wurzel  der  Gleichung  y,(.2:)  = 0,  und  folglich 
gi1(f)  = 0;  so  müsste,  weil  nach  dem  Obigen 


ist,  offenbar  auch 


?.(•*)  = 


fix)  . F,(x) 

f\x) 


9(g)  • Ft(g)  = 0, 


und  folglich  entweder  <p(g)  — 0 oder  f,(g)  = 0 sein.  Beides  ist 
aber  nicht  möglich,  weil  die  Functionen  f(x)  und  9>,(ar)  für  kei- 
nen Werth  von  x zugleich  verschwinden,  und 

F,(g)  = («'—«)  (g—&)  (g~c)  (g  — d) 


offenbar  nicht  verschwindet,  weil  die  Grösse  g unter  den  Grössen 
a,  6,  c,  d,  ... . nicht  vorkommt. 

Man  siebt  also , duss  jede  der  Grössen  a,  6,  c,  d,  ... . eine 
Wurzel  der  Gleichung 

? .(•*■)  = 0 


ist,  dass  aber  diese  Gleichung  jede  der  in  Rede  stehenden  Wurzeln 
nur  ein  Mul  enthält,  und  ausser  denselben  gar  keine  Wurzel  hat. 

Die  Function  9p , (zr-)  ist  der  Quotient,  welchen  man  erhält, 
wenn  man  f(x)  durch  den  grössten  gemeinschaftichen  Divisor  von 
f{x)  und  fix)  dividirt,  und  man  kann  also  nach  dem  Obigen  aus 
jeder  gegebeoen  Gleichung 

f(x)  = 0 


immer  leicht  eine  Gleichung  ableiten,  welche  alle  ungleichen  Wur- 
zeln dieser  Gleichung  nur  ein  Mal,  und  ausser  denselben  gar  keine 
andere  Wurzel  weiter  enthält. 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  gp , (-ar)  = 0 erhält  man  alle  un- 
gleichen Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  = 0,  und  wird  nun  auch  in 
allen  Fällen  durch  mehrmalige  successive  Division  mit  x — a, 
x — i,  x — c,  x — d,  ....  in  die  Function  f(x)  bestimmen  kön- 
nen, wie  oft  die  Gleichung  f(x)  = 0 jede  dieser  Wurzeln  enthält. 

Hiernach  kann  man  hei  der  Auflösung  der  Gleichungen  immer 
von  der  Voraussetzung  ausgeben,  dass  alle  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  unter  einander  ungleich  sind. 
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B. 

Von  dem  Excess  der  gebrochenen  rationalen  algebrai- 
schen Functionen. 


§-  21. 

Erklärung.  Wenn  die  gebrochene  rationale  algebraische 
Function  wo  9fx)  u"d  9t(&)  ganze  rationale  algebraische 

Functionen  sind,  indem  die  veränderliche  Grösse  jc  sich  von  a bis 
0 stetig  verändert,  n Mal  unendlich  wird  uud  dahei  von  dem  Ne- 
gativen zum  Positiven  übergeht,  und  ausserdem  «'  Mal  unendlich 
wird  und  dabei  voq  dem  Positiven  zum  Negativen  übergeht,  so 
heisst  die  Differenz  « — welche  wir  durch  E bezeichnen,  also 
» — n' = E setzen  wollen,  der  Excess  *)  der  gebrochenen  ratio- 
nalen algebraischen  Function  Par  die  Gränzen  a und  b. 

Wenn  n'  = 0 ist,  d.  h.  wenn  zwischen  den  Gränzen  a,  b die 
gebrochene  rationale  algebraische  Function  indem  dieselbe 

unendlich  wird  und  ihr  Zeichen  ändert,  immer  vom  Negativen  zum 
Positiven  übergeht,  so  ist  E—n.  Wenn  » = ü ist,  d.  h.  wenn 
zwischen  den  Gränzen  a,  b die  gebrochene  rationule  algebraische 

Function  ~ indem  dieselbe  unendlich  wird  und  ihr  Zeichen 

r/(»r)  _ .... 

ändert,  immer  vom  Positiven  zum  Negativen  übergeht,  so  ist 
E—  — 

Für  gebrochene  rationale  algebraische  Functionen,  welche 
zwischen  zwei  bestimmten  Gränzen  niemals  unendlich  werden,  ist 
der  diesen  Gränzen  entsprechende  Excess  Null.  Für  eine  ge- 
brochene rationule  algebraische  Function,  welche  niemals  unendlich 
wird,  also  z.  B.  für  jede  gebrochene  rationale  algebraische  Function, 
deren  Zähler  durch  ihren  Nenner  ohne  Best  theilbar.  und  die  also 
eigentlich  eine  ganze  rationule  algebraische  Function  ist,  ver- 
schwindet der  Excess  für  jede  zwei  ganz  beliebige  Gränzen. 

§.  22. 

Lehrtatz.  Für  zwei  absolut  gleiche,  dem  Zeichen 
nach  aber  entgegengesetzte  gebrochene  rationale  algc- 

. . " f i(aO  , f ilr)  • , ..  , . , 

bratsche  runctioncn  uud  — 81  n<*  die,  gleichen 

Gränzen  entsp  rech  enden  Excess e jederzeit  absolut 
gleich,  dem  Zeichen  nach  aber  entgegengesetzt,  oder 
die  Summe  dieser  beiden  Exresse  ist  gleich  Null. 

Beweis.  Wir  wolleu  annrlmten,  dass  zwischen  zwei  gewis- 
sen Gränzen  die  Function  , indem  dieselbe  unendlich  wird. 


*)  Den  Ausdruck  exces  gebraucht  Herr  Moigno  nach  Sturm  und  Liou- 
ville.  Cauchy  nennt  dieselbe  Grösse  indice  integral. 
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n Mal  vom  Negativen  zum  Positiven  und  »'  Mol  vom  Positiven 
zum  Negativen  übergehe;  so  geht  zwischen  denselben  Gränzeu  die 

Function  — ^'7-7,  indem  sie  unendlich  wird,  offenbar  » Mol  vom 

Positiven  zum  Negativen  und  ri  Mal  vom  Negativen  zum  Positiven 
über,  und  noch  §.21.  ist  folglich  n—ri  der  Fxcess  der  ersten,  »' — n 
der  Excess  der  zweiten  Function.  Weil  nuu  »'  — » = — («  — »'), 
oder  (» — »')-!-(»'  — n)  = 0 ist,  so  erhellet  die  Dichtigkeit  des 
zu  beweisenden  •Satzes. 

§•  23. 

Eehrtatx.  Wenn  E und  E die  Excessc  der  beiden  ge- 
brochenen rationalen  algebraischen  Fuuctionen  -7-7 

(x)  ’(“C) 

und  — - — r,  deren  zweite  das  Kccinroke  der  ersten  ist,  für 

7,(x)’  ... 

die  Grauzen  a,  b sind;  so  ist  immer 

E E‘ ■=  U,  oder  E E'  = -f-  1 , oder  £+£'= — 1, 

ti  ..  1 ■ . .,  ..  ,,  Vi(«)  7i(A)  . .. 

ic  nach  dem  die  beiden  t.  ranzwert  he  — r—r.  —.-fr  der  runc- 

tion  gleiche  Vorzeichen  haben,  oder  der  erste  die- 

ser beiden  Gränzwcrtlie  negativ  und  der  zweite  posi- 
tiv, oder  der  erste  dieser  Gränzwcrtlie  positiv  und  der 
zweite  negativ  ist. 

Beweis.  Wir  wollen  annebmrn,  dass  zwischen  den  Gränzen 
a,  b die  Function  indem  sic  unendlich  wird,  n Mal  vom  Ne- 

gativen zum  Positiven  und  «'  Mal  vom  Positiven  zum  Negativen, 

dagegen  die  Function  indem  sie  unendlich  wird,  ».  Mal  vom 

fiW 

Negativen  zum  Positiven  und  Mal  vom  Positiven  zum  Negativen 
übergehe;  so  ist,  wenn  wir  die  den  Gränzeu  «,  b entsprechenden 
Exccsse  unserer  beiden  Functionen  durch  E und  E'  bezeichnen, 

E=n  — n,  E'=n, — 

Beide  Funtionen,  welche  für  gleiche  W'erlhc  von  .r  offenbar  immer 
gleiche  Vorzeichen  haben,  können  ihre  Zeichen  uur  dann  ändern, 
wenn  sie  entweder  unendlich  werden  oder  verschwinden.  Da  nun 
die  erste  Function  offenbar  immer  dann  verschwindet,  wenn  die 
zweite  unendlich  wird,  su  ist  klar,  dass  zwischen  den  Gränzen  o,  b 

die  Function  — indem  sic  verschwindet,  «,  Mul  vom  Negativen 
zum  Positiven  und  Mal  vom  Positiven  zum  Negativen  übergeht. 
Geht  aber  die  Function  zwischen  den  Gränzen  a,  b vom  Ne- 

gativen zum  Positiven  überhaupt  fi  Mal,  vom  Positiven  zum  Ncgati-  „ 
ven  überhaupt  /a'  Mal  über,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
offenbar 

uud  folglich 

— #»'=(*»  — »')-+-  (»1  — **i')i 
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<].  i.  nach  dem  Obigen 

E-\-  E'  = fi  — fi'. 
Haben  nun  die  beiden  Gränzwcrthc 


und 

?(«) 


vAl>) 


der  Function  gleiche  Vorzeichen,  so  geht  dieselbe  zwischen 

den  Gränzen  a,  b offenbar  eben  so  oft  vom  Negativen  zuin  Positi- 
ven wie  vom  Positiven  zum  Negativen  über,  wie  augenblicklich 
aus  der  blossen  Anschauung  einer  Reihe  von  der  Form 


erhellet,  und  es  ist  folglich  fi  ==  fi' , also  nach  dem  Obigen 
E + E'  = 0. 

W enn  der  erste  dpr  beiden  Gränzwcrthc 


?.(«) 

t(a) 


und 


?(*) 


der  Function  uegativ,  der  zweite  positiv  ist,  so  geht  diese 

Function  zwischen  den  Gränzen  a.  b offenbar  ein  .Hai  öfter  vom 
Negativen  zum  Positiven  als  vom  Positiveu  zum  Negativen  über, 
wie  augenblicklich  aus  der  blossen  Anschauung  einer  Reibe  von 
der  Form 

— + 1 F — ~\ h 


erhellet,  uud  es  ist  folglich  = /*'  — |—  1 , also  nach  dem  Obigen 

E+E'  = + I. 

Wenn  endlich  der  erste  der  beiden  Gränzwertbe 


?■(*) 


Vif«)  Vi(*) 

w un,i  w 


der  Function  ^ positiv,  der  zweite  negativ  ist,  so  geht  diese 

F'unction  zwischen  den  Gränzen  <r,  b offenbar  ciu  Mal  öfter  vom 
Positiven  zum  Negativen  als  vom  Negativen  zum  Positiven  über, 
wie  augenblicklich  aus  der  blossen  Anschauung  einer  Reibe  von 
der  Form 


erhellet,  und  es  ist  folglich  u=zfi' — 1,  also  nach  dem  Obigen 
JE+E’  = — 1. 

Hierdurch  ist  nun  unser  Malz  vollständig  bewiesen. 

§.  24. 

Wenn  zwei  Grössen  A,  B gleiche  Vorzeichen  haben,  so  sagt 
man,  dass  ihre  Vorzeichen  eine  Folge  bilden;  wenn  dagegen  zwei 
Grössen  A,  B ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  sagt  man,  dass  ihre 
Vorzeichen  einen  Wechsel  bilden.  Dies  vorausgesetzt,  kann  man 
nun  den  vorhergehenden  wichtigen  Lehrsatz  auch  auf  folgende  Art 
ausdrücken: 

Wenn  E uud  E'  die  Kxccsse  der  beiden  gebrochenen 
rationalen  algebraischen  Functionen  — ‘r~  u n d , d c- 

3* 
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ren  zweite  das  Reciproke  der  ersteu  ist,  für  die  GrSn- 
zen  a,  b sind;  so  ist  immer 

E-\-  E'  — O,  oder  E+E'  = + 1,  oder  E-t-E'  = — 1, 

wenn  respective  die  Vorzeiclien  von  <p( « ) , , ( « ) und 

y(b),  if,(b)  zu  gleich  eine  Folge  oder  zugleich  einen 
Wechsel  bilden;  wenn  die  Vorzeichen  von  g(«),  <Pi(®) 
einen  Wechsel,  dieVorzeiclien  von  <f(b),  <f>  ,(b)  eine  Folge 
bilden;  wenn  die  Vorzeichen  von  ip (<z),  f,(a)  eine  Folge, 
die  Vorzeichen  von  <p(b),  <f,{b)  einen  Wechsel  bilden. 


§.  25. 

Wenn  der  Nenner  </(./)  der  ganzen  rationalen  algebraischen 

Function  ■ ■ ‘ ’■  . von  einem  niedrigern  oder  eben  so  liohcn  Grade  als 

der  Zahler  ist;  so  kann  man  mit  dem  Neuner  in  den  Zahler  di vidi- 
ren,  und  wird,  wenn  man  den  Runticnten  durch  Q,  den  Rest  durch 
</>(.?)  bezeichnet,  eine  Gleichung  von  der  Form 

'/■<•*•) ...  'M£) 

1 »(*)  ^ »W 

wo  nun  der  Rruch  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
eine  echte  gebrochene  rationale  algebraische  Function  ist,  erhalten. 

Die  Functionen  und  '*!'*'}  werden  zugleich  unendlich,  und 

y(x)  V(*j  . . 

für  den  Werthen  von  x,  für  welche  die  heiden  in  Rede  stehen- 
den Functionen  unendlich  werden,  benachbarte  Werthe  von  x ist 

offenbar  der  absolute  Werth  der  Function  grösser  uls  der  ab- 
solute Werth  der  ganzen  rationalen  algebraischen  Function  Q, 
welche  immer  einen  endlichen  Werth  hat,  so  dass  also  für  die  in 

Rede  stehenden  Werthe  von  x die  Functionen  und  oflfen- 

>/(  f)  7(x) 

bar  gleiche  Vorzeichen  haben,  weil  das  Zeichen  der  Grösse 
Q- bloss  durch  -j— ? bestimmt  wird.  Nimmt  man  alles  dieses 
zusammen,  so  erhellet  mit  völligrr  Deutlichkeit,  dass  für  dieselben 
Gränzeo  die  Kxcesse  der  Functionen  und  einander  gleich 

sind,  und  der  Kxcess  der  erstem  Function  also  immer  durch  die 
Berechnung  des  Excesses  der  letztem  gefunden  werden  kann. 

Hierdurch  sind  wir  berechtigt,  im  Folgenden  die 
Regeln  für  die  Berechnung  des  Excesses  der  gebroche- 
nen rationalen  algebraischen  Functionen  zwischen  ge- 
ebenen  Grauzen  auf  echte  gebrochene  rationale  alge- 
raischc  Functionen,  deren  Zähler  von  einem  niedri- 
gem Grade  als  ihre  Nenner  sind,  einzuschränken. 


f 


S.  26 


TiW  , 


Wir  wollen  daher  jetzt  unnehmen,  dass  eine  echte,  folglich 
eine  unechte  gebrochene  rationale  algebraische  Function  sei, 


yfx) 
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und  wollen  wie  oben  die  den  Cränzeu  a,  b entsprechenden  Excesse 
dieser  beiden  Functionen  durch  E und  bezeichnen;  so  ist 


E-f-  E’=t, 

wo  f eine  nach  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  gegebenen 
Regeln  immer  mit  völliger  Sicherheit  bestimmbare  Grosse  ist.  I)i- 
vidiren  wir  nun  mit  in  y(.r)  hinein,  bezeiehnen  den  Quotien- 

ten durch  0 und  den  mit  entgegeugesetzem  Vorzeichen  genomme- 
nen Rest  durch  <?,(&),  so  ist 

y(-r)  __  q '!  2(-c) 

ViU') 


Der  Excess  von  -^4—  fiir  die  Granzeu  a,  b sei  E.i  so  ist  — E. 
tiW  1 

nach  $.  22.  der  Excess  von  — :r,A  für  dieselben  Gränzen. 


Weil  nun 


Vi(-c) 


?(g)  _ a . — 
Vt(-C)  * '!,(*) 


ist;  so  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  E'=z  — Et,  und 
folglich  nach  dem  Obigen 

E — E,  = e 

oder  = wo  E,E,  die  Excesse  von  1,1  sind, 

1 ’ ’ 1 »(-i)  HiW 

und  t eine  nach  den  aus  dem  Obigen  bekannten  Regeln  jederzeit 
mit  völliger  Sicherheit  bestimmbare  Grösse  ist. 


$.  27. 


Nach  Voraussrhickung  dieser  Principien  lassen  sich  nun  die 
Regeln  zur  Bestimmung  des  zwei  gegebenen  Granzeu  a,  b entspre- 
chenden Excesses  der  echten  gebrochenen  rationalen  algebraischen 

Function  ohne  Schwierigkeit  entwickeln. 

Man  dividirc  mit  y,(;r)  in  <p(.r),  und  bezeichne  den  Quotienten 
durch  Q,  den  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  genommenen  Rest 
durch  <p,(a r),  so  ist 

7<z)  _ q _ V,(x) 

• giU)  W fit*)' 

Ferner  dividirc  man  mit  <p,(ar)  in  y,(.z),  und  bezeichne  den 
Quotienten  durch  fl,  , den  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  ge- 
nommenen Rest  durch  <p,(.z),  so  ist 

Vi(-C)  _ 0 _ y»(g) 

Auf  ähnliche  Art  dividire  man  mit  y,(.r)  in  g>,(.r),  und  be- 
zeichne den  Quotienten  durch  fl,,  den  mit  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen genommenen  Rest  durch  y4(.r),  so  ist 


ViM  fJ  _ f M) 

<tM)  ’ 7iU)‘ 

Geht  man  auf  diese  Art  weiter,  so  wird  man  immer  endlich 
auf  einen  verschwindenden  Rest  kommen,  und  jederzeit  eine  Reihe 
Gleichungen  vun  der  Form 
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yW  _ f,_  iM£) 

v,{x)  * i ViW 

Tipr)  n _ ?.(•*•) 

y,(x)  Vl  ?>,(*)’ 

yi(-g) fJ  _ sM£) 

y«(ir)  **  ipjW 

U.  8.  w. 


y_a(.r) y«(j) 

y«-l(a:)  *"_J  yn-iO)’ 


y.-tC-r) 

?«(-0 


ö«-ii 


wo  0,_ i eiae  ganze  rationale  algebraische  Function  von  x ist, 
erhalten. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  den  Gränzen  a,  b entsprechenden 
Excesse  der  Functionen 


y ihr)  y2(x)  y.hr)  yi.hr)  yn-ihr) 

•fix)’  <f  i(x)  ’ <f2(x)  ’ ' • ' yn-t(ar)  ’ y*(-r) 

respective  durch 

Et  Elt  £r  E3t  ...  £»-i, 

so  ist  nach  §.  26.  und  §.  23. 

E — E : -f-t,  E | — E^ f j , ... 

b'n — i — — En  l f« — i ; 


wo  t,  t,,  f,,  ...  f„_|  gewisse  mittelst  der  aus  dem  Vorhergehen- 
den bekannten  Kegeln  mit  völliger  Sicherheit  bestimmbare  Grossen 
sind.  Durch  Addition  der  vorhergehenden  Gleichungen  erhält  man 
aber,  wenn  man  aufhebt  was  sich  aufbeben  lässt,  und  überlegt,  dass 
nach  §.  21.,  weil 


y.-i(j)  

y»(x) 


Qn- 1 


eine  ganze  rationale  algebraische  Function  ist,  EHzzz 0 sein  muss, 
sogleich  die  Gleichung 


E — (+t|+f,+t,  -F-.+tn-ii 

und  sicht  also,  dass  zur  Berechnung  des  ExcesseB  E nur  eine  völ- 
lig sichere  und  möglichst  einfache  Regel  zur  Bestimmung  der 
Grössen  e,  e„  ...  «*_i  erforderlich  ist,  die  wir  nun  zu  ge- 
ben versuchen  wollen. 

Zu  dem  Ende  schreiben  wir  die  Werthe,  welche  die  Functionen 


9>(.r),  y,(-r).  f 2(x),  9>, (.r),  . . . y„(.r) 

für  .xx=xt  und  für  ar=b  erhalten , in  zwei  Zeilen , wie  folgt  unter 
einander: 

(1) ....  9p(«),  </>,(«),  y,(«) y*(«)i 

(2  )....y(Ä),  <p,(b),  <ft(b),  y,(b),  ....  <f„(b). 

Betrachten  wir  nun  zuvörderst  irgend  eine  der  Grössen  e, 

...  c,  t,  die  wir  im  Allgemeinen  durch  tm  bezeichnen  wollen  , so 
ist  uacb  dem  Obigen 

Em Efrt+ 1 “1-  f» , 
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wo  E„  und  Em+ 1 die  Excesse  der  Functionen 


v^;j£>  und  «sssW 

'tn(x)  <fm+\  U') 


für  die  Gränzcn  a,  6 sind.  Weil  aber 

y-O)  ,,  

'fm-t-l(X)  *"  </«.-*- l(X> 

ist,  so  ist  nach  §.25.  der  Excess  von  — </ ’"+i{x)  ’ 

nach  §.22.,  dem  Excpssc  von  , ; gleich.  liezeichnen  wir  also 

den  Kxcess  der  letztem  Function  durch  Em,  so  ist  — Em+i  = £T „ 
oder  Em+\  = — Em,  und  folglich  nach  dem  Obigen 


Em  !•  m — F“  fm  0(icr  Em  + h m ( m * 


Also  ist  nach  §.  25. 

f,a=0,  oder  = oder  (■=-), 


wenn  respective  die  Vorzeichen  von  y,„(rr) , <pm+\{a)  und 
tfm+\(/i)  zugleich  einen  Wechsel  oder  zugleich  eine  Folge  bilden; 
wenn  die  Vorzeichen  von  y,n+i(r/)  einen  Wechsel,  die  Vor- 
zeichen von  y«M-i(i)  eine  Folge  bilden;  wenn  die  Vorzeichen 

von  y,„(<7),  tfm+t(a)  eine  Folge,  die  Vorzeichen  von  <pm+i(b) 

einen  Wechsel  bilden. 

Ganz  dasselbe  lasst  sich  auf  folgende  Art  auch  von  der  Grösse 
Za— l beweisen.  Nucli  dem  Obigen  ist 

E„-t  = — Em  -+-  f*_i  oder  E„-t  -+-  E„  = *„_l, 


wo  E„— i und  E,,  die  Excesse  der  Functionen 

<fll(x)  . <fn-l(x) 

• — — r \ und  - — r~r 
Ifn—l{x)  <fn(x) 

sind.  Also  ist  nach  §.  2V. 

fB_l=0,  oder  f„-i  = -+- 1,  oder  f„_j  = — 1, 


wenn  respective  die  Vorzeichen  von  > 9>n(«)  und  y*_ i(i), 

<fn(6)  zugleich  einen  Wechsel  oder  zugleich  eine  Folge  bilden; 
wenn  die  Vorzeichen  von  ip„-t («) , y*(«)  einen  Wechsel,  die  Vor- 
zeichen von  ya— 1(6),  y«( />)  eine  Folge  bilden;  wenn  die  Vorzeichen 
von  <pn—\ («),  <fn(»)  eine  Folge,  die,  Vorzeichen  von  <fn—i (l>),  <Jn(6) 
einen  Wechsel  bilden;  welches  Alles  ganz  mit  dem  Obigen  über- 
einstimmt. 


Seien  nun  to  und  f die  Anzahl  der  Wechsel  und  der  Folgen 
in  der  Reihe  (1),  tp’  und  f die  Anzahl  der  Wechsel  und  der  Fol- 
gen in  der  Reihe  (2).  Die  Anzahl  der  Falle,  wo  einem  Wechsel  in 
der  Reihe  (l|  eine  Folge  in  der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  x;  die 
Anzahl  der  Fälle,  wo  einer  Folge  in  der  Reihe  (11  ein  Wechsel  in 
der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  x';  die  Anzahl  der  Fälle,  wo  einem 
Wechsel  in  der  Reihe  (I)  ein  Wechsel  in  der  Reihe  (2)  entspricht, 
sei  x";  die  Anzahl  der  Fälle,  wo  einer  Folge  in  der  Reihe  (1)  eine 
Folge  in  der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  x";  so  ist  nach  dem  Vorher- 
gehenden offenbur 

t + t,  +ti+*i+  '..  + t«-i  = * — * > 
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also  E = 

und 

also 

Daher  ist 


x — x.  Ferner  ist  aber,  wie  sogleich  erhellet, 
u>  = x -t-  x",  f—  x -+-  x " 

w — w =x — x',  f — f=-  x — x. 

E = KI — Kl'  = f — f. 


und  zur  Berechnung  des  Excesses  einer  echten  gebrochenen  ratio- 
nalen algebraischen  Function  ergiebt  sich  also  die  folgende  Regel: 

Man  bilde,  wenn  die  gegebene  echte  gebro- 

chene rationale  algebraische  Function  ist,  nach  der 
oben  gegebenen  Anweisung  die  beiden  Reihen 

<p{a),  «jpjl«),  <p,(a ) SP«(o); 

¥,(*),  5P.W 

und  zähle  in  jeder  dieser  beiden  Reihen  die  vorkommen- 
den  Wexhsel  w,  »o  und  Folgcu  f,f ; dann  ist,  wenn  der 
gesuchte,  den  Gränzen  a,  h entsprechende  Excess  der 
gegebenen  Function  wie  gewöhnlich  durch  E bezeichnet 
wird , 

E = w — k>'  = f — f . 

Weil  nach  dem  Obigen 


fix) 

Vxix) 

= Q + 

--  v,(x) 
fx(x) 

Vi(x) 

— 0 -4- 

— ft(x) 

fl(x) 

Vxix) 

fi)x) 

f,{x) 

= 

— T.(x) 
<r>{x) 

f,(x) 

f<(x) 

— Q%-\r 

— fl(x) 

fÄX) 

u.  s.  w. 


ist;  so  sieht  man,  dass  die  Grossen 

?>,(•*),  iP«(^)> ¥»(.*), 

welche  im  Folgenden  überhaupt  Divisoren*)  genannt  werden  sol- 
len, erhalten  werden,  wenn  man  auf  die  beiden  Functionen  y(.zr) 
und  <p,(x)  die  bekannte  Methode  zur  Auffindung  des  grössten  ge- 
meinschaftlichen Theilers  zweier  ganzen  rationalen  algebraischen 
Functionen  anwendet,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass  man  in 
den  vorhergehenden  Divisor  nie  mit  dem  zuletzt  übrig  gebliebenen 
Reste  selbst,  sondern  vielmehr  mit  dem  Entgegengesetzten  dieses 
Restes  dividirt,  und  hierauf  alle  bei  dieser  Operation  gebrauchten 
Divisoren  vom  ersten  bis  zum  letzten  in  natürlicher  Folge  in  einer 
Reihe  neben  einander  schreibt,  wodurch  man  unmittelbar  die  ge- 
suchten Grössen  erhält. 


*)  Herr  Moigno  nennt  diese  Grössen,  mit  Ausnahme  der  ersten,  Reste; 
uns  scheint  die  obige  Benennung  sachgemässer. 
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Bei  der  Ausführung  dieser  Rechnung  kann  man,  um  numerische 
Brüche  in  den  Quotienten  zu  vermeiden  und  sich  dadurch  die  Rech- 
nung zu  erleichtern die  Dividenden  mit  zweckmässig  gewählten 
positiven  Zahlen  multipliciren , weil  dadurch  die  Vorzeichen  der 
Reste,  und  also  auch  die  Vorzeichen  der  auf  einander  folgenden 
Divisoren,  auf  die  es  hier  allein  ankommt,  keine  Aenderuug  erleiden. 

§.  28. 

Bis  jetzt  haben  wir  stillschweigend  angenommen , dass  kein 
Glied  der  beiden  Reihen  (1)  und  (2)  verschwinde,  und  müssen  daher 
jetzt  noch  zeigen,  wie  man  sich  zu  verhalten  hat,  wenn  dies  nicht 
der  Fall  ist,  wobei  wir  jedoch  voraussetzen  wollen,  dass  keine  der  v 
beiden  Gränzen  a.  b selbst  eine  Wurzel  der  Gleichung  <p(;r)  = 0, 
und  also  weder  y(«r)  = 0,  noch  $p(£)  = 0 ist. 

Unter  dieser  Voraussetzung  können  nie  zwei  benachbarte  Glie- 
der der  Reihen  fl)  und  (2)  zugleich  verschwinden,  wie  auf  folgende 
Art  leicht  gezeigt  werden  kann.  Wäre  uämtich  z.  B.  ^(«1  = 0 
und  auch  fm+\(a)  = 0,  so  würden  wegen  der  Gleichungen 

<p(ar)  = ÖJ>,(cc)  — SP,(^), 

$P.(-*)  = fl.SP.O*)  — *•(•*)» 
u.  s.  w. 

9>w_i(cc)=  Qm- 1 9P«,(.r)  — gWMOr), 

<Pm(&)  — Qm  y„4-l(^)  — (•*■)> 

= Qm+ 1 

U.  8.  W. 

9>*-3(^)  = Qn- 3 — SP» 

SP»-z(-Z‘)  = Qn- J — rp„(&) 

offenbar  die  Grössen 

9>(«).  sM«)  •••  9*(a) 
sämmtlich  verschwinden,  welches  ungereimt  ist,  weil  nach  der  Vor- 
aussetzung y(a)  nicht  verschwindet. 

Wenn  also  ein  Glied,  z.  B.  cpm(a),  verschwindet,  so  verschwin- 
det keins  der  beiden  Glieder  <p,„—i(a)  und  <p«+i(a),  und  diese  bei- 
den Glieder  haben,  weil  wegen  der  Gleichung 

y-x-iC*)  = Qm- 1 SP-(^)  — rPm+i(.v) 

offenbar  gm_i(o)=r — <fm+i (<*)  ist,  jederzeit  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen, welches  Alles  für  jede  der  beiden  Reihen  fl)  und  (2)  gilt, 
wenn  nur,  wie  immer  angenommen  wird,  keine  der  beiden  Grössen 
y(«)  und  <f(b)  verschwindet. 

Wir  wollen  nun  der  Einfachheit  wegen  den  Fall  besonders 
betrachten,  wenn  in  der  Reihe  (1)  das  eine  Glied  <p„(a\,  in  der 
Reihe  (2)  kein  Glied  verschwindet.  Bezeichnen  wir  durch  «, 
eine  Grösse,  welche  von  der  Grösse  a nur  um  eine  der  Null  un- 
endlich nahe  kommende  Grösse  verschieden  ist,  so  wird  in  der 
Reihe 

(1*)  •••  ?(«>').  SP.(«.).  SP.O*.).  5P.(«>)>  •••■  9>»(«.) 
kein  Glied  verschwinden,  und,  mit  Ausnahme  des  Gliedes  sPj»("i). 
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werden  olle  Glieder  mit  den  entsprechenden  Gliedern  der  Reihe  (1) 
gleiche  Vorzeichen  haben , den  gesuchten  Excess  der  gegebenen 
Function  für  die  Gränzen  er,  b wird  man  aber  offenbar  erhalten, 
wenn  man  den  Excess  derselben  für  die  Gränzen  a,,  b sacht,  so 
dass  ulso,  wenn  E der  gesuchte  Excess  ist,  und  durch  tp,  und  ui' 
respectivc  die  Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reihe  (1°)  und  (2)  be- 
zeichnet wird, 

E = u>t  — tc 

ist. 

Vergleicht  man  nun  aber  die  beiden  Reihen 
9 >(«).  </,H,  ...  5Pm— ](<z),  <Pm(a),  <fm+ 1 (*),  ...  ?>„(«); 

5 iP(«i).  •••  '/"(«,),  ...  y>*— t(»i).  9«(«,) 

mit  einander;  so  ist  aus  dem  Obigen  klar,  dass  in  den  Theilen 

9< («),  ... 

9‘(ai)i  9*(ai)  — 5P«~i(«.) 

und 

9>™+l(<z),  9>«t+2 (<*),...  SP»-i(«),  9 »("); 

9Wi(«.),  5Pom-2(«,),  ...  9>*_i(«,),  5P»(«,) 
derselben  gleich  viele  Wechsel  Vorkommen.  Lässt  man  in  der 
ersten  Reihe  das  verschwindende  t.lied  ganz  weg,  so  gehen 

die  Glieder  welche  nach  dem  Obigen  nicht  ver- 

schwinden und  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  einen  Wechsel. 
Die  Zeichen  der  drei  Glieder  ),  9»h-i(«,)  der  zwei- 

ten Reihe  sind  aber  entweder 


H — | , oder  -| , oder 1 — |- , oder h, 

und  bieten  daher  immer  nur  einen  Wechsel  dar,  woraus  sich,  in 
Verbindung  mit  allem  Vorhergehenden  ergiebt,  dass  die  Anzahl  der 
Wechsel  in  (1*)  jederzeit  der  Anzulil  der  Wechsel  in  (I),  wenn 
man  bei  der  Zählung  der  Wechsel  das  verschwindende  Glied  <pn(a) 
dieser  letztem  Reihe  ganz  ausser  Acht  lässt,  völlig  gleich,  oder 
dass,  wenn  ir  die  Anzahl  der  Wechsel  der  Reihe  (1)  mit  völliger 
Beseitigung  des  verschwindenden  Gliedes  9m(«)  bezeichnet,  w,=tp, 
und  nach  dem  Obigen  folglich  Ez=.w — w ist. 

Wenn  also  ein  Glied  der  Reihe  (1)  verschwindet,  so  kann  man 
für  die  Gränzen  «.  b den  Excess  E der  gegebenen  Function  so  be- 
stimmen. dass  man  die  Anzahl  der  Wechsel  in  den  beiden  Reihen 
(1)  und  (2)  durch  unmittelbare  Zählung  derselben  bestimmt,  wobei 
man  das  verschwindende  Glied  der  Reihe  (I)  ganz  aus  der  Acht 
lässt,  und  dann,  wenn  unter  dieser  Voraussetzung  w die  Anzahl 
der  Wechsel  in  der  Reihe  (1),  to  aber  die  Anzahl  der  Wechsel  iu 
der  Reihe  (2)  ist,  E-=w — «>'  setzt. 

Dass  übrigens  ein  ähnliches  Verfahren  bei  der  Zählung  der 
Folgen  in  den  beiden  Reihen  (lj  und  (2)  nicht  angewandt  werden 
darf,  geht  aus  dein  Obigen  unmittelbar  hervor. 

Zugleich  aber  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Darstellung  ganz 
unzweideutig,  dass  ein  ganz  ähnliches  Verfuhren  wie  vorher  immer 
in  Anwendung  gebracht  werden  kann,  wenn  beliebig  viele  Glieder 
der  Reihen  (1)  und  (2)  mit  Ausnahme  der  beiden  ersten  verschwin- 
den, und  die  allgemeine  Regel  zur  Bestimmung  des  Excesscs  einer 
echten  gebrochenen  rationalen  algebraischen  Function  zwischen  ge- 
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gebenen  Grauzen  wird  sich  nun  auf  den  folgenden  Ausdruck  brin- 
gen lassen: 

Wenn  die  gegebene  echte  gebrochene  rationale 

algebraische  Function  ist,  und  die  Grössen  a,  6,  welche 
nicht  selbst  Wurz  ein  der  Gleichung  g>(x)  =0  sein  sollen, 
die  gegebenen  Granzen  sind;  so  wende  man,  um  den  die- 
sen Granzen  entsprechenden  Kxcess  E der  gegebenen 
Function  zu  finden,  auf  die  beiden  ganzen  rationalen 
algebraischen  Functionengj(.r)  und  g>,(x)  dic.Methode  des 

f rossten  gemeinschaftlichen  Theilers  an,  jedoch  mit 
em  Unterschiede,  dass  mau  in  den  vorhergehenden  Di- 
visor nie  mit  dem  zuletztübriggeblicbeiieuRcstesclbst, 
sondern  vielmehr  immer  mit  dem  Entgegengesetzten 
dieses  Rests  dividirt,  und  schreibe  alle  hei  dieser  Ope- 
ration gebrauchte  Divisoren  in  Verbindung  mit  der 
Function  y(x)  in  einer  Reihe  neben  einander,  wodurch 
man  die  Reihe 

?.(•*).  9>(*h  9>(*b  9»(*) 

erhält,  aus  welcher  sich,  wenn  inan  für  x die  beiden  ge- 
gebenen Gränzeo  a und  i setzt,  ferner  die  beiden 
Reihen 

SP(«)>  5P.(«),  9=i(«)i  •••  ?»(«); 

y(£),  gp,(A),  y,(*),  5p,(Ä),  . . . g >„(Ä) 

ergeben.  Zählt  mau  nun  mit  völliger  Beseitigung  aller 
verschwindenden  Glieder  die  in  diesen  beiden  Reihen 
vorkommenden  W’cchsel,  und  bezeichnet  deren  Anzahl 
respective  durch  «t»  und  st»',  so  ist  jederzeit  E — *> — «»'. 


c. 


Bestimmung  der  Anzahl  der  zwischen  gegebenen  Grän- 
zen  liegenden  reellen  Wurzeln  einer  gegebenen 
Gleichung. 


§.  29. 

Es  sei  jetzt  f(x)z=  0 eine  Gleichung  eines  beliebigen  Grades, 
und  a sei  eine  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung,  welche  dieselbe 
ju  Mal.  aber  nicht  öfter,  enthalten  mag,  so  dass  also  die  Function 
f(x)  durch  (x — «)“,  aber  durch  keine  höhere  Potenz  von  x — a, 
ohne  Rest  tkeilbar  ist.  Unter  diesen  V oraussetzungen  ist  nach  §.15. 

/( «)  = 0 /•(«)  = 0,  /"(a)  = 0 f(M-l)(a)  = 0, 

aber  nicht  yW  (tt)  = 0.  Also  ist  nach  §.  12.  II. 


/(«+«)  = 


1 .../i 


iT'-t- 


fip+iK") 


/(/'■+*)(«») 
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und  folglich 
f’(a-t-i) 


l.^ju+1)  •• 


. /(/'+»){„)  . . 
Tw" '■+-(« 


/IP+M(|») 

D/i/'H«) 


/(«+<)—.  /<■“+»(«)  .,  /<?+*>{«)  ., 
O/Wf«)  (^-*-1)  C“H-2)/(W(a)‘ 


Hieraus  sieht  inan,  dass  der  Bruch  ~C— ■ — f-, 

/(«  +■  *) 

/•(«)  . 


für  » = 0 unend- 


lich wird,  so  dass  also  der  Bruch  jederzeit  unendlich  ist.  Zu- 
gleich aber  ergiebt  sich  aus  §.  18.,  dass  für  der  Null  unendlich 
nahe  kommende  » der  Bruch  ~0C  mit  dem  Bruche  4-,  also  mit 

der  Grösse  /.  gleiches  Vorzeichen  hat.  und  daher  von  dem  Negati- 
ven zum  Positiven  übergeht,  wenn  t vom  Negativen  zum  Positiven 
übergeht. 

Wenn  also,  indem  jetzt  i eine  unendlich  kleine  positive 
Grösse  sein  soll,  x sich  von  a — i bis  a-f-s  stetig  iiudert,  so 

wird  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  der  Bruch  für 

x = a jederzeit  unendlich,  und  geht,  indem  er  unendlich  wird, 
vom  Negativen  zum  Positiven  über. 

§.  30. 

Wenn  nun  zwischen  den  Gränzen  a uod  b.  wo  jetzt  a<^b 
sein  soll,  die  sämmtlich  von  einander  verschiedenen  m reellen 
W’urzeln  a,,  a,,  a„  at,  . . . . am  der  Gleichung  /TLz:)  = 0 liegen, 

so  wird  nach  dem  vorigen  Paragraphen  der  Bruch  für 

x — a,,  x = aJ,  x = a,,  ....  x = am 

unendlich,  und  geht,  wenn  x sich  von  a bis  b stetig  ändert,  in- 
dem er  unendlich  wird,  jederzeit  vom  Negativen  zum  Positiven 

f{x) 

über.  Nimmt  man  hierzu,  dass  der  Bruch  zwischen  den  Grän- 
zen a und  b offenbar  nur  für 

x = a„  x = at,  x = a„  ....  x = 

unendlich  werden  kann,  so  ist  klar,  dass,  wenn  E den  Excess  der 
in  Rede  stehenden  gebrochenen  Function  für  die  Gränzen  a,  b be- 
zeichnet, jederzeit  m = E ist,  wodurch  wir  unmittelbar  zu  dem 
folgenden  überaus  wichtigen  und  merkwürdigen  Matze  geführt 
werden: 

Die  Anzahl  der  zwischen  den  Gränzen  n.  b,  wo  «r  < b 
sein  soll,  liegenden  von  einander  verschiedenen  reel- 
len Wurzeln  der  G leich  un  g f(x)  = 0 ist  jederzeit  dem 
diesen  Gränzen  entsprechenden  Excesse  der  gebroehe- 

nen  rationalen  algebraischen  Functio n yjjy  gleich. 

Setzen  wir  aber  mit  diesem  Satze  die  in  §.28.  bewiesene  Regel 
für  den  Excess  in  Verbindung,  so  erhalten  wir  das  folgende  Theorem : 
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lim,  unter  der  Voraussetzung,  dass  a*Cb  ist,  die  An- 
zahl der  zwischen  den  Gränzen  a , h.  welche  nicht  selbst 
Wurzeln  der  Gleichung  f(a:)  = 0 sind,  liegenden  von 
einander  verschiedenen  reellen  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung zu  finden,  wende  man  auf  die  beiden  ganzen  ra- 
tionalen algebraischen  Functionen  /"(.*.•)  und  /’(&),  deren 
zweite  jederzeit  von  einem  niedrigem  Grade  als  die 
erste  ist,  die  Methode  des  grössten  gemeinschaftlichen 
Theilers  an,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass  man 
in  den  vorhergehenden  Divisor  nie  mit  dem  zuletzt 
übrig  gebliebenen  Reste  selbst,  sondern  vielmehr  im- 
mer mit  dem  (Entgegengesetzten  dieses  Restes  dividirt, 
und  schreibe  alle  hei  dieser  Operation  gebrauchte  Di- 
visoren in  Verbindung  mit  der  Function  /"(.r)  wie  folgt 
in  eine  Reihe: 

/(■*),  f(x),  />(-*•).  />(•*■),  /,(.r), 

Setzt  man  dann  in  dieser  Reihe  .T  — a und  •*•  = £,  so  er- 
hält man  die  beiden  Reihen 

/(«)>  /'(")•  /»(<*)>  /.(«)•  /«(•> 

f(A),  /W,  Mb),  /,(«),  Mb),  • • • •; 

und  die  gesuchte  Anzahl  der  zwischen  den  gegebenen 
Gränzen  a,  b liegenden  von  einander  verschiedenen  re- 
ellen Wurzeln  der  Gleichung  f( jr)  = 0 ist  nun  jederzeit 
der  Differenz  gleich,  welche  man  erhält,  wenn  man  die 
Anzuhl  der  in  der  zweiten  der  beiden  obigen  Reihen 
vorkommenden  Wechsel  von  der  Anzahl  der  in  der  er- 
sten der  beiden  obigen  Reihen  vorkommenden  Wechsel 
ubzieht,  wobei  man  nicht  zu  übersehen  bat,  dass  bei  der 
Zählung  der  in  Rede  stehenden  vorkommenden  Wechsel 
verschwindende  Glieder  dieser  beiden  Reihen  ganz  un- 
berücksichtigt gelassen  werden. 

Mittelst  dieses  in  jeder  Beziehung  höchst  merkwürdigen  Satzes, 
dessen  Erfinder  Sturm  ist,  lässt  sich  also  die  Anzahl  der  zwischen 
jeden  zwei  gegebenen  Gränzen  liegenden  von  einander  verschiede- 
nen reellen  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung  in  allen  Fällen 
mit  völliger  Sicherheit  bestimmen  ’). 

Bezeichnet  man  die  Anzahl  der  Wechsel  in  den  Reihen  der 
Vorzeichen,  welche  die,  die  höchsten  l’otenzen  von  je  enthaltenden 
Glieder  der  Functionen 

/(•*).  /’(*)>  /.(4  /.(4>  /.(•*■). 


*)  Herr  Moigno  leitet  in  seiner  Abhandlung  aus  der  Lehre  vom  Excess 
der  gebrochenen  rationalen  algebraischen  Functionen  auch  noch  die 
Satze  von  Rolle,  Hudan.  Fourier,  Des  carte  8 über  die  Anzahl 
der  zwischen  gegebenen  Grinsen  liegenden  reellen  Wurzeln  der  Glei- 
chungen mit  grosser  Leichtigkeit  ab.  l)a  aber  diese  Sätze  nur  Grössen 
angeben,  welche  die  Anzahl  der  zwischen  den  gegebenen  Gränzen  lie- 
genden reellen  Wurzeln  nicht  übersteigen  kann,  so  gehören  sie  jetzt 
weniger  zu  unserui  Zwecke,  und  wir  werden  dieselben  daher,  um  die 
vorliegende  Abhandlung  jetzt  nicht  zu  sehr  auszudehnen,  zu  dein  Gegen- 
stände eines  spätem  eignen  Aufsatzes  machen,  in  welchem  wir  uns  in 
Betreff  der  Lehre  vom  Excess  auf  den  vorliegenden  beziehen  werden. 
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erhalten,  wenn  man  für  x eine  beliebige  negative  oder  positive 
Grösse  setzt,  respectivc  durch  A'  und  P,  und  überlegt,  dass  narb 
§.  19.  die  Vorzeichen  der  Crossen 

/(-  OB),  n-  <*>).  /.(-  *),  /,(-  «),  /,(-  ®), 

f(+  CT),  f\+  OB),  /,(+  OB),  /,(-+-  OB),  /’«(■+■  OB),  . . 
mit  den  Vorzeicheu  ihrer  die  höchsten  Potenzen  von  — OB  und 
-f-  OB  enthaltenden  Glieder  einerlei  sind,  also  dir  Anzahl  der 
Wechsel  in  der  ersten  dieser  beiden  Reihen  offenbar  X,  die  Anzahl 
der  Wechsel  in  der  zweiten  Reihe  P ist;  so  wird  man  sich  mittelst 
des  obigen  Satzes  auf  der  Stelle  überzeugen,  dass  A' — P die 
Anzahl  der  s ä m m 1 1 i c h e n von  einander  verschiedenen 
reellen  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  = Q ist,  und  also  auch 
diese  Anzahl  auf  diese  Weise  immer  mit  völliger  Sicherheit  be- 
stimmt werden  kunu. 

Bezeichnen  wir  endlich  durch  O die  Anzahl  der  in  der  Reihe 
/(0). /'(0), /.(<>), /,(0), /.(0), .... 
vorkommeudeu  Wechsel;  so  ist  nach  dem  obigen  Satze  A' — O 
die  Anzahl  der  sammtlichen  von  einander  verschiede- 
nen negutiven.  O — P die  Anzahl  der  sammtlichen  von 
einander  verschiedenen  positiven  Wurzeln  der  Glei- 
chung f{x)  = 0. 


D. 


Bestimmung  der  Anzahl  der  zwischen  gegebenen  Gren- 
zen liegenden  imaginären  Wurzeln  einer  gegebenen 
Gleichuug. 


*.  31. 

Wir  wollen  zuerst  zeigen,  dass  jede  imaginäre  Grösse 

s-P(f  (/ — 1,  in  welcher  übrigens  auch  r = 0 sein  kann,  wenn  g 
eine  gewisse  positive  Grösse,  ui  einen  gewissen  Bogen  oder  Win- 
kel bezeichnet,  unter  der  Form  g (cos  at-f-sin  ü)  \/  — 1),  so  dass 
*•+■*'  1/  — 1 = g (cos  oi  -f-  siu  ui  [/  — 1) 

ist,  dargestcllt  werden  kann.  Die  vorstehende  Gleichung  ist  näm- 
lich erfüllt,  wenn  sich  die  beiden  Grossen  g und  oi , deren  erstere 
positiv  Bein  soll,  so  bestimmen  lassen,  dass  sie  den  beiden  Glei- 
chungen 

g cos  <i>  = «,  g sin  oi  = v 

fenügen.  Quadrirt  man  diese  beiden  Gleichungen,  und  uddirt  sie 
ann  zu  einander,  so  erhält  man 

p*  = w1  •+-  v ’,  g = l / u1  -+-  p*, 
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wo  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  werden  muss,  da  ß posi- 
tiv sein  soll.  Dividirt  man  mit  der  ersten  der  beiden  obigen  Glei- 
chungen in  die  zweite,  so  erhält  man 

tang  ui—~, 


und  folglich , wenn  wir  durch  Arctang  — den  der  goniometrischen 

Tangente  entsprechenden  Bogen  bezeichnen,  welcher  den  klein- 
sten absoluten  Werth  bat, 

ui  — Arctang h xn, 

wo  x eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  über  die  nun  noch  die  folgende 
Bestimmung  gegeben  werden  muss. 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt 


cos  ui  = ( — 1)*  . cos  Arctang 


v 


sin  (u  = ( — I)*.  sin  Arctang 


v 

u' 


l)a  nun  Arctang  den  der  goniometrischen  Tangente  — ent- 
sprechenden Bogen  bezeichnet,  welcher  den  kleinsten  absoluten 
Werth  hat,  so  ist  cos  Arctang  ~ immer  positiv,  sin  Arctang  — da- 
gegen ist  positiv  oder  negativ , jenaebdem  positiv  oder  negativ 
ist.  Also  ist 


cos  Arctong  — = 


sin  Arctang  — = 


die  Quadratwurzel  positiv  genommen,  und  folglich 

V 

v . u . v ~u 

cos  Arctang  — = zfc  — , sin  Arctanir  — =— , 

das  obere  oder  untere  Zeicheu  genommen,  jenuebdem  u positiv 
oder  negativ  ist,  woraus  sich  ferner  unmittelbar  ergiebt,  dass 
immer 


cos  Arctang  — = zfc  — : , sin  Arctang  — = rfc  — -- 

° " l/s ö 

und  folglich 

ß cos  Arctang  — — zfc  «,  ß sin  Arctang  ^-  = ±0 


ist,  wenn  man  nur  immer  die  obern  oder  untern  Zeichen  nimmt, 
jeuachdem  u positiv  oder  negativ  ist.  Folglich  ist  nach  dem 
Obigen 

q cos  ui  = zfc  ( — 1 )*  . «,  ß sin  ui  = zfc  ( — 1)* . v, 

wenn  man  die  obern  oder  untern  Zeichen  nimmt,  jenarhdem  u 
positiv  oder  negativ  ist.  Nimmt  man  nun  aber  nur  die  ganze  Zahl 
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x gerade,  oder  ungerade,  jenacbdem  u positiv  oder  negativ  ist,  so 
ist  jederzeit 

q cos  tu  = v,  q sin  tu  = v. 
wie  es  dem  Obigen  zufolge  erforderlich  ist. 

Also  ist 

to=Arctang  ~ -f-  xn , 

wenn  man  nur  die  an  sieb  übrigens  ganz  willkübriiche  ganze  Zahl 
x gerade  oder  ungerade  nimmt,  jenacbdem  die  Grösse  u positiv  oder 
negativ  ist,  wodurch  nun  sowohl  Q , als  auch  ut,  vollkommen  be- 
stimmt ist. 

§•  32. 

Le/irnatx.  Es  seien  u und  v zwei  Functionen  der 
veränderlichen  Grösse  x,  die  zwischen  den  Granzen 
x = *„  und  * — x,  stetig  sind,  und  deren  jede  für  x = a„ 
x = x,  gleiche  Werthc  erhält,  so  dass,  wenn  w’ir  die  den 
Werthen  x„.  x,  der  veränderlichen  Grösse  x entsprechen- 
den Wert  he  dieser  beiden  Functionen  respective  durch 
i/„,  t>0  und  v,  bezeichnen,  w0=«,  und  ist;  so 

ist,  wenn  wir 

u v \/ — 1 = g (cos  ui  -p-  sin  ut  \/ — 1) 

setzen,  und  annehmen,  dass  auch  dcrBogen  ut  eine  zwi- 
schen den  Gränzeu  x = *„  und  x = x,  stetige  Function 
von  «sei,  die  den  Gränzwerthrn  *D  und  f,  der  veränderli- 
chen Grösse  x entsprechenden  Werthe  von  to  aber  durch 
0)o  und  ut,  bezeichnen,  der  den  Gränzen  x„  und  x,  ent- 

sprechende  Exces«  der  r unction  — der  Grosse  — * s 

1 , v n 

gleich,  wo  n die  bekannte  Kedeutnug  bat. 

Beweis.  Nach  dem  vorigen  Paragraphen  ist 

v 

(o  = Arctang  — -f-  xir, 

wo  die  an  sich  willkührliehe  ganze  Zahl  x gerade  oder  ungerade 
zu  nehmen  ist,  jenacbdem  w positiv  oder  negativ  ist.  So  lange  v 
sein  Zeichen  nicht  verändert,  ist  also  x constant,  oder  kann  we- 
nigstens immer  ols  constant  angenommen  werden;  ändert  aber  v 
sein  Zeichen,  so  muss  jederzeit  x um  eine  Einheit  vermehrt  oder 
vermindert  werden,  oder  man  muss  auf  der  rechten  Beite  der  obi- 
gen Gleichung  it  addiren  oder  subtrnhiren.  wobei  ob  übrigens  an 
sich  ganz  willkührlieh  ist,  oh  man  das  Erste  oder  das  Zweite  thun 
will. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  unmittelbar,  dass 

tu  — ut0  — Arctang  ^ — Arctang  A.  n 

ist,  wo  die  ganze  Zahl  X so  lange  constant  ist  oder  wenigstens 
immer  als  constant  ungrnommen  werden  kann,  so  lange  » sein 
Zeichen  nicht  ändert;  ändert  aber  u sein  Zeichen,  so  muss  jederzeit 
X um  eine  Einheit  vermehrt  oder  vermindert,  oder  cs  mussauf  der 
rechten  Seite,  der  obigen  Gleichung  ;r  addirt  oder  subtrahirt  wer- 
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den,  wobei  es  an  sich  ganz  willküitrlich  ist,  ob  man  das  Erste  oder 
das  Zweite  thut. 


Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  * Bich  von  t „ bis  t,  stetig 
verändere,  so  verändern  sich  den  gemachten  Voraussetzungen  ge- 
mäss auch  die  Grössen  Cd — cd0  und  Arctang  ~ - Arctang  — stetig. 

Da  noch  der  Voraussetzung  die  Function  u sich  stetig  verändert, 
wenn  « sich  von  *„  his  »,  stetig  ändert,  so  wird  zwischen  den 
Gränzen  # = r0  und  > — mit  jeder  Aenderung  des  Zeichens  der 
Function  u eiu  Durchgang  derselben  durch  Null  verbunden  sein, 

und  die  Function  ^ wird  daher  jederzeit,  aber  auch  nur  dünn, 

ihr  Zeichen  ändern  und  durch  Unendlich  gehen,  wenn  tt  sein  Zei- 
chen ändert,  wenn  nur  zwischen  den  Gränzen  * = s„  und  *==«, 
die  Functionen  tt  und  v nie  zugleich  verschwinden,  welches  aber 
mit  der  Voraussetzung,  dass  co,  und  folglich  natürlich  auch 

Arctang  — , sich  stetig  verändern  soll,  wenn  s sich  von  *„  bis  *, 

stetig  verändert,  in  Widerspruch  stehen  würde,  indem  einem  solchen 
gleichzeitigen  Verschwinden  der  Functionen  « und  v der  völlig  un- 

0 f 

bestimmte  Werth  Arctang  — von  Act&ng  — entsprechen  würde.  Für 
*—*0  ist 


also 


V V 

c d = Cd„,  Arctang  — = Arctang  — “ , 
(o — w0  = Arctang  — Arctang  ~ , 


oder  X = 0,  und  diese  Gleichung  bleibt  so  lange  richtig,  so  lange 
tt  sein  Zeichen  nicht  ändert,  oder,  was  nach  dem  Obigen  dasselbe 

ist,  sein  Zeichen  nicht  ändert  und  durch  das  Uuendlichc  geht. 

Aendert  nun  »her  das  erste  Mal  tt  sein  Zeichen,  oder  findet,  was 
nach  dem  Obigen  dasselbe  ist,  das  erste  Mal  eine  Aenderung  des 

Zeichens  und  ein  Durchgang  durch  das  Unendliche  der  Function 
Statt,  so  muss  man  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  Gleichung  n 
addireu  oder  subtrubiren.  Geht  vom  Ncgutiven  durch  das  Un- 


endliche zum  Positiven  über,  so  springt  Arctang  mit  einem  Mule 
von  — \ji  zu  j ;r  über,  oder  nimmt  mit  einem  Male  um  n 
zu;  gellt  dagegen  vom  Positiven  durch  das  Unendliche  zum  Ne 

gativen  über,  so  springt  Arctang  mit  einem  Male  von  j 7r  zu 

— ’ 7r  über,  oder  nimmt  mit  einem  Male  um  n ab;  weil  uun  tu  nach 
der  Voraussetzung  zwischen  den  Gränzen  a = und  « = *,  stetig 
sein  soll,  so  muss  man  offenbar  auf  der  rechten  Seite  der  obigen 
Gleichung  im  ersten  Falle  n suhtrahiren,  im  zweiten  Falle  dagegen 
ti  addiren,  oder  es  wird 


co  — cd.  = Arctang  — — Arctang—  n 

« *n 


Tb.H  I. 
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sein,  wenn  man  nur  für  /*,  eine  ungerade  oder  «ine  gerade  Zahl 
setzt,  jenacbdem  durch  das  Unendliche  vom  Negativen  zum  Posi- 
tiven oder  vom  Positiven  zum  Negativen  übergeht.  Hieraus  ergiebt 
sich  aber  sehr  leicht,  dass,  wenn  zwischen  den  in  Rede  stehenden 
(•ranzen  überhaupt  i mit  einer  Acnderung  des  Zeichens  verbundene 

Durchgänge  der  Function  durch  das  Unendliche  Statt  finden,  je- 
derzeit 

w,  — w0 

= Arctang  — — Arctang  — +(— 1).“..  rr-f- 

...  -+-( — l)i“>  . IT 

oder  i 

= Arctang^  -Arctang  ^ .-|-(-l)'u<jw 
sein  wird,  wo  in  der  Reihe  ju,,  ju3, /u,,  ...ju,-  alle  ungerade  Zahlen 
Durchgängen  der  Function  ■—  durch  das  Unendliche  vom  Negati- 
ven zum  Positiven , alle  gerade  Zahlen  dagegen  Durchgängen  der 
Function—  durch  das  Unendliche  vom  Positiven  zum  Negativen 
entsprechen.  Ist  nun  e der  den  Gränzen  #,  entsprechende 

Excess  der  Function  — , so  ist  offenbar 

w • 

( -1  )^>  (- j r ‘ + (— ly*.  -+- (-1  )fi  = - ' , 

und  folglich 

ut,  — ui0  = Arctang  ^ — Arctang  ^ — tu. 

Nach  der  Voraussetzung  ist  aber  t/„  =«,,  va  = r, , also  na- 
türlich auch  Arctung  ~f  ~ Arctang  und  folglich 
ut,  — ut„  = — 1 71. 

Bezeichnet  jetzt  e den  Excess  der  Function  Tür  die  Gränzen 

*0  und  so  ist  nach  §.23.,  weil  die  Grössen  — und  — einander 

gleich  sind,  also  natürlich  auch  gleiche  Vorzeichen  haben,  <H-e=0, 
e=  — f,  und  folglich  ut,  — ut0  = eti , also 


wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  33. 

Le/trtals.  Wenn,  indem  «,  n;  r';  u".  if\  u" , v“\  u.  s.w. 
Functionen  von  * sind,  welche,  so  wie  die  auf  uualoge 
Weise  wie  im  vorigen  Paragraphen  bezciclineten  Func- 
tionen ut,  ut’,  ut",  tu ' sämmtlich  den  Bedinguugen 

des  vorigen  Satzes  genügen,  und 
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V+V l/-l=  («'-he  t/-l)  («"-»-»'V-*) 


iit,  die  den  Grenzen  «,  und  *,  entsprechenden  Excesse 

• W W*  (^"  n*" 

der  Functionen  — , jj;,  p , u.  s.  w.  und  ober  re- 

spective  durch  e,  d.  tf'.  e'",  u.  s.  w.  und  E bezeichnet  wer- 
den; so  ist  jederzeit 

Beweis.  Man  setze 

« •+■»  \/ — 1 = p (cos  tu  -f-sinto  — 1), 

«'  -f-r'  \/ — 1 = p (cos  tt/  4-siiuu'  \/ — 1), 
u" +tr"  \/— 1 = p"  (cos  tu"  -t-sin  ui"  \/ — 1), 

1 = p"’(cos  tu"' -h  sin  tu”'  (/ — 1), 
u.  s.  w. 


also 


(«+P  V/-1)  w+v  1/-1)  K-t-t-"  1/-1) , 


=pp'p"... (costo-t-sinuil/ — 1)  (costo'-hsinco'j/ — !) 

(cosü/'-hsinai''^/' — 1) 

so  ist,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  Ündet, 

(«+r  \/~l)  ’l/iTj)  («"+t/v=i) 

= pp'p".. . jcos (<o-+-<o'-|-<o"-|-.. .)  -+-  sin (nj+w'-f-w'H-.. .)  (/ — 1 1, 
and  folglich,  wenn 

£'■+-  F V~-i  = ^(cos  fi-f-  sin  Sty—l) 

gesetzt  wird, 

Ji  — pp'pV”.. . und  .0  = tu tu'-f- . . . , 

woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  auch  die  Functionen  V,  F,  Si 
den  Bedingungen  des  vorigen  Satzes  vollständig  genügen.  Bedient 
man  sieh  nun  ähnlicher  Bezeichnungen  wie  beim  vorigen  Satze,  so 
ist  nach  diesem  Satze 


und 

^ i 

7T 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

ß,=  w,-|—  tu /-f-to Si0  = m0+to„'-*-<ö0".+- io0m+..., 
und  folglich 


ist,  so  ist 

E ~ € -f-  ^ “f*  tf"  + . • . . , 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

. 4* 
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§.  34. 

Wir  wollen  uns  jetzt  in  einer  Ebene  eine  geschlossene  Cnrve 
denken,  wollen  in  derselben  einen  beliebigen  Punkt  M uls  Anfangs- 
punkt der  ltogen  aonelnnen,  uud  wollen , indem  wir  ein  beliebiges 
rechtwinkliges  Coordinatensvsteui  zum  Grunde  legen,  die  Coordi- 
nuten  X,  y eines  jeden  Punktes  dieser  Curve  als  Functionen  des 
von  dem  Anfaugspunkte  M an  nach  einer  bestimmten  Richtung  hin 
genommenen,  und  bei  dem  Punkte  (xy)  sieb  endigenden  Bogens  » 
derselben  betrachten.  Der  ganze  Umfang  der  Curve  soll  durch  c 
bezeichnet  werden.  Ist  nun  der  durch  die  Coordinateu  a,  ß be- 
stimmte Punkt  A ein  ganz  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  der  Curve, 
so  sind  nach  den  einfachsten  Formeln  der  Lehre  von  der  Verwand- 
lung der  Coordinateu  x — o,  y — ß die  Coordinateu  des  Punktes  (xy) 
der  Curve  in  Bezug  auf  ein  dem  primitiven  paralleles  Coordmateu- 
system,  dessen  Anfang  der  Punkt  ./  ist,  und,  wenn  wir 

x — a = pcosto,  y—ß  = Qs'\uui 

setzen,  so  sind  ui.  q die  polaren  Coordiuaten  des  Punktes  (xy)  in 
Bezug  auf  den  Punkt  A als  Pol  und  den  positiven  Tlieil  der 
Abscissennxe  des  secundären  rechtwinkligen  Systems  als  Axe  der 
polaren  Coordiuaten,  von  welcher  an  die  Winkel  oder  Bogen  ui 
nach  der  Seite  der  positiven  secundären  rechtwinkligen  Ordinuten 
hin  gezählt  werden.  Bezeichnen  wir  nun,  indem  wir  annehmen,  dass 
ui  sich  stetig  verändert,  wenn  s sich  von  0 bis  c stetig  verändert, 
die  den  Werthen  0 und  c des  Bogens  * entsprechenden  Werthe 
von  ui  durch  uia  uud  tu,,  so  ist  nach  §.  32.  offenbar 


der  den  Gränzen  0 und  c entsprechende  Excess  der  Function 

Hierbei  ist  angenommen  worden,  dass  * sich  von  0 bis  c stetig 
verändert,  oder  dass  der  Radius  Vcctor  p den  ganzen  Umfang  der 
Curve  von  AM  an  bis  wieder  zu  AM  durchlaufen  habe.  Liegt 
nuu  der  Punkt  A oder  (aß)  innerhalb  unserer  Curve,  so  ist  offenbar 


ui,  = ui0  +'2ti,  ui,  — ui0  = 2;r,  c = 


= 2. 


Liegt  dagegen  der  Punkt  A oder  (aß)  ausserhalb  unserer  Curve, 
so  ist  offenbar 


ui,  = ui0,  ui,  — oi„  = 0,  e = 


= 0. 


Der  den  Gränzen  0 und  c entsprechende  Excess  der  Function 


y-ß 


ist  also  2 oder  0,  jenackdem  der  Punkt  (aß)  innerhalb  oder  ausser- 
halb der  Curve  liegt. 

Wir  wollen  nun  annehmen , dass  die  Gleichung  des  «ten 
Grades 


f(x+y  l/— 1)=  0 

I 

die  » sämmtlicb  unter  einander  ungleichen  reellen  oder  imaginären 
Wurzeln 


«+ß  i/— i,  *’+?  i/-i,  a!’+ß”v- 1,  .... 
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habe;  so  ist  bekanntlich 

= \&  — a-t-(y  — ß)y—l\  \x  — a'-f  (y- (?)\/  — 11 

\/~\\  ..... 

Die  den  Gränzen  0,  c entsprechenden  Excesse  der  Functionen 
X — a x — a X — et"  X — a"' 

y-f  y-r  ~y=7’  T~7" 

wollen  wir  durch  e,  e",  tT,  ....  bezeichnen,  nnd  wollen  anneli-  • 
men.  dass  keiner  der  l'unkte  (o  ß),  (<*'  (?*),  (a"  ß ").  («”’  ß"'),  .... 
ein  Funkt  unserer  Curve  sei;  so  ist  nach  dein  Vorhergehenden 

e = 2 oder  e =0, 


t?  =2  oder  t?  =0, 
e"  = 2 oder  e"  = 0, 
e"'  = 2 oder  e"'  — 0, 
u.  s.  w. 

jenachdem  die  Punkte  (a  ß),  (n'  /?),  (a"  /S"),  (a"'  ß innerhalb 

oder  ausserhalh  der  Curve  liegen.  Bezeichnen  wir  daher  die  An. 
zahl  der  innerhalb  der  Curve  liegenden  Punkte  durch  m,  so  ist. 
weil  die  Excesse  e.  tf,  e ",  ....  der  2 gleich  sind  oder  ver- 

schwinden, jenachdem  die  entsprechenden  Funkte  innerhalb  oder 
ausserhalb  der  Curve  liegen,  offenbar 

2/*  = e + -4-  e"  -t-  d"  -f-  .... 


und  folglich 


tn  = 


2 


Setzen  wir  nun  aber 

/(*-4-y  \Z~l)  = i + y l/“, 

also  nach  dem  Obigen 

L-+ r \/—i=  j x-a-i-(y—ß)  l/=i|  j x — a'-f-  (y — ß1) \/ — I ) ...., 

und  bezeichnen  den  Excess  der  Function  für  die  Gränzen  0,  c 
durch  E-,  so  ist  nach  f.  33. 

und  nach  dem  Obigen  folglich  m — \E,  woraus  sich  der  folgende 
merkwürdige  Satz  ergiebt: 

Essei  f(x  •+-  y \/  — 1)  =r  £/-+-  V \/  — 1=0  eine  belie- 
bige Gleichung  mit  lauter  ungleichen  Wurzeln.  Wenn 
nun  in  einer  Ebene  eine  geschlossene  Curve,  deren  Um- 
fang c sein  mag,  beschrieben  ist,  und  die  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  der  Punkte  dieser  Curve  als  zwischen 
den  Gränzen  0 und  c stetige  Functionen  der  entspre- 
chenden von  einem  gewissen  Anfangspunkte  an  gerech- 
neten Bogen  der  Curve  betrachtet  werden  können;  so 
ist  die  Anzahl  der  innerhalb  dieser  Curve  liegenden 
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Punkte,  deren  Coordinaten,  für  x und  y in  die  Glei- 
chung f(x-\-  y \/ — 1 ) = 0 gesetzt,  dieser  Gleichung  ge- 
nügen, jederzeit  dem  halben  Excesse  der  Function  y 

für  die  Gränzen  0,  c gleich,  wenn  nur  die  Curvc  so  be- 
schaffen ist,  dass  die  Coordinaten  keines  ihrer  Punkte, 
für  x und  y gesetzt,  der  Gleichung  f(x-\-y  [/  — 1 ) = 0 
genügen. 


35. 

Wenn  uns  nun  die  lauter  ungleiche  Wurzeln  habende  Gleichung 
f(x  + y l/“l)  = U+  F l/=T  = 0 
gegeben  ist,  so  wollen  wir  jetzt  zu  bestimmen  suchen,  wie  viele 
Wurzeln  dieser  Gleichung  cs  gicbt,  deren  reeller  Theil  zwischen 
den  Gränzen  x„  X,  und  deren  Factor  der  imaginären  Grösse 
1/  — 1 zwischen  den  Gränzen  y„,  Y enthalten  ist,  wobei  wir  aber 
annehmen  wollen,  dass  .r  + y |/  — 1 weder  für  x = x„,  noch 
für  x=X,  noch  für  y = y„,  noch  für  y = Y eine  Wurzel  unse- 
rer Gleichung  wird.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  uns  x0 , y„  und 
X,  Y als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  zweier  Punkte  in  einem 
beliebigen  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  denken,  und  wollen 
durch  die  Endpunkte  der  den  Ordinaten  y0,  Y entsprechenden  ge- 
raden Linien  Parallelen  mit  der  Abscissenaxc  ziehen,  so  werden 
diese  Parallelen  in  Gemeinschaft  mit  den,  deu  Ordinaten  y„,  Y ent- 
sprechenden, nötigenfalls  verlängerten  Linien  jederzeit  ein  Recht- 
eck einschliessen.  Die  Coordinaten  eines  jeden  Punktes  innerhalb 
dieses  Rechtecks  liegen  offenbar  zwischen  den  Gränzen  xa,  X 
nnd  y„,  I,  und  unsere  Aufgabe  wird  daher  offenbar  gelöst  sein, 
wenn  wir  bestimmen  können , wie  viel  Punkte  innetalb  dieses 
Rechtecks  cs  giebt,  deren  Coordinaten  für  x und  y gesetzt,  der 
gegebenen  Gleichung 

f(x  + y = U+  V = 0 

genügeu,  auf  welche  Bestimmung  wir  demnach  jetzt  unser  Augen- 
merk allein  werden  zu  richten  haben. 

Die  durch  den  Endpunkt  von  y„  gehende,  der  Abscisscnaxe 
parallele  Seite  unsers  Rechtecks  soll  als  die  erste;  die  durch  den 
Endpunkt  von  X gehende,  der  Ordinatenaxe  parallele  Seite  soll 
als  die  zweite;  die  durch  den  Endpunkt  von  Y gehende,  der  Ab- 
scissenaxe  parallele  Seite  soll  als  die  dritte;  die  durch  den  End- 
punkt von  x„  gehende,  der  Ordinatenaxe  parallele  Seite  soll  als 
die  vierte  Seite  unsers  Rechtecks  angenommen  werden.  Für  jeden 
Punkt  in  der  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten  Seite  ist  respective 

y = y0,  x=  X,  y=Y,  x = x0, 
und  weil  unn  nach  der  Voraussetzung  nie 

/(•*•  •+■  y»  l/—  1) = 0, 

/(X-f-y  1/-I)  = 0, 
f(x  -4-  ry/-i)=o, 

f[xa-Y  y v — i)  = o 
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seiu  soll,  so  genügen  die  Coordinaten  keines  Punktes  in  dem  Uni' 
fange  unsere  Rechtecks  der  gegebenen  Gleichuug/i^r-f-y  \/ — J)=0, 
und  der  l’mfang  dieses  Rechtecks  kann  also  als  die  im  vorigen 
Paragraphen  betrachtete  geschlossene  Curve  angenommen  werden. 

Die  Längen  der  vier  Seiten  unsere  Rechtecks  seien  nach  der 
Reihe  r„  c.,  c,,  c«,  und  c — c,  -+-  c.  -+-  ct  -+-  c.  sei  der  ganze 
l'mfang  des  Rechtecks.  Der  Kürze  wegen  wollen  wir 

y = 9(*>  y) 

setzen,  und  der  den  Granzen  # = 0,  z = c,  wobei  der  vorige  Pa- 
ragraph zn  vergleichen  ist,  entsprechende  Excess  dieser  Function 
sei  E\  so  ist  nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen 
Satze  {E  die  Grosse,  welche  wir  suclien,  und  cs  wird  nun  darauf 
ankommen,  zu  zeigen,  wie  der  Excess  E gefunden  werden  kann. 

Für  jeden  Punkt  der  ersten  Seite  ist  y=zy„  und  folglich 
g(.r,  y)  — tf(ar,  y0).  Für  1=0  und  *=c,  ist  respective  ar=.v. 
und  ,ar=X;  also  ist  der  Excess  von  y(.r,  y)  für  die  Gränzen 
* = 0 und  » = <•,  offenbar  dem  Excesse  von  <p(.z\  y„)  für  die 
Gränzen  .-v  = &0  und  .r=  X,  welchen  wir  durch  Ey.  bezeichnen 
wollen,  gleirh.  . ' 

Für  jeden  Punkt  der  zweiten  Seite  ist  «a?  = X.  und  folglich 
9>(jt,  y)  = <p(  X.  y).  Kür  s = c,  und  s = c1-4-c,  ist  y = y0  und 
y=  F;  also  ist  der  Exress  von  y)  für  die  Gränzen  * = c, 

und  t = c,  -J-C,  dem  Kxccssc  von  y(X,  y)  für  die  Gränzen 
y = y„  und  y — Y,  welchen  wir  durch  durch  Ex  bezeichnen  wol- 
len, gleich.  , 

Für  jeden  Punkt  der  dritten  Seile  ist  y = I’,  und  folglich 
y(.zr,  y)  = g>(.z:,  F).  Für  * = und  * = c,  -+-  c.  -+- c,  ist 

X und  j;  = iZ-0;  ulso  ist  der  Exress  von  y>(.r,  y)  für  die 
Gränzen  * = c,-t-c,  und  * = c,  c,  -+-  c,  dem  Excesse  vou 
§p( x,  FJ  für  die  Gränzeu  je  = A und  x = jc0,  welchen  wir  durch 
E'y  bezeichnen  wollen,  gleich. 

Für  jeden  Punkt  der  vierten  Seite  ist  ,z'  = .ra,  und  folglich 
y)=5 p(x.,  y).  Für  und 

ist  y = > uud  y = y„;  also  ist  der  Excess  von  <f(x,  y)  für  die 
Gränzen  t = c,  -f-  c,  c,  und  * = c,  -f-  c,  -f-  c,  -+- c.  = c dem 
Excesse  von  <p(&0,  y)  für  die  Gränzen  y=  1 und  y— y0,  welchen 
wir  durch  Ex.  bezeichnen  wollen,  gleich. 

Auf  der  Stelle  erhellet  nun  aber  aus  dem  allgemeinen  Begriffe 
des  Exresses  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

E—Ey.+  Ex  + E’y  -t-  Ex., 

wo 

Ey.,  Ex,  Er,  Ex. 

die  Excesse  der  Functionen 

y(-r,  y„),  y(A,  y),  <p(x,  i),  y(.r0,  y) 

für  die  Gränzen 

*o,  X;  y„,  F;  X,  x0-,  F,  y„ 

sind,  welche  nach  den  in  der  zweiten  Abthcilung  dieser  Abhand- 
lung gegebenen  Regeln  immer  berechnet  werden  können. 


Digitized  by  Google 


56 


Bezeichnen  wir  nun  aber  die  den  Gränzen  .z?0,  X und  y„,  ¥ 
entsprechenden  Kxcesse  der  Functionen  <p(.r,  I ) und  <p(-ra,  y) 
durch  £r  und  Ex,l  so  erhellet  aus  dem  allgemeinen  Begriffe  des 
Excesses  auf  der  Stelle,  dass 

Er  = — Er,  EXö—  — Ex. 

ist,  und  nach  dem  Obigen  ist  folglich 

E=(Ex  - Ex.)  — (Er  - Eyo), 

und  also  die  Grösse,  welche  wir  suchen, 

i\(Ex-Ext)-(Er-Ey.)\, 

wo 

Ex,  Er„  Er,  Ey0 

die  Excesse  der  Functionen 

y(X,  y),  <t(x0>  y),  <P(*,  Y),  9p (ar,  y0) 
für  die  Granzen 

Vo,  Y ; y0,  I , *&o,  X ; X 

sind,  welche  nach  den  in  der  zweiten  Abtbeilung  dieses  Aufsatzes 
entwickelten  Regeln  jederzeit  gefunden  werden  können. 

Das  in  dem  Vorhergehenden  enthaltene,  von  Cauchy  gefun- 
dene, iu  jeder  Beziehung  höchst  merkwürdige  und  wichtige  Theo- 
rem ist,  in  Verbindung  mit  dem  Satze  von  Sturm,  und  den  im 
Obigen  entwickelten  aHgeineinen  Regeln  zur  Berechnung  des  Ex- 
cesses  gebrochener  Functionen,  im  eigentlichen  Sinne  als  neu  ge- 
wonnenes Land  in  der  Theorie  der  Gleichungen  zu  betrachten, 
und  wird  uls  eine  der  wichtigsten  Erlindungen  auf  dem  Gebiete 
der  Mathematik  dem  gegenwärtigen  Jahrhundert  jederzeit  zur  Ehre 
und  zum  Ruhme  gereichen,  wobei  auch  noch  die  ganz  elementare 
Darstellung,  welche  man  im  Obigen  kennen  gelernt  hut,  ganz  be- 
sonders hervorgehoben  zu  werden  verdient.  Ganz  richtig  sagt 
Herr  Abbe  Motgno  im  Eingänge  seiner  Abhandlung:  ,,Lagrange 
et  Legendre  auraient  en  eflet  eu  de  la  peine  ä croire  qu’on  arrive- 
rait  par  des  proeddös  tres  eldmcntaires  ä determiner.  pour  une 
equation  de  degre  quelconque,  le  nombre  des  racines  imaginaires 
dont  la  partie  rdelle  et  le  coefficient  de  \/  — 1 sont  compris  entre 
des  limites  donudes";  womit  wir  unsere  Durstellung  dieses  höchst 
wichtigen  Gegenstandes  beschliessen  wollen. 
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VI. 


Neue  Beweise  einiger  Satze  , und  allgemeine 
Bemerkungen  über  eine  in  der  Analysis  in  ge- 
wissen Füllen  gebräuchliche  Art  der  Beweis- 
führung. 


Von  dem 


Herrn  Doctor  Stern 

zu  Göttingen. 


Eine  grosse  Anzahl  combinatorischer  Lehrsätze  wird  bis  jetzt 
in  den  Lehrbüchern  dadurch  bewiesen,  dass  man  sie  an  die  Be- 
trachtnng  einer  nach  den  Potenzen  einer  beliebigen  Grösse  x fort- 
schreitenden Reibe  ankuüpft.  Dahin  gehört  z.  B.,  um  nur  ganz 
Elementares  zu  erwähnen,  das  übliche  Verfahren,  wie  man  die  Re- 
cursionsformel  für  die  Coeflicienten  der  »ten  Potenz  eines  Polyno- 
niums.  den  Zusammenhang  der  Coefficienteii  in  der  Exponentialreihe 
und  Aehnliches  findet.  Auch  die  merkwürdigen  Untersuchungen 
über  die  Theilung  der  Zahlen,  welche  Euler  in  dem  16.  Cap. 
seiner  Einleitung  in  die  Analysis  des  Unendlichen  angestellt  bat, 
beruhen  gänzlich  auf  Betrachtung  solcher  Reihen  und  es  ist  bis 
jetzt,  so  viel  mir  bekannt  ist,  nient  gelungen,  die  dort  gefundenen 
Sätze,  die  elementarsten  abgerechnet,  ohne  Hülfe  der  Reihen  abzu- 
leiten.  So  fruchtbar  auch  diese  Art  der  Beweisführung  ist,  so 
scheint  sie  doch  einen  wissenschaftlichen  Mangel  zu  haben,  inso- 
fern sie  ein  Element  x einführt,  welches  in  den  zu  beweisenden 
Sätzen  gar  nicht  vorkommt.  Sie  hat  hierin  Aehnlicbkeit  mit  dem 
Verfahren  der  synthetischen  Geometrie,  die  Hülfslinien  einführt, 
welche  ebenfalls  den  zu  beweisenden  Sätzen  fremd  sind.  So  wie 
es  aber  in  neuerer  Zeit  gelungen  ist,  solche  Hülfsconstructionen 
fast  gänzlich  entbehrlich  zu  machen,  so  scheint  cs  auch  wünschens- 
werth,  dass  man  alle  Sätze,  die  nicht  zu  der  Theorie  der  Reihen 
gehören,  ohne  deren  Hülfe  finde.  leb  hoffe  bei  einer  anderen  Ge- 
legenheit nachzuweisen,  wie  dies  bei  allen  erwähnten  Eulerschen 
Sätzen  geleistet  werden  kann  und  will  hier  vorläufig  nur  für  einen 
derselben  einen  sehr  einfachen  Beweis  geben.  Dieser  sehr  bekannte 
Satz  sagt, 

dass  man  alle  ganzen  Zahlen  aus  den  Gliedern  der 

nach  den  Potenzen  von  i fortgehenden  geometri- 
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sehen  Progression,  so  dass  jedes  Glied  nur  einmal 
verkommt,  durch  Addition  bilden  kann  und  zwar  nur 
auf  eine  einzige  Weise.  1 

Die  Anzahl  der  Combinationen  ohne  Wiederholungen,  die  man 
aus  den  m- 1- 1 Elementen  1,  2,  2*  . . . 2"  bilden  kann,  ist 


, m-\-  \ . m . m-\-l  .m  . m — 1 

'’+i  + nn — 1 nrr* — 


= 2»+»— 1. 


Unter  diesen  Combinationsformen  können  nie  zwei  dem  Wertiie 
nach  gleich  sein,  wenn  man  sich  die  Elemente  durch  Addition  ver- 
bunden denkt.  Die  zwei  Formen,  welche  gleich  sein  sollten, 
müssten  entweder  beide  oder  keine  von  beiden  das  Element  1 ent- 
halten. Sei  nun  die  eine 

2*.  + 2*. . . . +2 1'+  M, 

die  andere 

2A-4-2'.  ....  +2'-+  M, 

wo  M die  Summe  der  Elemente  bezeichnen  soll,  die  beiden  Grup- 
pen gemeinschaftlich  sind,  so  dass  also  /•,,  k,,  ...  kr ln 
sämmtlich  unter  einander  verschiedene  Zahlen  sind.  Man  hätte 
mithin 

2*.  -+-  2*. . . . •+•  2*r  = Vi  -f-  2'.  . . . -+-  V.  . 

Bezeichnet  nun  kt  den  kleinsten  Exponenten,  so  hätte  man 


1 _t_  2*.—*,  ...  -i-  2*>-*.  = -+■  2'.-*> 


H-  2'.-*., 


was  unmöglich  ist,  da  keine  der  Zahlen  kt — ...  kr — k ,, 

l, — k,  ...ln  — k,  gleich  Null  sein  kann.  Jede  der  2m+1  — 1 
Combinationsformen  muss  olso  einen  anderen  Werth  haben.  Nun 
ist  der  Werth  der  ersten  und  kleinsten  t'ombinationsform  =1,  der 
der  letzten  und  grössten  = 1 2 2 ’ ...  -1-2'"=  2"'+* — I; 

mithin  müssen  die  dazwischen  liegenden  Combinationen  alle  gan- 
zen Zahlen  zwischen  1 und  2"+i  — 1 und  zwar  jede  nur  eiumal 
geben. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  auch  den  anderen  bekannten 
Satz  beweisen,  dass  man  jede  Zahl  aus  der  nach  Potenzen 
von  3 aufsteigenden  geometrischen  Progression  durch 
Addition  und  Subtraktion,  und  zwur  uur  auf  eine  Weise, 
bilden  kann. 


In  den  Nov.  Act.  Acad.  Petr.  T.  IX.  p.  44  findet  Euler  mit 
Hülfe  der  Integralrechnung  den  Ausdruck 


2 J_  2.  JL  JL  * JL 

2 7 ■*"  7 ' 11  ■*"  7 * II  * 15 

Die  Richtigkeit  dieses  Ausdrucks  lässt  sich  auch  leicht  vermit- 
telst der  Theorie  der  Kettenbrüche  nachweisen.  Es  ist  nämlich 


2 2 

2 7—5’ 


5 


7 . 5 
16-#’ 


9 = 


11  . 9 
24—13’ 


13  = 


15  . 13 
32—17 


u.  s.  w., 


mithin 


Digitized  by  Google 


59 


^ j_ 

2 7—7 . 5 

16—11 . 9 

24  — 15.  13  ‘ , 

32  etc.  1 

Verwandelt  man  diesen  Kettenbruch  nach  der  bekannten  Methode 
in  eine  Reihe,  so  erhält  man  den  obigen  Ausdruck. 


VII. 

Turners  Eigenschaft  der  ungeraden  Zahlen. 

Mitgetbeiit  und  bewiesen  vom 

Herausgeber. 


ln  der  Versammlung  brittischer  Gelehrten,  welche  im  Septem, 
ber  1837  zu  Liverpool  gehalten  wurde,  theilte  Sir  W.  Hamilton 
folgende  von  Turner  gefundene  Eigenschaft  der  ungeraden  Zah> 
len  mit: 

Wenn  man  die  Summen  der  lsten;  der  2ten  und  3ten; 
der  4ten,  5tcn  und  6tcn;  der  7ten.  8ten,  Uten  und 
lOten;  u.  s.  w.  ungeraden  Zahl  bildet;  so  erhält  man 
die  Cubi  der  natürlichen  Zahlen  nach  der  Reihe. 

Es  ist  nämlich 

l'=  1, 

2*  = 3 + 5, 

3>  = 7 + 9 + 11, 

41 =13+15  + 17 +19, 

5*  =21 +23  + 25  + 27  + 29, 
u.  s.  w. 

welches  auf  folgende  Art  leicht  bewiesen  werden  kann. 

Die  ersten  Glieder  der  arithmetischen  Reihen,  deren  Summen 
durch  die  Cubikzablen  1*,  2*,  3*,  4*,  ....  dargestellt  werdeu 
sollen,  sind 

1 . 0+1,  2 . 1 + 1,  3 . 2+1,  4 . 3+1,  5 . 4+1, . . .,  s(» — 1)  + 1; 

welches  leicht  durch  den  Schluss  von  « auf  w + 1 bewiesen  wer- 
den kann,  indem  nämlich,  wenn  dieses  Gesetz  für  t*  gilt,  das 
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erste  Glied  der  arithmetischen  Reihe,  deren  Summe  nach  dem 
Tnrnerschen  Satze  durch  (»4-1)»  dargestellt  werden  soll,  nach 
der  Lehre  von  den  arithmetischen  Progressionen  offenbar 

|»(»- 1 )-4- 1 1 4-  2(»-f- 1 — 1 ) = »(»-  1)  4-  2»4- 1 = («4-1 ) —4- 1 

ist,  so  dass  also  das  bemerkte  Gesetz  für  «4-1  gilt,  wenn  es  für 
n gilt,  und  daher  allgemein  richtig  ist. 

Hiernach  kommtes  nun,  um  de«  Turnerschen  Satz  zn  be- 
weisen, bloss  darauf  an,  zu  zeigen,  dass 

»*  = (»(»- 1)4-1)  4- W*-l)4-3|  4- |»(»-1)  + 5|  4-... 

4-  f »(« — 1)4-2« — 1 1 

ist.  Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  ist 
aber  eine  gewöhnliche  arithmetische  Reihe,  deren  Summe  be- 
kanntlich 

!«<*  — 1)-+-1|  !«<n-l)-t-2n-l|  „ 

« • n n • n — - » 

ist,  welches  bewiesen  werden  sollte. 

Mittelst  dieses  Turnerschen  Satzes  kann  man  nun  auch  leicht 
die  Reihe  der  Gubikzahlen  1*,  2».  3’,  4»,  ....  »*  summiren. 

Nach  demselben  ist  nämlich  offenbar 

1 > 4- 2'  4-  3’  4-  4’  4-  ...  4-  »’  = 1 4-  3 4-  5 4-  7 4-  0 4-  .. . 

-1-  l(»  4*  1)  » — l|i 

und  folglich,  weil 

(»4-1)  « — 1 =2. j W 

also  ](»4-l)»  die  Anzahl  der  Glieder  der  arithmetischen  Reihe 
auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  ist,  nach  der  Lehre 
von  den  arithmetischen  Progressionen 

1»  4-2»  4-3»  4-4*  4-  ...  4-»'  = . <5±1>» 

= {^}\ 

wodurch  die  Summe  der  dritten  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen 
gefunden  ist. 

Als  eine  Kigenschaft  der  geraden  Zahlen  kann  man  sich  fol- 
genden  ebenfalls  leicht  zu  beweisenden  Satz  merken: 

1»  4-  1 = 1(1’  4-1)=  2, 

2»  4- 2 = 2(2»  4-1)=  4 4-6, 

3*  4- 3 = 3(3»  4-1)=  84-104-12, 

4»  4-  4 = 4(4»  4-  1)  = 14  4-  16 4-  18  4-  20, 

5»  4- 5 = 5(5*  4-1)  = 22  4- 24  4- 26  4- 28  4- 30, 
u.  s.  w. 
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VIII. 

Einige  Resultate  aus  verglichenen  Barometer- 
Beobachtungen  in  Berlin  und  Neustadt  - 
Eberswalde. 

Von  dem 

Herrn  Professor  F.  W.  Schneider 

an  der  Königlichen  höbern  Forst-Lehr-Austalt  zu  Neustadt-Eberswalde. 


Kitte  Reihe  fortlaufender  meteorologischer  Beobachtungen,  die 
ich  in  den  Jahren  1835  und  1836  auf  Veranlassung  des  Herrn  Prof. 
Bergbaus  am  hiesigen  Orte  ( Neustadt- Kbcrswalde)  sechsmal  täg- 
lich anstellte,  vergliclt  ich,  soweit  sie  das  Barometer  betrafen,  lür 
den  Zeitraum  vom  1.  Januar  bis  II.  März  1836  durch  graphische 
Darstellung  mit  den  gleichzeitigen  Beobachtungen  des  Herrn  l'rof. 
Mndler  in  Berlin.  Der  Nullpunkt  meines  Barometers  (Pistor’sckei 
mikroskopisches  Heber- B.  Nr.  135,  der  hiesigen  Rönigl.  Forstlehr- 
anstalt  gehörig)  lag  6-1,89  pariser  Kuss  über  der  Ostsee  bei  Swine- 
münde,  wie  durch"  einen  von  dem  R.  ingenieurgeogruphen  Herrn 
Bertram  und  mir  bewirkten  Anschluss  an  das  Nivellement  des 
Herrn  Majors  llaeyer  zwischen  Swinemünde  und  Berlin,  und  zwar 
an  die  Station  Pimpinellenberg  bei  Oderberg,  ermittelt  worden  war. — 
Die  analoge  Bestimmung  für  dos  Mädl ersehe  Barometer  ist  mir 
nicht  bekannt  geworden":  nur  so  viel  ist  gewiss,  dass  eine  Höhen- 
differenz beider  Beobachtungsorte  vorhanden  war,  und  diese  wenig- 
stens 45  Fuss  (Berlin  über  Neustadt)  betragen  musste.  (Vergl.  Ni- 
vellement zwischen  Swincmiinde  und  Berlin,  von  J.  J.  Bucver, 
Berlin  1840,  Seite  112.) — Die  Mädlerschen  Beobachtungen  ent- 
nahm ich  aus  der  Berliner  Vossiscben  Zeitung,  wo  sie  für  -+-  10°  fl, 
Normaltemperatur  des  (fuecksilbers  , täglich  mitgetbeilt  werden, 
nachdem  ich  sie  wie  die  meinigen  auf  0°  Norinalteinperatur  redurirt 
hatte.  Die  horizontale  Entfernung  beider  Beobachlungsorte  beträgt 
ohngefälir  6 Meilen,  und  ihre  Verbindungslinie,  von  Berlin  uus 
nordöstlich,  fällt  in  die  Richtung  der  herrschenden  stärkeren  Winde 
und  Stürme. 

Die  Barometerstände  während  des  oben  bezeichneten  Zeitraums 
waren  sehr  veränderlich;  Perioden  höherer  und  hoher  Stände  (über 
28  Zoll)  wechselten  in  kurzen  Ucbergäugen  mit  ausgezeichnet  nie- 
derem Luftdruck,  der  einmal  sogar  unter  27  Zoll  herabging  (den 
30.  Januar  Mittags,  wo  ich  321,92'"  beobachtete). 

Den  gleichzeitigen  Gang  beider  Kurven  habe  ich  auf  Tafel  I. 
in  einer  Zeichnung  entworfen,  in  der  Art,  dass  ihre  Ordinalen  die 
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Barometerhöhen  unmittelbar  in  pariser  Maass  längs  zwei  mit  27"  und 
28"  bezeichnten  Abscissenaxen  darstelleu,  woraus  der  Vortheil  ent- 
steht, dass  man  den  Gang  der  barometrischen  Differenzen  sofort 
in  demselben  Maassstabe  erblickt,  wie  ihn  die  Scala  des  Instruments 
anzeigte.  Obgleich  der  Zeitraum  der  verglichenen  Beobachtungen 
nur  Kurz  ist,  so  zeigen  sich  doch  als  deutlich  hervortretend  fol- 
gende Phänomene: 

1)  Die  Neustädter  Kurve  liegt  fast  überall  höher  als  die  Berli- 
ner. wie  sich  ohnehin  nach  der  Höhendifferenz  beider  Orte  erwar- 
ten Hess.  Nur  am  17..  28.,  HO.  und  31.  Januar  und  ntn  16.  Februar 
war  der  Barometerstand  in  Neustadt  kurze  Zeit  hindurch  niedriger 
als  der  in  Berlin,  aber  mit  so  geringen  Unterschieden,  dass  sie  hei 
dem  Maassstabe  der  Zeichnung  nicht  überall  sichtbar  werden. 

2)  Alle  bedeutenden  Aufgänge  und  Niedergänge  sind 
beiden  Kurven  gemein. 

3)  Aber  das  Phänomen,  welches  ich  hauptsächlich  hier  zur 
Sprache  bringen  wollte,  ist  die  Veränder  I ich  kei  t in  derDiffe- 
renz  der  Barometerstände  an  beiden  Beobachtungsorten,  und  dabei 
das  Gesetz  dieser  Veränderlichkeit  in  den  mit  zahlreichen  Wind- 
und  Sturmperioden  durchzogenen  Monaten  Januar  und  Februar: 

Bei  jedem  bedeutenden  und  plötzlichen  Niedergang 
des  Barometers  nähern  sich  die  Neustädter  und  Berli- 
ner Kurven,  zuweilen  fast  bis  zur  Kongruenz  (s.  u.  a.  den 
18.,  23.,  24.,  29.  und  30.  Januar),  bei  jedem  Aufgange  trennen 
sie  sich  wieder,  und  in  den  Perioden  der  höheren  Baro- 
meterstände und  bei  mehr  windstiller  und  beständiger 
Witterung  sind  die  Abweichungen  am  grössten.  Ein 
Gleiches  tiudet  Statt  bei  Niedergängen,  die  allmählich 
erfolgen,  und  hei  tiefen  Barometerständen,  welche  meb-  / 
rere  Tage  mit  geringeren  Schwankungen  anhalten. 

Allerdings  kann  die  llifferenz  der  Barometerhöheu  an  zwei  Or- 
ten. die  nicht  in  demselben  Niveau  liegen,  nicht  konstant  bleiben, 
sondern  muss  sich  vermöge  de!  Mariottischen  Gesetzes  bei  niederem 
Luftdruck  verkleinern;  dass  aber  diese  Ursache  nur  einen  fast  un- 
merklichen  Antheil  an  dem  so  bedeutenden  Zusammengehen  der 
beiden  Kurven  in  ihren  tieferen  Regionen  haben  kann,  ergiebt  sieb 
aus  der  einfachsten  Rechnung,  und  bedarf  keiner  Erläuterung. 

Die  in  Nr.  3 gemachte  Bemerkung  berechtigt  zu  folgenden 
Schlüssen : 

a)  Bei  stürmischem  Wetter  , mit  welchem  ein  schnelles  Sinken 
der  Barometersäule  verbunden  zu  sein  pflegt,  sind  die  Luftschichten 
von  gleicher  Dichtigkeit  nicht  horizontal,  sondern  ihre  Lage 
nähert  sich  der  Parallelität  mit  dem  Boden. 

In  der  Richtung  von  Berlin  her  erhebt  sich  das  Terrain  von 
100  zu  150  bis  200',  und  fällt  dann  in  das  Fiuowthal  von  40"  abso- 
luter Höhe  ab;  die.  Luft  wird  also  iu  ihrer  Bewegung  von  Süd- 
westen her  zuerst  aufgestaut,  und  sinkt  dann  in  die  tiefere  Gegend. 
Hiermit  scheint  der  eben  ausgesprochene  Satz  in  ganz  einfachem 
Zusammenhänge  zu  stehen,  insofern  die  wellenförmige  Gestalt  der 
Erdoberfläche  auf  den  Weg  der  hei  windstillem  Wetter  horizontalen 
Luftschichten  von  gleicher  Dichtigkeit  unmöglich  ohne  Einfluss 
bleiben  kann.  Sobald  aber  dieser  Einfluss  eiuzutreten  beginnt,  ist 
die  Differenz  der  gleichzeitigen  Barometerstände  nicht  mehr  eine 
reine  Function  der  Höhendifferenz  beider  Beobachtungsorte  im  ei- 
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gentlichen  Sinne,  sondern  sie  entspricht  zugleich  der  relativ  en 
Höhenlage  dieser  Punkte  gegen  den  Boden.  Der  Nullpunkt 
des  Instruments,  an  welchem  ich  in  Neustadt  beobachtete,  befand 
sich  pariser  Fuss  über  dem  Boden;  wenn  nun  uueh  das  Mädler- 
sebe  Barometer  vielleicht  20'  über  der  Erdoberfläche  in  Berlin  be- 
findlich war,  so  ist  ebeu  die  Differenz  doch  nur  so  gering,  und  der 
Unterschied  der  absoluten  Höheu  wieder  so  gross,  dass  die  Annähe- 
rung der  beiden  Beobachtungskurven  mit  der  eben  versuchten  Er- 
klärung aufs  Beste  iibereinstimmt. — Allerdings  war  das  Mädlersche 
Barometer  mit  dem  meiuigen  nicht  verglichen;  da  sich  über  bei  ru- 
higem Wetter  die  Differenzen  des  beobachteten  Luftdrucks  dem  Hö- 
henunterschiede der  .Stationen  angemessen  zeigteu  (s.  die  Zeichnung), 
so  darf  daraus  auf  gute  Uebereinstimmuug  beider  Instrumente  ge- 
schlossen werden. 

A)  Wenn  man  die  Höhendifferenz  zweier  Punkte,  die  sich 
in  gleicher  oder  nahe  gleicher  Entfernung  vom  Boden  befinden,  aus 
einer  oder  einigen  gleichzeitigen  Barometerbeobachtungen  ableitet, 
so  erhält  mau  dus  Resultat  um  eine,  weder  durch  Rechnung  noch 
durch  Erfahrung  jemals  mit  einiger  Sicherheit  zu  bestimmende 
Grösse  viel  wahrscheinlicher  zu  klein  als  zu  gross.  Der  Kehler 
wächst  mit  der  Geschwindigkeit  des  Windes,  wenigstens  wenn  der 
Strich  desselben  nahe  oder  ganz  in  die  Verbindungslinie  der  beiden 
Stationen  fällt,  und  wenn  der  Barometergung  am  Tage  der  Beob- 
achtung eine  schnelle  Bewegung  aufwärts  oder  ubwärts  erleidet. 

<•)  Die  Berechn u ng  des  Höhenunterschiedes  derselben 
Punkte  aus  den  durch  mehrjährige  Beobachtung  gefun- 
denen mittleren  Barometerständen  giebt  um  so  gewisser 
falsche,  nämlich  zu  kleine  Resultate,  je  genuuer  die 
Mittel  sind,  d.  h.  aus  je  längeren  Beobachtungszeiträu- 
men sie  abgeleitet  wurden*).  Denn  die  mittlere  Differenz  des 
Luftdrucks  an  beiden  Orten  (oder  der  Logarithmus  seines  mittleren 
Quotienten)  setzt  sich  zusammen  aus  dem  Mittel  der  normalen  Dif- 
ferenzen bei  hohem  Barometerstände  und  ruhiger  Luft,  und  aus 
den  viel  zu  kleinen  Differenzen  während  der  Sturmperioden.  Eine 
Bestätigung  dieses  Satzes  glaube  ich  nachweisen  zu  könueu  durch 
die  Zahlen,  in  welchen  Herr  Major  Baeyer  (Nivellement  zw. 
Swinemünde  und  Berlin.  Seite  V)  die  Bergh  a us’ sehen  Berechnun- 
gen der  Höhe  Berlins  über  der  Ostseefläche  zusammenstellt,  die  sich 
auf  zwei-  bis  neunjährige  Beobachtungsreiheu  in  Berlin,  Swioe- 
münde,  Stralsund,  Danzig,  Königsberg.  Apcnrude  und  Altona  grün- 
den. Diese  Berechnungen  gaben  für  die  Höhe  von  Berlin  (Strassen- 

E Auster  im  Thorwege  der  alten  Sternwarte)  resp.  14,74,  14,33,  14,75, 
4,75,  15,23.  14,92,  im  Mittel  14,78  Toisen.  mithin  sämmtlich  um 
Beträchtliches  zu  kleine  Werthe,  da  durch  dus  Bacyer’sche 
Nivellement  dieselbe  Höhe  = 17,37t)  Tois.  gefunden  wurde. 

Mau  kann  also  diesen  Kehler  bezeichnen  als  denjenigen,  wel- 
chen die  nicht  horizontale,  vielmehr  der  Parallelität  mit 
dem  Boden  sich  nähernde  Bewegung  der  Luft  bei  hefti- 
geren Winden  hervorbringt,  und  es  dürfte  misslich  sein,  den- 
selben durch  eine  Korrektion  beseitigen  zu  wollen , die  wohl  weit 


*)  Diesen  allerdings  etwas  paradox  scheinenden  Satz  empfiehlt  der  geehrte 
Herr  Verf.  in  einem  an  mich  gerichteten  Schreiben  der  sorgfältigen 
Prüfung  der  Leser.  G. 
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unsicherer  und  im  Allgemeinen  weit  beträchtlicher  ausfallen  dürfte, 
als  etwu  die  Korrektion  wegen  Differenz  der  Breiten,  oder  die  we- 
gen Abnahme  der  Schwerkraft  in  der  Richtung  der  Vertikalen.  Ich 
glaube,  man  würde  zuverlässigere  Nivellements  aus  Barometerbeob- 
achtungen erhalten,  als  bisher,  wenn  man  die  Methode  der  vieljäh- 
rigen Mittel  gänzlich  verliesse,  dafür,  zur  Erleichterung  der  Ueber- 
sicht,  die  korrespondirenden  Beobachtungen  graphisch  zusammen- 
stellte. und  alsdann  nur  diejenigen  Perioden  uns  den  Sommer-  und 
Herbstmonaten  auswählte  und  zur  Berechnung  der  Mittel  verwen- 
dete, welche  durchaus  keine  plötzlichen  Schwankungen  des  Luft- 
drucks gezeigt  hätten. 

Obgleich  ich  kaum  zu  hoffen  wage,  durch  Vorstehendes  gelehr- 
ten Meteorologen,  zu  welchen  ich  mich  nicht  rechnen  darf,  etwas 
Neues  gesagt  zn  haben  , so  hedaurc  ich  doch  , dass  es  mir  nicht 
vergönnt  war,  die  graphische  Vergleichung  des  hiesigen  und  Berli- 
ner Barometerganges  während  eines  langem  Zeitraumes  fortzu- 
Betzen.  Bei  dem  jetzigen  Stunde  der  Wissenschaft  wäre  cs  gewiss 
nicht  mehr  ohne  Interesse,  folgende  Fragen  durch  zahlreiche  kor- 
respondirende,  und  übersichtlich  zusuniuiengestellte  Beobachtungen 
beantwortet  zu  erhalten  : 

Wie  verhält  sich  der  gleichzeitige  Barometergang: 

1)  Wenn  die  Station  A nahe  ain  Boden,  die  Station  B ent- 
fernt vom  Hoden  (z.  B.  auf  einem  hohen  Thurm«)  aber  in  dem- 
selben Niveau  mit  A.  befindlich  wäre.  Sollte  hier  nicht  bei  ru- 
higer Luft  und  hohem  Druck  ein  gleicher  Barometerstand,  über 
wahrend  der  Windperiodeu  hei  niederem  Druck,  in  der  Stution  A 
ein  höherer  Barometerstand  als  der  gleichzeitige  in  B zu  erwarten 
sein  I Die  kurven  wurden  ulso  die  entgegengesetze  Erscheinung 
zeigen,  als  die  der  beiliegenden  Zeichnung,  d.  h.  die  Berührung 
würde  in  den  Regionen  der  hohen  und  länger  anhaltenden  niede- 
ren. die  Abweichung  in  den  niederen  von  kürzerer  Dauer,  eintreten. 
Die  Berechnung  der  Höhendifferenz  aus  den  Mitteln  ergäbe  nicht  0, 
sondern  A tieter  als  B. 

2)  Wenn  die  Stationen  A und  B in  gleicher  Entfernung  vom 
Boden,  aber  in  verschiedenen  Niveaus  lägen  t Ein  Beitrag  zur  Un- 
tersuchung dieses  Falles  wur  der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes 
und  der  heigegehenen  Zeichnung. 

3)  Wenn  sich  der  Boden  unter  A und  B in  demselben  Niveau 
befände!  Hier  würden,  wenn  A und  B verschiedene  absolute  Höhe 
hätten  , auch  bei  schnell  abnehmendem  Luftdruck  mehr  normale 
Differenzen  der  Barometerhöhen  zu  erwurten  sein,  mithin  die  kur- 
ven bei  den  Niedergängen  nur  geringe  Konvergenz  zeigen,  und 
die  Berechnung  der  Höhendifferenz  aus  den  barometrischen  Mitteln 
liesse  die  relativ  zuverlässigsten  Resultate  erwarten. 

4)  Wie  unterscheidet  sich  der  gleichzeitige  Gang  der  Barome- 
terstände. jenuchdem  die  Verbindungslinie  der  Stationen  in  die 
Richtung;  der  herrschenden  Winde , oder  mehr  rechtwinklig  mit 
dieser  Richtung  fällt?  Auch  dürfte  die  Loge  des  Beohuehtungs- 
ortes , auf  einem  langgestreckten  Erdriickeu  oder  isolirten  Berge, 
welcher  den  bewegten  unteren  Luftschichten  ein  Ausweichen  zur 
Seite  gestattet,  nicht  weniger  wesentliche  Modifikationen  in  die 
Erscheinungen  bringen. 


Digitized  by  Google 


65 


IX. 


Uebcr  Reisebarometer. 


Von  dem 

Herrn  Professor  F.  W.  Schneider 

au  der  Königlichen  hohem  Forst-I.ehr-Anstalt  zu  Nenstadt-Ebcrsvvahlc. 


Bekanntlich  ist  die  Reduction  der  Barometerstände  auf  eine 
feste  Normalleinperatur  des  Quecksilbers  eine  so  wichtige  Korrek- 
tion. dass  die  Vernachlässigung  derselben  barometrische  Beobach- 
tungen für  wissenschaftliche  Zwecke  fast  werthlos  macht.  Man 
versieht  desshalb  jedes  Barometer,  das  zu  genauen  Untersuchungen 
dienen  soll,  mit  einem  Thermometer.  Behufs  der  Temperaturangabe 
einer  Masse  Quecksilbers,  welches  in  einer  kurzen  Roiire,  von  glei- 
chem Durchmesser  mit  dem  der  Barometerröhre,  sich  so  nahe  neben 
dieser  befindet,  dass  eine  gleiche  Temperatur  beider  vorausgesetzt 
werden  darf. 

Leider  aber  wird  noch  fortwährend  im  Bau  der  Barometer,  na- 
mentlich der  zu  Beobachtungen  auf  Reisen  bestimmten,  ein  Verse- 
hen begangen,  durch  welches  die  Sicherheit  in  der  Korrektion  der 
Quecksilbertemperntur  bedeutend  gefährdet  erscheint.  Ich  meine  die- 
jenigen Instrumente,  welche,  wie  die  sonst  so  vortrefflichen  Greiner- 
sclien  und  Pistorschen  mikroskopischen  Heberbarometer,  mit 
einer  etwa  auf  J der  Lange  fest  in  einen  Holzrahmen  verschlosse- 
nen. im  Uebrigen  frei  dem  Luftzuge  ausgesetzten  Quecksilberröbre 
versehen  sind.  Bei  der  schlechten  Warmeleituug  des  Holzes  bedarf 
es  offenbar  einer  längeren  Zeit  (oft  sind  J Stunden  nicht  ausrei- 
chend), bevor  die  Temperatur  des  eingeschlossenen  Quecksilbers 
sich  mit  der  Lufttemperatur  ins  Gleichgewicht  setzt,  wahrend  dies 
bei  dem  im  oberen  Theile  und  im  kürzeren  Schenkel  enthaltenen 
Quecksilber  viel  eher  geschehen  muss.  Hut  man  sich  nach  einer 
im  Freien  gelegenen  Bcobuchtungsstution  begeben,  ist  vielleicht  das 
Futteral  des  Barometers  und  somit  sein  ganzer  Inhalt  durch  die 
aufprallenden  Sonnenstrahlen  bedeutend  erwärmt  worden;  so  zeigt 
innerhalb  geraumer  Zeit  nach  dem  Aufhiingen  des  Instruments  das 
Thermometer  desselben  eine  um  mehrere  Grade  höhere  Temperatur 
als  die  umgebende  Luft,  da  doch  ohne  Zweifel  derjenige  Theil  der 
Quecksilbersäule,  der  in  den  durchbrochenen  Raumen  der  Holzfas- 
sung liegt , bereits  einen  der  Luftwiirme  naher  kommenden  Grad 
angenommen  haben  muss.  Man  bat  daher  durchaus  keine  Gewähr- 
schaft, dass  das  Quecksilber  des  Barometers  gleichförmig  er- 
Tbeil  I.  5 
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wärmt  sei  , wenn  man  nicht  einem  oft  sehr  lästigen  Zeitverlust 
durch  stundenlanges  Warten  Bich  hingeben  will.  Selbst  dann  noch 
möchte  unter  gewissen  Umständen  zweifelhaft  sein , ob  die  Tempe- 
ratur der  verschiedenen  Tlieilc  der  Säule  unter  einander  und  mit 
der  Temperatur  des  Thermometers  bis  auf  Zcbntclgradc 
iibereinstimmen,  und  es  bleibt  eiue  Unsicherheit,  welche  der  sonsti- 
gen Hinrichtung  des  Instruments  (der  mikroskopischen  Einstellung 
und  dem  Nonius  auf  öOtrl  Linien)  wenig  angemessen  ist. 

Beim  Gebrauch  ähnlicher  Barometer  zu  Beobachtungen  im  Zim- 
mer verliert  zwar  der  erwähnte  Nachtheil  an  Erheblichkeit,  sobald 
man  in  ungeheizten  Zimmern  beobachtet,  wo  sich  die  Temperatur 
langsam  ändert;  in  geheizten  Zimmern  aber  ist  der  Uebelstand  um 
so  grösser,  weil  man,  an  bestimmte  Ueobacbtungszeiten  gebunden, 
die  Ausgleichung  der  Temperatur- Differenzen  nicht  abwnrtcn  kann. 
Es  entsteht  also  die  Kruge,  ob  nicht  bei  der  Verfertigung  der  Ba- 
rometer folgende  Grundsätze  zu  befolgen  wären: 

1)  Die  Quecksilbersäule  muss  nach  der  ganzen  Länge 
beider  Schenkel  frei  liegen,  entweder  in  einem  durch- 
brochenen, durch  sch  m a I e Metal  I bau  der  zusa  m in  engchal- 
tenen  Gestell,  oder  vor  demselben,  und  so  weit  davon 
entfernt,  dass  sie  ringsum  von  der  Luft  bestrichen  wer- 
den kann. 

2)  Eine  ganz  gleichartige  Lage  muss  die  Queoksil- 
berröhre  haben,  in  welcher  sich  die  Kugel  des  fixen 
Thermometers  befindet. 

Da  es  längst  transportable  Barometer  giebt,  deren  Köhren  frei 
vor  der  Holzwand  liegen,  so  fällt  der  Einwand  weg,  dass  die  par- 
tielle Einschliessung  zur  Sicherung  des  Instruments  unvermeidlich 
sei.  — Bei  dieser  Gelegenheit  möchte  ich  auch  noch  behaupten, 
dass  eia  Thermometer  der  Skala,  womit  man  genauere  Instru- 
mente zu  versehen  pflegt,  ganz  füglich  entbehrt  werden  kann.  Denn 
wenn  angenommen  wird,  dass  die  Längcuausdclioung  des  Messings 

beträgt  von  der  Ausdehnung  der  Quecksilbersäule,  so  genügt  es 
selbst  bei  den  genauesten  Messungen  , die  Temperatur  der  Skala 
nur  in  ganzen  Graden  zu  wissen,  und  um  ganze  Grade  wird  das 
Thermometer  der  Skala  nie  vom  Thermometer  des  Quecksilbers 
abweichrn,  wenn  letzteres  nicht  im  Holze  eingesclilosscn  ist.  Man 
kann  folglich  die  Temperatur  der  Skala  vom  Thermometer  des 
Quecksilbers  ablesen , ohne  fürchten  zu  müssen  . die  reducirte 
Barometerhöhe  nicht  mit  eben  so  vielen  Hnnderttbeileu  der  pariser 
Linie  zu  erhalten . als  wenn  mau  die  Temperatur  der  Skala  beson- 
ders gemessen  hätte. 
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X. 


Das  Binomialtheorem  für  positive  ganze  Expo- 
nenten, als  specieller  Fall  eines  allgemeinen! 
Satzes  betrachtet. 


Vom 

Herausgeb  er. 


Längst  ist  den  Mathematikern  der  merkwürdige  Satz  von  den 
Binomiai - Coefticicnten  bekannt,  auf  welchen  Euler,  Segner, 
L’lluilier,  Rothe,  Busse  und  andere  neuere  Geometer  den 
kürzesten  und  einleuchtendsten  Beweis  des  binomischen  Lehrsatzes 
in  seiner  grössten  Allgemeinheit  gegründet  hoben.  Nicht  so  allge- 
mein bekannt  dürfte  aber  die  Bemerkung  sein,  dass  in  dem  in  Rede 
stehenden  Satze  von  den  Binomiai -Coeflicienten,  wenn  man  densel- 
ben nur  auf  eine  zweckmässige  Weise  erweitert,  der  Binomische 
Lehrsatz  für  positive  ganze  Exponenten  selbst  als  ein  specieller  Fall 
enthalten  ist,  welches  zu  zeigeu  der  Hauptzweck  des  vorliegenden 
kleinen  Aufsatzes  ist. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  im  Folgenden  die  Grösse 
n{n  + k)  (n-h  2k)  ■ ■ ■ (n  ■+-  (p  — 1)  k) 

1.2.3  ’ 

wo  n und  U beliebige  Grössen  sein  können,  p aber  eine  positive 

ganze  Zahl  bezeichnen  soll,  durch  nr  bezeichnen,  so  dass  also 

. * n{n-\-k)  (n-f-  2k)  ...  — 1)  k) 

l.  np  — | . 2 .*.*...  ji  » 

und  folglich  für  /•  = — 1 

„ »(n-l)(«-2).  .(n-p  + 1) 

2-  “p= i'.2.3.i.:.,, 

ist,  welches  Letztere  die  bekannte  Form  der  Binomiai  - CoefGcien- 
ten  ist.  * 

Nach  1.  ist 

* n(n-\-k)  («-+-  1k)  . . . (n-t-(p  — 1)*) 

— 1.2.3.4...p  ’ 

* n{n+-k)  (w-+-2*)  ...  (n-j-pk) 

»/►+1 — 1.2.3.A...(/i-t-l)  ’ 

5* 
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und  folglich  offenbar 

3. 

Weil  nach  I. 


1 * n ■+-  pk 

np+ 1 — nl‘  ' p i • 


ist • 8o  muss  man,  wenn  die  Relation  3.  noch  fiir  /»  = 0 gelten 
soll,  ofTenbar 

4.  »0  = 1 


setzen,  welches  im  Folgenden  auch  immer  geschehen  wird. 

Mach  1.  ist  ferner 

, * (»-!-*)  (»-+- 2*)...  (»-+-/»*) 
l*  ~r-  *)/>  — l .2.3.4. ..p  ’ 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen  offenbar 

* («  k)  («  -+-  2k)  ■••(«+  pk)  n ' 

»p+i — 1.2. *.*...*  ' r+i 

ist, 

* * n 

5.  »,m-i  = (» •+■  *)P  ■ 

welche  Relation  auch  nur  dann  noch  für  p=zO  gilt,  wenn  man, 

wie  schon  in  4.  geschehen  ist,  allgemein  »,  = 1 setzt. 

Nach  3.  ist 

(*■+"  '*')/> — l • p » 

and  folglich 

(»  -1-  -F  (»-+-  k)p  — (*»  4-  &)p-l  • ^~P  p • 


Nach  5.  ist  aber 

Ai  fi  * i p 

tif,  — k)p—i  . — oder  (n-\-  k)p-\  = Hp  . — • 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

* , * * * + J>  (1+1) 

6.  (»-+-A')p— l-F  — »p  ■ n i 

eine  für  das  Folgende  sehr  wichtige  Relation,  Setzt  man  in  der- 
selben Jk=  — 1,  so  erhält  man 

-l  -i  -i 

7.  (»  — 1)/»— i-f-(*  — 1) p — 

worin  ein  sehr  bekannter  Satz  von  den  Binomial- Coefficienten  ent- 
halten ist.  . 

Nach  dieser  Vorbereitung  wollen  wir  uns  nun  mit  der  Summi- 
rung  der  in  vielen  Beziehungen  wichtigen  und  merkwürdigen  Reihe 

i i i i i i < * ‘ * 

mp  *»,,_! . «,  -+-  »‘p-2  • »,  H-  . «;_2-F  «»i  . »/—l  -+-  »p 

beschäftigen.  Der  Kürze  wegen  bezeichnen  wir  diese  Summe  durch 
und  setzen  also 
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******  * * * * * 

8.  F(j> )=*»p-f-»»p— 1 . n^-hmp-2 . »,-H . . . -Hm, . nj^-y-m , . 

Die  Summe  F(j>)  kann  aber  auf  folgende  Art  gefunden  werden. 

Es  ist,  wovon  man  sich  durch  eine  ganz  einfache  Rechnung  auf  der  * 
Stelle  überzeugen  wird, 


m n -f-  jtk 
P-t-1 


m pk  n 
V * *”  V ■+- 1 

— !)<•  »-f -k 

/'  + 1 ’17'+  1 

m-+-(p  — 2)*  n-y-2k 

7'-h  1 P + I 

u.  s.  w. 


_ m-h2k  , w-t-(p  — 2)* 
P-t-1  P + l 


M-hk  n-+-(p—l)k 

P -+- 1 7*  ■+•  1 

»i  « -f-  pk 

P-t-  * P-+-  1 ' 


Multiplicirt  mau  nuu  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  8.  mit  der 
Grösse 

m-\-n-\-pk  • 

p-t-1  ’ 


indem  man  dabei  für  diese  Grösse  auf  der  rechlen  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens in  der  Gleichung  8.  ihre  obigen  Zerlegungen  nach  der 
Reihe  einführt;  so  erhält  mau  die  Gleichung 


Fkp). 


tn  -t-  n-y-pk 

P+  I 


4 m -f  pk 

p + T 


n 

*/>-+-! 


. 4 «n-+-(p— 1)*  4 . 4 4 n + k 

+ mP- 1-  y+A  • -t-  mp-i  ■ «.  j 

. 4 m -f-(p — 2)k  4 . 4 4 »-J-2* 

■+■  mp-l-  p+1  **•  p_hi 


u.  s.  w. 


4 m-+-2k  ‘ 4 4 n-+-(p  — 2)k 

4 m-y-k  1 4 4 n-\-(p — 1)£ 

-+-**.•  yyj  • *?-i  -»-**.  ■ Hp-i  ■ — — 
m 4 4 n+-pk 

p+iHp  ■+■  "p-yyr- 

Weil  nun  nach  3. 

4 tn-y-pk  4 m-y-pk  p -+- 1 4 p- f- 1 

*^•■7+1  P+l  — mr*+'p  + V 

4 — 1)* 4 m -+-  (p  — i)k  p 4 p 

mr-*-  p_Hi  —*>p-  i-  p ’p+i-^'p+i’ 

4 m + (p  — 2)i  4 «w-Mp— 2)X;  p — 1 4 p — • 

**“*•  p-t-1  j^TI  * p-Hl~  ‘"''-‘•p-t-l’ 

U.  8.  W. 
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» >n-+-2*  * 

ffi  «|  • • m ^ 

1 PH  1 * 

* »7i  -+-  t * 

' PH-  l ‘ 

m 

PH-  1 

und  ganz  auf  ähnliche  Art 

77  7» 

PH- 1 T 

* n-j-t  * 

- P+I  — 

‘ n-i-2Jt ‘ 

»i,  . r=  /7, 

1 P + I * 


»H-(p-2)/r 


»71  -+-  2t  3 

A 

3 

3 ‘ PH-1 

M, 

•pH-1* 

»71  -+-  X:  2 

A 

2 

2 PH-1 

»I2 

ph-  r 

«1  1 

A 

i 

1 ' pH-  1 

Wj 

'PH-I’ 

1 

A 

1 

PH-1 

= //  , 

'PH-I’ 

7I-+-X  2 

A 

2 

2 ' p-fr-1 

»,  . 

PH-1’ 

»»-Hat  3 

A 

3 

3 ’ p-fr-1 

»j  . 

PH-1’ 

u.  s.  w. 

»H-(P  — 2)X- 

P — l 

A 

p — 1 

PH-1 

**P — 1 

«H-(p  — 1)* 

P 

A 

ist;  so  ist  nach  dem  Obigen 

»77  -fr-  >1  -f-  £ 


F(V)  . : 


P + i 


• = 


p—  1 


■ " PH- 1’ 


PH-  I 

P_±_ 1 ‘ PH-» 

C+l  — ‘ H-  1 


. 7», 


f W7) — 1 • *2 


»V-ü  • », 


>+  * 


H-  ®s»j — 3 ■ 


PH-  1 
3 

PH-1 

t 

PH-1 


“+■ 

■ “M'p+|H 

h 79»,  . Up — .( 

A 

* 2 

A A 

-f- 

•"^•p-fr.  iH 

h »i , . 

A 

* i 

A 

+ 

PH-1H 

h »7H-1 

P—  t 


p+M 
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lp+i  "t_p+ 


1; 

T 


M,  . »p  . 


p-t-1  P-M 


, * P-H 

-*-**«•  £+1 

• i)i<)  i ) ) 

= »*p-t-l  -+*  <Wp  . «,  -+-  OTp— 1 , »,  *Wp— 2 + • »p— 1 

) 1 > 

-4-  »»,  . »p  + »p+t  • 

So  wie  nuo  oben  io  8.  , 

* 4 ä ' k k k k 

f\p)  ^ ■+■  Mlp—  i . -f-  mp— 2 • + •••  ”f~  • *•?— 2 

* k k 

-f-  /«,  . »//-i  -+-  np 

gesetzt  worden  ist,  muss  natürlich 

k k k k k k k 

F[p+ 1)  = mp+ 1 mp  ,nx  -f-  mp-X  . «v,_2  . »,  -h ... 

i i k k k 

+ **,  • np—\  “4”  m\  • np  “f”  np+l 

gesetzt  werden  , und  aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  daher 
unmittelbar  die  folgende  Relation: 

9.  /Tf^+-1)  — F{p) . m+n+’’* 


Weil  nun  offenbar 

/\1)  = »i  +«,  = 

ist;  io  ist  nach  dieser  Relation 


p+l 


n m-t-n 

T t 


/’(!)  = 


jw-t-n 

~~T~' 


/X2)  = /l(l) 


W|d|l 


m=m 


m-f-n  m-hti-t-i 
1 2 ’ 


m-t-n  m-+-n-\Jc  m-f-n-t~2k 
: 1 


F(4)  = #’(3). 


2 

m-+-n-+3k 


m-\-n  m-\-n-yk  m \ it  \ 2k  m-f-n-t-3k 
— ”1  ' 2 ” 3 ' 4 ’ 


Wie  man  auf  diese  Art  weiter  geben  kann,  ist  klar,  und  das 
Gesetz , nach  welchem  die  obigen  Ausdrücke  fortscbreiten , liegt 
deutlich  vor  Augen.  Also  ist  iu  völliger  Allgemeinheit 
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io.  f\p)  = 
(I.  i.  nach  1. 


(//i-f-n)  {fii-j -»■+-*•)  (wi-f-»i-|-2t) ...  (ni+n+fp— 1 Vt) 
1.2. 3.4....? 


II.  F(p)=  (m+n)p. 


und  folglich  nach  8. 


k k k k k k k k 

12.  (/»-+-« )p=  mp-\-  mp- 1 . »,  + 2 

i i i 

-1-  «1,  . »fy-l  -+-  Hp  , 

eine  auf  jeden  Kall  höchst  merkwürdige  Relation.  Für  /•  = — 1 
wird  dieselbe 

-t  -1  -1  -1  -1  —1  -I  -1 

13.  (m-^-n)p  = mp -+-  tftp — j . m,  +»p-j  . «,  + ...+®,  . »*►— i 

-i  -t  -l 

■+■  »»i  • »p—i  -+-  , 

welches  der  oben  erwähnte  langst  bekannte  .Satz  von  den  Biuomial- 
Coefficienten  ist. 

Setzt  man  alter  in  der  Gleichung  12..  wie  cs  verstattet  ist, 
X-  = 0;  so  erhält  man 


n o o o o o oo 

= mp  -f-  *»,_!  . »,  mp- 2 . «s  -+-  ...  -F-  m2  . ttp-i 

0 0 0 
np-t  •+-  ■ 

Weil  nun  nach  1.  überhaupt 


ist;  so  ist  wegen  vorstehender  Gleichung 
(»/-+-«)/'  mp  t mP—i  n 
\...V  — 1 ...p  + 


rnP-i  n' 

l..(p — 2)  ' J.2 


fnP — 3 #** 

l..(p— 3)  ‘ 1.2.3 


nr-'i 


np— l 


•”^1.2- l..(p— 2)t  1 • 1..0>— 1)  ^ 1..  p' 
und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  \...p  multiplicirt, 

(m-\-n)f>=ntP  4-  mP~2  «*  -f-  -7'~  ^ ~ -ot/'~3/i ■ 


p(p- Q...3 

+ !...(/> — 2)  m " 


p(p— 1)..-2 
’ 1) 


m„tp-  i-f. 


P(P-1)..-1 


l...p 


«r- 


d.  i.  nach  1. 

— t —i  — i 

14.  = m/’  -f-  ]>  | .mP-i/t-i-  p7 . mP-iji* p , .mP—- *«'4- 

—l  — t -i 

...  ■+■  pp- 2 . m^nP-’1  -+-  /tp_i . #»«*— 1 pp . uP  , 

in  welcher  Gleichung  das  ßinnmialthcorcm  filr  positive  ganze  Ezpo- 
nenteu  enthalten  ist. 

Hieraus  sieht  man  ulso,  dass  die  merkwürdige  allgemeine  Re- 
lation 12.  das  Uinomialthenrem  für  positive  ganze  Exponenten  als 
einen  speciellen  Fall  in  sich  enthält. 
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XL 

Bemerkung  zur  Trigonometrie. 

Vom 

Herausgeber. 


Wenn  der 'Winkel  oder  Bogen  gp  mittelst  der  Gleichung 
cos  gp  = A oder  sin  gs  = A 

zu  finden  ist,  und  der  absolute  Werth  von  A der  Einheit  sehr  nahe 
kommt,  so  kann  gp  mittelst  der  gewöhnlichen  goniometrischen  Ta- 
feln nicht  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  berechnet  werden, 
weshalb  man  auch  heim  trigonometrischen  Calcul  solchen  Formeln 
den  Vorzug  zu  geben  pflegt,  hei  denen  die  gesuchten  Winkel  alle 
mittelst  ihrer  Tangenten  oder  Cotangenten  gefunden  werden.  Wie 
es  mir  scheint,  kann  man  sich  aber  in  solchen  Fällen  wie  die  obi- 
gen jederzeit  auf  folgende  Art  helfen. 

Man  berechne  einen  Hiilfswinkel  0 mittelst  der  Formel 

tang  0 — A, 

welches  jederzeit  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  geschehen 
kanu.  Ist  dann 

cos  cp  — A, 

so  ist  cos  cp  = tang  0,  und  folglich 

1 — cos  cf  1 — tang  fl 

1-f-cosy  1-f-tangö’ 

also  nach  bekannten  goniometrischen  Formeln 

tangjgp*  = tang(A5° — 0),  tang^gp  = db  \/ tang (45“—  0), 

mittelst  welcher  Formel  gp  jederzeit  mit  der  erforderlichen  Genauig- 
keit berechnet  werden  kann.  Ist  dagegen 

sin  cp  = A , 

so  ist  sin  gp  = tang  0,  und  folglich 

1 — sin  cp  1 — tang  6 

1-f-siny  1 -f-  tang & 1 

also  nach  bekannten  goniometrischen  Formeln 
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tarier (45°— 4 y)*  = tang(45°-0),  tang(45»-Jy)  =db  \/tttng(450-@), 

mittelst  welcher  Formel  y wieder  jederzeit  mit  der  erforderlichen 
Genauigkeit  gefunden  werden  kann. 

Fm  ein  Beispiel  zu  gehen,  so  sei  aus  zwei  Seiten  a,  b eines 
ebenen  Dreiecks  und  dem  Gegenwinkel  a der  einen  a dieser  beiden 
Seiten  der  Gegenwinkel  ß der  anderen  Seite  b zu  finden,  und  es 
sei  gegeben 

o = 18»  . 14' . 0"  und  log  = 0,5046112. 

Weil  nun  bekanntlich  Bin  ß = — sin  u ist,  so  ist 
* a 

log  ~ = 0,50461 12 
log  sin  a = 9,4953883 
log  sin  ß = 9^999995" 

Ein  Blick  in  die  Callet'schen  Tafeln,  deren  ich  mich  hier  be- 
dienen werde,  zeigt,  dass  ß io  diesem  Falle  mittelst  seines  Sinus 
nicht  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  gefunden  werden  kann, 
weshalb  mau  nun  die  Rechnung  auf  folgende  Art  führen  wird: 


log  tang  0 = 9,9999995 

0 = 44».  59-.  59",  88 
45»- 0 = 0.  0.  0,  12 

log  tang  (45° — 0)  = 3,76-47562 
log  tang  (45» — \ß)  = 6.8823781 

45“ — \ß  = 0».  2'.  37",  39 
90»  -ß  = 0.  5.  14,  78 


ß = 89.  54.  45,  22 


Febrigens  bat  ß im  vorliegenden  Falle,  wo  offenbar  ist, 

zwei  Werthe,  dereu  Summe  ISO»  beträgt.  Der  zweite  Werth  ist 
die  Ergänzung  des  durch  die  vorhergehende  Rechnung  gefundenen 
Werths  zu  180“,  nämlich  90“.  5'.  14".  78. 
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XII. 

Nivellement  zwischen  Swinemünde  und  Berlin. 
Auf  dienstliche  Veranlassung  ausgeführt  von 
J.  J.  Baeyer,  Major  im  Generalstabe.  Mit 
einer  Uebersichtskarte.  Berlin.  1840.  4. 

Vom 

Herausgeber. 


Die  aus  tu  verschiedenen  Zeiten  ongestellten  barometrischen 
Messungen  und  Vergleichungen  für  die  Höhe  Berlins  über  dem 
Meere  gezogenen  Resultate,  welche  der  Verfasser  in  der  Vorrede 
zu  seinem  in  jeder  Beziehung  höchst  schätzbaren  Werke  zusam- 
menstellt, waren  bisher  höchst  schwankend,  und  es  herrschte 
gerade  über  dieses  Element  noch  immer  die  grösste  Ungewissheit. 
Als  nun  dasselbe  bei  der  im  Frühjahre  1835  von  Besse I vorgenom- 
menen Bestimmung  der  Lange  des  Secundenpendels  auf  der  Berliner 
Sternwarte  als  ein  wichtiges  Reductionselement  zur  Sprache  kam, 
ersuchte  Alexander  von  Humboldt  den  Chef  des  Generulstabes 
der  Armee  und  General  der  Infanterie  Herrn  Krauseneck,  zur 
endlichen  Entscheidung  der  Sache  ein  trigonometrisches  Nivellement 
zwischen  der  Ostsee  und  Berlin  ausführen  zu  lassen.  Letzterer,  stets 
bereit  wissenschaftliche  Zwecke  kräftigst  zu  unterstützen  und  zu  for- 
dern, ging  sogleich  mit  der  grössten  Bereitwilligkeit  auf  den  Vorschlag 
ein,  und  ertheilte  dem  Verfasser  den  Auftrag,  in  Gemeinschaft  mit 
dem  in  Neu- Vorpommern  eben  mit  Messungen  beschäftigten  Inge- 
nieur-Geographen Herrn  Bertram  als  zweitem  Beobachter  die 
Arbeit  im  Laufe  des  Sommers  1835  auszuführen.  Im  September 
1835  war  die  ganze  Operation  beendigt.  Die  Rechnungen  sind  mit 
Hülfe  des  Lieutenants  von  Mörner,  eines  jungen  thätigen  und 
kenntnissreicben  Offiziers,  sämmtlich  nach  Ressels  Vorschriften 
ausgeführt,  welcher  Letztere  sieb  der  Sache  überhaupt  auf  das 
Eifrigste  annahm  und  seinen  Ruth  nie  fehlen  liess. 

Die  Instrumente  waren:  1)  Ein  Theodolit  von  Ertel  in  Mün- 
chen mit  15  zölligem  Azimuthaikreis  und  8 zölligem  Höbenkreis, 
deren  Nonien  unmittelbar  respective  2 und  4 Secunden  ungaben. 

2)  Ein  Theodolit  von  Gambe;  in  Paris  mit  einem  12zölligen  Azi- 
muthalkreise  und  einem  eben  so  grossen  Höhenkreise,  deren  Nonien 
eine  unmittelbare  Ablesung  der  Winkel  von  3 Secunden  gestatteten. 

3)  Ein  Box-Chronometer  von  Ticde  in  Berlin,  und  4)  ein  Taschen- 
Chronomcter  von  Tiede.  Mit  Nr.  1.  und  3.  beobachtete  der  Ver- 
fasser, mit  Nr.  2.  und  4.  Herr  Bertram. 
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Oie  Dreiecksverbinduog  zwischen  Berlin  und  Swinemüodc  konnte 
durch  Anschliessung  an  eine  trigonometrische  Vermessung  der  Oder 
bewirkt  werden,  welche  das  Königliche  Ministerium  für  den  Han- 
del, die  Gewerke  und  das  Bauwesen  in  den  Jahren  1820  bis  1824 
durch  den  Premier -Lieutenant  Asmann  hatte  ausführen  lassen. 

Oie  Höhenmessungen  wurden  natürlich,  um  den  Einfluss  der 
Strahlenbrechung  so  viel  als  möglich  zu  beseitigen,  auf  bekannte 
Weise  durch  gleichzeitige  Beobachtung  gegenseitiger  Zenithdistan- 
zen ausgeführt,  und  hei  der  Berechnung  die  folgenden,  dem  Wesent- 
lichen noch  Hessel  angehörenden,  von  dem  Verfasser  aber  in  Be- 
zug auf  praktische  Anwendung  erweiterten  und  weiter  entwickelten 
Formeln  iu  Anwendung  gebracht. 

Oie  Höhen  zweier  Punkte  A und  B über  dem  Meere  seien 
h und  h'\  die  in  A beobachtete  Zenitbdistanz  von  B sei  *,  die 
gleichzeitig  in  B beobachtete  Zenithdistanz  von  A sei  Be- 
zeichnen wir  nun  die  entsprechenden  Refractionen  durch  fax  und 
fax’,  so  sind  die  wahren  Zenithdistanzen  von  B und  A respective 
*-+-A*  und  x' fax',  wobei  man  nicht  zu  übersehen  hat,  dass 
durch  die  Strahlenbrechung  die  Höhen  vergrössert,  die  Zenithdistan- 
zen also  vermindert  werden.  Obgleich  nun  ein  Ourchschnitt  der 
Vertikallinien  zweier  Punkte  auf  dem  Erdellipsoid  nur  bedingungs- 
weise Statt  findet,  so  wird  doch  mit  Rücksicht  auf  die  geringe 
Verschiedenheit  der  Lage  zweier  von  einander  sichtbaren  Punkte 
der  Fehler  unberücksichtigt  bleihen,  und  man  wird  also  den  .von 
den  Vertikallinien  der  beideu  Punkte  A und  B eingeschlossenen 
Winkel  sowohl , als  auch  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  in 
Rede  stehenden  Vertikallinicn  durch  C bezeichnen  können.  Oenkt 
man  sich  nun  das  Dreieck  ABC , so  wird  auch  ohne  Figur  auf  der 
Stelle  ersichtlich  sein,  dass  dessen  äussere  an  A und  B und  der 
Seite  AB  liegende  W'inkel  respective  *-+-  fax  und  s'-hfa»',  die 
innern  Winkel  dieses  Dreiecks  also  180” — 180” — (»'-4-^»') 
und  C sind,  welches  die  Gleichung 

360”  -1-  C—  (*  -1-  fax  -+-  x'  -F-  fax’)  = 180" 

oder 

*-t- A*'=  180”  -1-  C 

giebf.  Setzt  man  nun  A*  ■+■  fa*  = kC , wo  k nach  Gangs  der 
(’oefficient  der  Strahlenbrechung  ist,  unter  welchem  die 
französischen  Mathematiker  gewöhnlich  \k  verstehen,  so  erhält 
man  die  Gleichung 

*-+-*'  — 180"  = (1  — A)  C. 

Bezeichnet  r den  Radius  der  Erde,  die  wir;  hier  als  eine  Kugel 
betrachten  wollen,  und  * den  dem  Winkel  C entsprechenden  Bogen, 
d.  h.  die  horizontale  Entfernung  der  beiden  Punkte  A und  ß,  so 
hat  man  die  Proportion 

sin  1"  : ~r  = l : C, 

und  folglich 

r * 

r sin  1"’ 

oder  wenn  w = 206264,8  gesetzt  wird, 
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wodurch  mau  C in  Secunden  ausgedrückt  erhält  Führt  man  nun 
diesen  Ausdruck  von  C in  die  obige  Gleichung  zwischen  %,  x',  X-,  C 
ein,  so  ergieht  sich 

1 — X- =-(*-+-*' — 180»), 

ttü  ' n 

welche  Formel  den  Coeflicienten  der  Strahlenbrechung  liefert,  aus- 

fedrückt  durch  die  gegenseitig  gleichzeitig  beobachteten  Zenitli- 
istanzcn  und  die  Fntfernung  der  Beobacht  ungspunkte.  Natürlich 
muss  nun  auch  in  dieser  Gleichung  die  Grösse  s~t-V — 180»  in 
Secunden  ausgedrückt  gedacht  werden.  Hat  man  auf  diese  Weise 
k gefunden,  so  kann  auch  A3  + A3<  ffcfui,dcn  werden,  weil  nach 
dein  Obigen 

ist.  Um  nun  aber  A3  und  A x ' selbst  zu  finden,  ist  man  nach  dem 
jetzigen  Stand  der  Sache  genöthigt  fax  = \x'  zu  setzen,  welches 
freilich  nur  näherungsweise,  und  zwar  mit  desto  grösserer  Genauig- 
keit richtig  ist,  je  geringer  der  Höhenunterschied  der  beiden  Be- 
obachtungsorte. und  mit  je  grösserm  Rechte  also  die  Voraussetzung 
gleicher  Dichtigkeit  der  Luft  an  beiden  Bcobachtungsorten  zulässig 
ist.  Auf  die  Gleichungen  fax  — fax'  und  A^i-i-A3'  — AC  gestützt, 
erhält  man 

A»  = A %’  — \kC, 

wodurch  also,  da  X-  nach  dem  Obigeu  schon  bekannt  ist,  die  Re- 
fractionen  A3  und  A3’  sich  ergeben. 

Das  Dreieck  ABC  liefert  nun,  indem  wir  jetzt  zu  der  Be- 
stimmung des  Höhenunterschieds  der  beiden  Beobachtungsorte  selbst 
übergehen,  nach  einem  bekannten  Satze  der  ebenen  Trigonometrie 
die  Proportion 

AC-h  BC  : AC—  BC=  cot  |C  : lang  |(ZT  — A ), 

oder,  weil  offcnbnr  AC=r  -t-  /i,  BC-=.r h!  ist, 

2r-f-A-d-A'  : h — i4'=cot  {C  : lang -{ (B  — A), 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

ß—A  = x-+-  a»  — A*' 

ist, 

2 r-+-h-\-A!  : h —h—  cot  jC  : tang  i(3  + A* — *'  — A*’)» 
also 

A — A'  ■=  2r  (1  -+-  ^r-)  tang  \C  tang  {-(x  -+-  A*  — *'  — A*')- 

oder,  weil  man  A*  — A*’  setzt,  und  bei  nicht  sehr  beträchtlichen 
A-f-X' 

Höhen  — j — offenbar  als  eine  verschwindende  Grösse  betrachtet 

werdeu  kann, 

h — A'  = 2r  tang  \C  tang  |(z  — *'), 
oder  endlich,  weil  2 r taug  |6’=  * gesetzt  werden  kann, 
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h — A1  = « tang  -J(*  — *'). 

Führt  man  in  diese  Gleichung  für  *’  den  aus  dem  Obigen  «ich  er- 
gebenden Werth 

*'  = 180"  -+-  (1  — A)  C—% 

ein.  so  erhält  man 

h — h!  = — » cot  (*  — ~z~ 

oder 

h’  — h = * cot  (» — 1 g * C)y 
oder  endlich  auch  nach  dem  Obigen 

H — h = t cot  ja  — (1— 


wo -ca  den  obigen  Werth  hat. 

Weil 

180"  + C—  b-»-A*),  = 180°  -+-  C—  (»'+A*') 

ist.  so  erhält  man  ous  dem  Obigen  auch  leicht  die  beiden  Glei- 
chungen 

Jt  — A = 2r  ( 1 -+-  — ) tang  jG  cot  (* -+- A*  — iO» 
h — /i'  = 'lr  {V  tang  J C cot  (a'  -+-  A*'  ~ 40» 

oder 

i . , (/> — AlcotJC  , , . , , (A — h‘)  cot  iC 

cot  (a-J-^a—  \C)  = v-T-T- , cot  (s'-f-A*  — jC)  = y—r , 


mittelst  welcher  die  Refractionen  A*  un|l  A3'  bestimmt  werden 
können,  wenn  die  Höhen  der  beiden  Funkte,  ihre  horizontale  Ent- 
fernung und  die  gleichzeitig  gegenseitig  gemessenen  Zenithdistan- 
zen bekannt  sind.  Funkte  in  der  Nähe  der  Meeresküste , deren 
Höhen  vom  Strande  aus  unabhängig  von  einander  nivellirt  werden 
können,  eignen  sich  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  am  besten. 

Wir  haben  hier  die  obige  Theorie  der  Bestimmung  der  Höhen- 
unterschiede aus  gleichzeitig  gemessenen  gegenseitigen  Zenith- 
distanzen. als  der  genauesten  bis  jetzt  bekannten  Mcthodr,  zu  sol- 
chen Bestimmungen  zu  gelangen  , in  der  kürze  vollständig  ent- 
wickelt. In  Bezug  auf  verschiedene  aridere  instructive  und  praktisch 
wichtige  Aufgaben,  rücksichtlich  des  Details  der  Messung  und  der 
bei  derselben  zur  Erreichung  möglichst  grosser  Genauigkeit  ange- 
wandten Vursichtsmaassregein  müssen  wir  auf  das  ausgezeichnete 
Werk  selbst  verweisen,  indem  wir  uns  begnügen,  einige  der  wich- 
tigsten uus  der  Messung  gezogenen  Resultate  im  Folgenden  zusam- 
menzustellen. 

Das  mittlere  Niveau  der  Ostsee  bei  Swinemündc  findet  bei  ei- 
nem Pegelstandc  von  0,5030  Toisen  Statt,  und  dies  ist  der  Null- 
punkt, auf  welchen  sich  das  ganze  Nivellement  bezieht.  Die  neun- 
jährigen monatlichen  Mittel  des  Standes  der  Ostsee  bei  Swincmünde 
bieten  die  auffallende  Erscheinung  dar,  dass  das  Niveau  der  Ostsee  in 
der  ersten  Hälfte  des  Jahrs  um  3 Zoll  niedriger  ist  als  in  der  zweiten 
Hälfte.  Es  wäre  zu  wünschen,  auch  aus  andern  Häfen  der  Ostsee 


Digitized  by  Google 


79 


sorgfältige  Beobachtungen  über  den  Stand  derselben  zu  erbalten, 
um  zu  ermitteln,  ob  der  namhaft  gemachten  sonderbaren  Erscbei- 
nnng  eine  locale  oder  eine  allgemeine  Ursache  zum  Grunde  liegt. 

Folgende  Höhen  einiger  funkte  vou  Berlin  über  der  Ostsee, 
d.  h.  über  dem  vorher  naher  bezeichneten  Nullpunkte  der  Messung, 
dürften  von  allgemeinerem  Interesse  sein. 

Toisen. 

Obere  Fläche  des  Saudsteiupfrilers  auf  der  Piateforinc 
der  Berliner  neuen  Steruwurtc  in  nordwestlicher  Rich- 
tung vom  Centrum  des  rundeu  Thurms  . . . . -f-  23,9512 

Fussboden  des  magnetischen  Häuschens  hei  der  Sternwarte  -f-  17,6096 

Slrassenpflaster  unter  dem  Thorwege  der  ulten  Stern- 
warte   -f-  17,3761 

Strasaenpflaster  am  Fusse  des  .Marienthurms  . . . 17.9210 

Nullpunkt  des  Pegels  an  der  Fischerbrücke  . . . -+-  15,2713 

Normnlwasserstand  der  Spree,  welcher  für  die  Sommer- 
monate vom  Mai  bis  September  gilt: 

Oberwasser -4-  16,6163 

Unterwasser -I-  15,9789 

Auf  dem  erwähnten  Pfeiler  auf  der  Pinteform  der  neuen  Berli- 
ner Sternwurte  stand  der  Theodolit.  Der  wahrscheinliche  Fehler 
der  Uöhenhestimmung  dieses  .Stationspunktes  war  0.317  Toisen,  so 
wie  denn  die  wahrscheinlichen  Fehler  für  alle  Nivellementsstutionen 
berechnet  und  in  dem  Werke  mitgetheilt  worden  sind. 

Den  Coeflicienten  k der  terrestrischen  Strahlenbrechung  setzen 

die  Kngiänder 0,2000 

die  F'rauzosen 0,1600 

Corubeuf 0,1285 

die  ostpreussische  Gradmessung  . 0,1370 

Gauss 0,1306 

. Struve  . . . . . . . 0,1237 

Der  Bestimmung  desselben  war  die  von  Herrn  Baever  nusge- 
führte  Operation  im  Allgemeinen  nicht  sehr  günstig,  weil  der  Haupt- 
zweck: eine  möglichst  genaue  Ermittelung  der' Höhe  von 
Berlin,  die  Bedingung  auferlegte,  die  Entfernung  der  einzelnen 
Stationen  nicht  sehr  gross  anzunehmen,  und  in  der  That  wurde 
auch  eine  Entfernung  von  2 bis  3 Meilen  nur  da  überschritten,  wo 
es  die  Loculität  durchaus  nicht  anders  gestattete.  Bezeichnet  man 
aber  den  Fehler  der  Summe  der  beobachteten  Zenitbdistunzen  durch 
cf(z-f-s’),  den  Fehler  von  k durch  dk\  so  ist  wegen  der  aus  dem 
Obigen  bekannten  Gleichung 

1 — k—  — (*  + *'— 180°), 

wenn  man  dieselbe  differentiirt, 

— dk  = — <f(*-4~*')  oder  dk  = — — 

woraus  mau  siebt,  dass  der  Einfluss  der  Beohachtungsfehler  in  der 
Summe  der  Zeuithdistanzen  auf  den  Coeflicienten  der  Strahlen- 
brechung in  demselben  Verhältnisse  abnimmt,  in  welchem  die  Ent- 
fernung der  Beobachtungspunkte  zunimmt.  Ungeachtet  dieser  nicht 
eben  günstigen  Umstände  hat  aber  der  Verfasser  doch  aus  seinen 
Beobachtungen  und  Messungen  ein  wichtiges  Resultat  zu  ziehen 
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gewusst,  welches  wir  hier  zuiq  Schluss  noch  miltheilen  wollen,  in- 
dem wir  zugleich  diejenigen,  welche  dazu  Gelegenheit  haben,  za 
einer  nähern  Prüfung  desselben  auflnrdern. 

Dass  die  Strahlenbrechung  an  jedem  Tage  sich  nicht  gleich 
bleibt,  sondern  im  Allgemeinen  vom  Morgen  gegen  den  Mittag  hin 
abnimmt,  und  vom  Mittage  gegen  den  Abend  hin  wächst,  ist  schon 
früher  nicht  unbekannt  gewesen.  Dies  hat  den  Verfasser  zu  einer 
Vergleichung  seiner  Bestimmungen  von  k mit  den  Tageszeiten, 
welchen  dieselben  entsprechen,  veranlasst,  wobei  er  von  der  Hypo- 
these ausgeht,  dass  die  YVerthe  von  A-  den  Abständen  der  entspre- 
chenden Tageszeiten  v«mi  wahren  Ylittage  proportional  sind , und 
eben  diese  Hypothese  ist  es,  deren  YVahrschemlichkeit  er  aus  seinen 
Beobachtungen  durzuthun  sucht,  wobei  er  auf  folgende  Art  verfährt. 

Er  drückt  die  Abstände  der  Tageszeiten  vom  wahren  Mittage 
io  Theilcn  des  halben  Tagebogens  aus,  so  dass  0 dem  .Ylittage,  1 
dem  Sonnen-Auf-  oder  l’utergange  entspricht.  Ist  nämlich  T der 
Abstand  der  Tageszeit  vom  wahren  Mittage  und  L die  Tageslänge, 
beide  in  einerlei  Zeitmaas  ausgedrückt,  so  erhält  man  den  Abstand 
der  Tageszeit  vom  waltreu  Mittage  in  Theilen  des  halben  Tagebo- 

2 T 

gens  ausgedrückt  durch  die  Formel  -j- , welche  wir  im  Folgenden 
durch  b bezeichnen  wollen.  Ist  dann  die  obige  Hypothese  richtig, 
so  muss  -g  eine  coostante  Grösse,  oder  es  muss 

k = ab 

sein,  wo  a eine  constunte  Grösse  bezeichnet.  Die  Uebereinstim- 
mung  dieser  Hypothese  mit  wirklich  angrsteliten  Beobachtungen 
wird  man  aus  dein  folgenden  von  dem  Y'erfrsscr  mitgetheilten  Tä- 
felchen zu  beurtheilen  im  Stande  sein: 


Anzahl 
der  Be- 
stimmun- 
gen von 

k 

Zeit  iu 
halben 
Tagebö- 
gen 
b 

Beobachtete 
Werthe  von 
k 

• 

k 

T = « 

Berechnete 
Werthe  vou 
k = ab 

Fehler. 

i 

0.0791 

0,0802 

-4-0.0011 

KXZfl 

0.1003 

...IM  Ml 

0.0981 

— 0,0022 

Hfl 

0,555 

0,1205 

0,2171 

0,1183 

— 0,0022 

Hfl 

■ HÜ« 

0,1347 

0.1 364 

0.0017 

ta 

0,738 

0.1543 

0.1573 

-+-  0.0030 

mm 

0,849 

0,1912 

0.2252 

0.1810 

— 0.0102 

54  Mittel  ....  0,2132  = u 

Dass  der  von  dem  Y'erfasser  aufgestellten  Hypothese  grosse 
YVahrscheinlichkeit  zur  Seite  steht,  unterliegt  hiernach  keinem  Zwei- 
fel, und  es  ist  sehr  zu  wünschen,  dass  durch  vervielfältigte  Beob- 
achtungen dieselbe  näher  geprüft  und  der  YVertb  von  a genauer 
bestimmt  werde.  Bis  jetzt  wird  man 

A = 0,2132  . b 

zu  setzen  haben,  wo  b die  obige  Bedeutung  bat.  Bei  Sounen-Auf- 
oder  Untergang  ist  nach  dieser  Formel  ä- = 0,2132,  für  den  wah- 
ren Mittag  ergiebt  sich  nach  derselben  k = 0.  Der  erste  YVertli 
von  k stimmt  nach  des  Verfassers  Versicherung  mit  mehreren  an- 
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dem  von  ihm  gemachten  Bestimmungen  sehr  nahe  überein;  deu 
zweiten  Werth  von  k hat  er,  was  freilich  sehr  zu  wünschen  ge- 
wesen wäre  und  andern  Beobachtern  ganz  besonders  empfohlen 
werden  muss,  bis  jetzt  noch  nicht  durch  directe  Beobachtnngen  zu 
prüfen  Gelegenheit  gehabt. 

Allen,  die  sich  für  trigonometrische  Nivellements  interessiren 
nnd  namentlich  selbst  dergleichen  Arbeiten  auszuführen  beabsichti- 
gen, wird  das  in  jeder  Beziehung  höchst  schätzbare  Werk  des 
Herrn  Baeyer  die  vielfachste  Belehrung  darbieten  und  sic  bei  ihren  ' 

Arbeiten  wesentlich  unterstützen. 


XIII. 


Mourey’s  Beweis  des  Fundamentnlsatzes  der 
Theorie  der  algebraischen  Bleichungen. 

Nach  awei  Abhandlungen  des  Herrn  Liouville  ih  dem  Journal  de  Mathe« 
uiatiques  pure»  et  appliquces,  public  par  Joseph  Liouvillc.  T. IV.  p. 501 
T.  V.  p.  31.  frei  bearbeitet  yoh 

dem  Herausgeber. 

* 


1 f.  l.  ‘ 

Der  Fundnmentnlsntz  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichun- 
gen, welchen  in  neuerer  Zeit  vorzüglich  Gauss  uud  Cauchy  zum 
Gegenstände  ihrer  scharfsinnigen  Untersuchungen  gemacht  haben, 
ist  oekiinntiich  der  Satz: 

dass  jede  algebraische  Gleichung,  deren  Coefficien- 
ten  sämmtlich  die  Form  a -+-  h V — T haben,  wo  a und  ö 
reelle  Grössen  sind,  die  auch  verschwinden  können, 
mindestens  eine  Wurzel  vnu  derselben  Form  haben 
muss. 

Finen  sehr  einfachen  und  hraclitungswerthen  Beweis  dieses  in 
jeder  Beziehung  höchst  wichtigen  Theorems  hat  Herr  Mourev  in 
einer  iin  Jahre  1828  unter  dem  Titel:  Vraie  theoric  des  quuntitds 
negatives  et  des  quautites  pretendues  imagiuaires,  erschienenen 
Schrift  gegeben.  Da  aber  dieser  Beweis  bis  jetzt  nur  wenig  be- 
kannt geworden  zu  seyn  scheint,  so  hat  Herr  Liouvilie  in  den 
beiden  oben  genunnten  Abhandlungen  von  Neuem  auf  denselben 
aufmerksam  gemacht,  und  hat  ihn  zugleich  in  einem  Funkte  ver- 
vollständigt, wo  er  der  Vervollständigung  sehr  bedurfte.  Diese  bei- 
den Abhandlangen  des  Herrn  Liouvilie  legen  wir  unserer  folgen- 
den Darstellung  des  in  Rede  stehenden  bemerkeoswerthen  Beweises 
des  oben  genunnten  wichtigen  Satzes,  dessen  Beweis  schon  auf  so 
Tbell  I.  6 
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viele  verschiedene  Arten  von  den  berühmtesten  .Mathematikern  der 
neuern  Zeit  versucht  worden  ist,  zum  Grunde. 

Als  bekannt  setzen  wir  bei  dieser  Darstellung  die  folgenden 
Sätze  voraus,  welche  in  jedem  etwas  vollständigen  Lehrbuch«  ,der 
Algebra  bewiesen  werden: 

1.  Puter  der  Voraussetzung,  dass  jede  algebraische 
Gleichung  des  «ten  und  jedes  niedrigem  Grades,  deren 
höchstes  Glied  die  Kinheit  zum  Cnefficienten  hat,  und 
deren  übrige  Po ef fi ci c u I en  sämmtlicli  von  der  Form 
a + Äl/=TsiDd,  mindestens  eine  Wurzel  von  derselben 
Form  bat,  lässt  sich  die  Fuuction  ciuer  jeden  solchen 
Gleichung  des  «ten  Grades  in  n Factoren  zerlegen, 
welche  sämintlich  ganze  rationale  algebraische  Functio* 
gen  des  ersten  Grades  der  unbekannten  Grösse  s der 
Gleichung  von  der  Form  s — }>  — q K — 1 sind. 

2.  Jede  algebraische  Gleichung  des  »ton  Grades 
kann  höchstens  » sämmtlicli  unter  einander  verschie- 
dene AVurzeln  haben. 

§ 2. 

In  einer  Ebene  nehme  inan  jetzt  zwei  rechtwinklige  Axcn  der 
x und  y an  und  denke  sich  in  derselben  Kbcne  eine  beliebige  völ- 
lig geschlossene  Furve  gezogen.  M sei  ein  beliebiger  Funkt  auf 
dieser  Curve,  und  A sei  ein  beliebiger  innerhalb  oder  ausserhalb 
derselben,  nicht  auf  ihr,  liegender  Funkt  in  der  in  Rede  stehenden 
Ebene.  Aon  dem  Funkte  .1  aus  denke  man  sieh  eine  mit  dem  po- 
sitiven Tbeilc  der  Axe  der  je  parallele  und  nach  derselben  .Seite 
wie  dej  positive  Theil  der  Axe  der  x von  dein  Anfänge  der  x y 
aus  hin  gerichtete  gerade  Linie  gezogen,  und  betrachte  alle  mit 
dieser  Linie  von  der  Linie  AM  emgeschlossencn  Winkel  als  posi- 
tiv oder  uls  negativ,  jcnachdem  dieselben  von  der  von  dem  Funkte 
A uns  mit  dem  positiven  Theilc  der  Axe  der  x parallel  und  nach  der- 
selben Seite  hin  gezogeuen  geraden  Linie  an  bis  zu  der  Linie.  4M  nach 
der  Seite  der  positiven  oder  negativen  y bin  gezahlt  worden  sind. 

Dies  vorausgesetzt,  bezeichne  mun  nun  einen  der  von  der  Linie 
AM  mit  der  von  dem  Funkte  A aus  mit  dem  positiven  Tlicile  der 
Axe  der  x parallel  und  nach  derselben  Seite  hin  gezogeuen  gera- 
den Linie,  eingeschlossencn  Winkel  durch  tu,  und  lasse  sich  den 
Funkt  M auf  der  in  der  Ebene  der  xy  gezogenen  geschlossenen 
Curve  immer  nach  derselben  Richtung  hin  bewegen,  bis  er  wieder 
in  seine  erste  Lage  zurückkcbrt;  so  wird  der  Winkel  tu  sich  stetig 
verändern,  und  möge  durch  diese  stetige  Aeranderung,  wenn  der 
Funkt  M wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückkehrt,  den 
AVerth  u>'  erhalten.  Zwischen  den  beiden  Grössen  tu  und  io'  wollen 
wir  nun  eine  Gleichung  aufsuclieu . und  wollen  dabei  tu  und  w'  als 
durch  Kreisbogen  für  einen  der  Eiuheit  gleichen  Radius  gemessen 
nnnehmen.  AA  ir  müssen  aber  bei  dieser  Untersuchung  die  folgen- 
den Fälle  unterscheiden. 

AV'enn  der  Funkt  A innerhalb  der  in  der  Ebene  der  xy  gezo- 
genen geschlossenen  Curve  liegt,  und  der  Funkt  M sich  auf  dieser 
Curve  nach  derselben  Richtung  hin  bewegt,  nach  welcher  mun  sich 
bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x durch 
den  von  den  positiven  Theilen  der  Axeu  der  x und  y eingeschlossenen 


Digitized  by  Google 


83 


rechten  Winkel  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y zu 
gelangen;  so  wird  der  Winkel  tu,  mag  derselbe  nun  positiv  oder 
negativ  sein,  jederzeit  stetig  zunebmen . und  es  wird  auf  der  Stelle 
erhellen,  dass  in  diesem  Falle  zwischen  to  und  io'  immer  die  Glei- 
chung 

to'  = tu  -f-  2 7t, 

wo  71  seine  bekannte  Bedeutung  hat.  Statt  findet. 

Wenn  der  Punkt  A wieder  innerhalb  der  in  der  Kbenc  der  xy 
gezogenen  geschlossenen  t’urve  liegt,  der  Punkt  M sich  aber  auf 
dieser  Curvc  mich  derselben  Ricbtung  hin  bewegt  nach  welcher 
man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  'l'heile  der  Axc  der 
x durch  den  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x und  dem  ne- 
gativen Theile  der  Axc  der  7/  abgeschlossenen  rechten  Winkel 
hindurch  zu  dem  negntiveu  Theile  der  Axe  der  y zu  gelangen;  so 
wird  der  Winkel  tu,  mag  derselbe  nun  positiv  oder  negativ  sein, 
jederzeit  stetig  nbnelimcn,  und  es  wird  auf  der  Stelle  erhellen,  dass 
in  diesem  Falle  zwischen  to  und  tu’  immer  die  Gleichung 

to'  = to  — 2 7r. 

wo  7t  wieder  seine  bekannte  Bedeutung  hat.  Statt  findet. 

Wenn  der  Punkt  A ausserhalb  der  in  der  Kbcne  der  xy  gezo- 
genen geschlossenen  Curve  liegt,  so  findet,  wovon  man  sich  so- 
gleich überzeugen  wird,  wenn  man  nur  diesen  Fall  an  einer  Figur 
etwas  näher  betrachtet,  zwischen  den  Grössen  to  und  to'  jederzeit 
die  Gleichung 

to'  = to 

Statt. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  zwischen  dr.n  Grössen  to  und  to'  je- 
derzeit die  Gleichung 

to'  = 10  dt  2 Tr  oder  to'  = io 

Statt  findet,  jeitachdcm  der  Punkt  A innerhalb  oder  ausserhalb  der 
in  der  Kbene  der  xy  gezogenen  geschlossenen  Curve  liegt,  und 
dass  man  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  das  obere  oder 
untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenuchdcm  sich  der  Punkt  M auf 
der  in  der  Kbene  der  xy  gezogenen  geschlossenen  Curvc  nach  der- 
selben Richtung,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x durch  den  von  den  positiven 
Tbeilen  der  Axcn  der  x und  y cingeschlosscnen  rechten  Winkel 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y zu  gelangen,  oder 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  bewegt. 

Dies  fuhrt  aller  ferner,  indem  ullc  vorhergehenden  Voraussetzun- 
gen auch  jetzt  noch  ihre  Gültigkeit  behalten,  unmittelbar  zu  dem 
folgenden  Satze: 

Wenn  die  n Punkte  A,  A,,  At,  A ,,  ...  AH— 1 s am  nitlick 
in  der  Fi  bene  der  xy  liegen,  von  jedem  derselben  aus 
eine  mit  dem  positiven  Theile  der  Axc  der  x parallele 
und  nach  derselben  Seite  hin  gerichtete  gerade  Linie 
gezogen  gedacht  wird,  die  mit  diesen  Linien  von  den 
Linien  AM,  A tlH,  AZM,  A,M,  ...  A„—\M  cingeschlosseueu 
Wink  el  respect  i ve  durch  10,  io,,  to„  a),,  ...  (oB_i,  die  Werth e 
aber,  welche  diese  Winkel,  wenn  sich  der  Punkt  M auf 
der  in  der  Kbene  der  xy  geschlossenen  Curvc  immer  . 

6 • 
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nach  derselben  Richtung  hin  bis  wieder  in  seine  ur- 
sprüngliche Luge  bewegt,  durch  ihre  mit  dieser  Bewe- 
gung des  Punktes  ;V  verbundene  stetige  Veränderung, 
indem  derselbe  wiederin  seioerursprü  n glichen  Lagean- 
kommt,  er h ulten,  respective  durch  b>',  <u',,  iw',,  co'„ ...  <u'„_i 
bezeichnet  werden,  und  x die  Anzuhl  derjenigen  der 
Punkte  A,  A,,  A„...  A„—\  ist,  welche  innerhalb  der 

in  der  Ebene  der  xy  gezogenen  geschlossenen  (uric 
liegen;  so  ist  immer 

tu' -+-  tu',  -4-  tu',  -f-  .. . -4~  tu'*_j  = tu  -J-  tu,  -4-  tu, -4-  ...  -4-  tu« — j rfc:  xjf, 

wenn  muo  nur  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  un- 
tere Zeichen  nimmt,  jenuchdcin  sich  der  Punkt  M uuf 
der  io  der  Ebene  der  xy  gezogenen  geschlossenen  Curve 
nuch  derselben  Richtung,  nach  welcher  man  sich  bewe- 
gen muss,  um  von  dem  positiven  Th  eile  der  Ate  der  jr 
durch  den  von  den  positiven  Tbeilen  der  Axcn  der  x 
und  y cingcschlossenen  Winkel  hindurch  zu  dem  positi- 
ven Theile  der  Axe  der  y zu  ^elungeu,  oder  nuch  der 
entgegengesetzten  Richtung  hin  bewegt  bnt. 

Weiss  man  also,  dass  von  den  Punkten  A , A,,  At, 
A,,  ....  A ti—\  wenigstens  einer  innerhalb  der  in  der 
Ebene  der  xy  gezogenen  geschlossenen  Curve  liegt,  so 
wird  man,  wenn  man  nur  den  Punkt  M u u f d i e s e r Curve 
seine  Lage  der  Grösse  und  der  Richtung  nach  auf  die 
erforderliche  Weise  verändern,  u u c b nöthigen falls  sei- 
nen Cm  lauf  auf  der  in  Rede  stehenden  Curve  mehrere 
Mal  vollenden  lässt,  d ie  Su  mm  c tu-4-tu , -4-at,-4-tu,  -4-...  -4-tu*—! 
jede  beliebige  Zu u ahme  oder  Abnahme,  überhaupt  jede 
beliebige  Veränderung  erleiden  lassen  können; 
welches  sich  ganz  unmittelbar  aus  dem  vorigen  .Satze  ergiebt,  wenn 
man  nur  hei  der  Anwendung  desselben  zugleich  nicht  aus  den 
Augen  verliert,  dass  sich  die  in  Rede  stehende  Summe  so  wie  jeder 
ihrer  einzelnen  Theile  fortwährend  stetig  verändert,  wenn  sich  der 
Punkt  Ai  uuf  der  in  der  Ebene  der  xy  gezogenen  geschlossenen 
Curve  ohne  Unterbrechung  bewegt. 

Auf  diesen  wenigen  an  sich  höchst  einfachen  Principien , von 
deren  Richtigkeit  man  sehr  leicht  die  vollkommenste  Cebcrzcugung 
gewinnt,  beruhet  vorzüglich  der  Beweis  des  Herrn  Mourey,  deo 
wir  nun  sogleich  näher  kennen  lernen  werden. 


Es  sei 

3"  -4-  ft*-i  -f-  -4-  . . . Tx  -4-  C—  0 

irgend  eine  Gleichung  des  «ten  Grades,  deren  CoefGcienten  sämmt- 
lich  von  der  Form  n -4*  b 1/  — 1 sind.  Für  * = 1 hat  diese 
Gleichung  offenbar  eine  Wurzel  von  derselben  Form,  und  cs  wird 
also,  um  das  wichtige  4'uiidamcntaltlieorem  der  Theorie  der  Glei- 
chungen, von  dein  in  §.  I.  die  Rede  gewesen  ist,  im  Allgemeinen 
zu  beweisen,  bloss  darauf  anknmnicn,  zu  zeigen,  dass  dasselbe, 
wenn  es  für  jede  Gleichung  von  einem  niedrigem  Grade  als  dem 
«ten  richtig  ist,  dann  immer  auch  für  jede  Gleichung  des  »ten  Gru- 
des  gelten  muss. 
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Datier  « ulten  wir  jetzt  annebineu,  dass  der  zu  beweisende  Satz 
für  jede  Gleichung  von  einem  niedrigem  Grade  als  dem  »ten  gilt. 
Unter  dieser  Voraussetzung  lässt  sich  nach  dem  Satze  1.  in  §,  1. 
die  Function 

*»-i  -t-  ZV-*  -f-  . . . -§ - T 

jederzeit  als  ein  aus  n — 1 Factoren  bestehendes  Product  von  der 
Form 

(*-ff,-4,  l/~l)  (,_*,_*,  */= — an- 1 — <^*-i  V=r\) 

darstellen,  und  es  wird,  um  unscrn  Satz  zu  beweisen,  nun  darauf 
ankommeu,  dass  man  zeigt,  dass  es  immer  mindestens  einen  Wertb 
von  x von  derselben  Form  wie  die  Coeffirientcu  der  gegebenen 
Gleichung  geben  muss,  für  welchen 

3(3— «,-4,  l/ZT)  (z_  ff  ,-4,  V^\) . . . V^\)+U=  0 

oder 

x(s— « , — h , l/— 1 ) (s— ff, — 4,1/—  1) ...  ( s— - ff«— i— bn-\  )=  — U 

ist. 

Um  dies  zu  beweiseu,  setze  man 

x — x-\-yV'  — 1, 

und  stelle  sich  x und  y als  die  rechtwinkligen  Coordinatcn  eines 
Punktes  M in  einer  Ebene  in  Bezug  auf  zwei  beliebige  auf  einan- 
der senkrecht  stehende  Coordinatenaxen,  deren  positive  Theile  Ox 
nnd  Oy  sein  mögen,  vor.  Ferner  seien  A,,  At , A,,...A„— l die 
durch  die  Coordiuutcn 

4,  ; ff,,  A, j ff,,  A,;  ...  ff*— l,  A,_| 

in  Bezug  auf  dasselbe  Coordiuulensystem  bestimmten  n — 1 Punkte 
in  dieser  Ebene,  tu  sei  einer  der  von  dem  Radius  Vector  öftf=Q 
mit  dein  positiven  Theile  der  Axe  der  x eingeschlossenen  Winkel; 
so  ist,  wie  sogleich  erhellen  wird,  in  völliger  Allgemeinheit 

s = x -f-  y V'  — i = Q (cos  tu  sin  tu  1/  — I). 

Sind  nun  ferner  tu,,  tu,,  ...  io„_i  die  von  den  Vectoren 
A,A/=f,,  A,M=qi,  Ä,JÜ  — q„  ...  A„— |A/=p„_l  mit  den 
von  den  Punkten  At,  At,  ...  Am  .j  aus  mit  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x parallel  und  nach  derselben  Seile  hin  gezo- 
genen geraden  Linien  eingeschossenen  Winkel;  so  ist  nach  den 
einfachsten  F'ormeln  der  (.ehre  von  der  Verwandlung  der  Coordina- 
ten  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

3— ff,—  4,1/ — l=x— «,-4-(y—  4,)l/ — l=<j,(costu,-|-sin(ulV/ — 1), 
3 — ff, — 4,1/ — l—x — ff,-|-(y — 4,)p/— j=p,(costu,-|-sinu;,l/ — 1), 

s — «, — 4,1/ — l=.z'  — o,-|-(y— 4,)V/— l=p,(costu,-F-sintu,l/— -1), 

u.  s.  w. 

s — ff* — i 4* — 1 1/ — 1 = x — 4«— i)\/^n 

= e„-i  (cos  tu*_i-|-sin  tu*— i 1/  — I ); 

und  folglich  nach  einem  bekannten  Matze  aus  der  Lehre  von  den 
imaginären  Grössen 
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*(*—«,  — Ä,  \f  — 1)  (x  — «5—  4,  l/  — 1)  . . . (s— »«-1— 1) 
= pp,p,  • ••  e«-A  l cos (to-+- w,  ■+- . . -f- w„-t) 

-4-  sin  («i  -h  tu,  -1-  . -H  w»_i)  V'  — 1 

Weil  nach  dem  (flogen  uns  nun  zu  zeigen  obliegt,  dass  sich 
für  x = .r-i \-y\// — 1,  wo  .v  und  y reelle  Grössen  sind,  immer 
mindestens  ein  Werth  nngehen  lässt,  für  welchen 

ist;  so  werden  wir  jetzt  zu  zeigen  haben,  dass  sich  für -r,  y immer 
mindestens  ein  System  zweier  reeller  Werlhe  äugelten  lässt,  für 
welches 

PP,?,  • • • P*-i  |cos(at-4-w,  -f- . . -4-  w*_i)  1 

-I-  sin  (tu  -4-  (o , -f-  . . -4-  üj«_i)  \/ — I J = — II 

ist.  Nach  der  Voraussetzung  und  nach  der  Lehre  von  den  imagi- 
nären Grössen  kann  über  immer 

— V=  II  (eos  « -f-  sin  « V — 1) 

gesetzt  werden.  Daher  wird  das  Obige  bewiesen  sein , wenn  mun 
zeigen  kann,  dass  sich  für  y immer  mindestens  ein  System 

zweier  reeller  Werlhe  angeben  lässt,  durch  welches  die  beiden 
Gleichungen 

p p , p , . . . ptt— i = /t,  tu  -f-w,  -f-ot,  -J-  — -4-  w»_i  = a 

zugleich  erfüllt  werden,  wovon  mun  sieh  auf  folgende  Art  über- 
zeugen kann. 

Weil  nach  dem  Obigen 

p , = V (p  cos  w — <r,)’  -4-  (p  sin  nt  — 0X  )*, 

p,  = 1/ (p  cos  tu  — «,)’  -4-  (p  sin  tu  — 6,)1, 

p,  = V/(p  cos  io  — «,)’  -4-  (p  sin  nt  — d,)*. 
u.  s.  w. 

P«-i  = l/'(p  cos  w — -4-  (p  sin  nt  — 4*— i)1 

ist;  so  ist  das  Produkt  p p,p-  . . . p„_i,  dessen  Werlb  immer  posi- 
tiv ist.  für  jeden  bestimmten  Werth  von  nt  eine  stetige  Function 
von  p,  welche  für  p = 0 verschwindet  und  für  p /-  unendlich 
wird.  Dulter  muss  es  offenbar  für  jeden  bestimmten  Werth  von  nt 
mindestens  einen  Werth  von  p geben,  für  welchen 

P p,p,  • v p— 1 = /*, 

also  die  erste  der  beiden  obigen  Gleichungen  erfüllt  ist.  Denkt 
man  sich  folglich  in  der  Ebene  der  &y  von  dem  Anfänge  O der 
Coordinuten  aus  eine  stetige  Folge  gerader  Linien  gezogen,  so 
wird  es  auf  jeder  dieser  geraden  Linien  einen  Punkt  M geben,  des- 
sen Entfernung  vom  Anfänge  der  Coordinaten  oder  dessen  Radius 
Vcctor,  für  p in  die  Gleichung 

PP.P,  . ...  p«-i  = It 

gesetzt,  derselben  genügt,  und  es  fragt  sich  jetzt  zunächst,  ob  alle 
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diese  Punkte  eine  stetige  völlig  geschlossene,  den  Punkt  O also  ducIi 
allen  Seiten  bin  ohne  l’nterbrechung  umgebende  Curre  bilden.  Dass 
dies  aber  wirklich  der  Fall  ist,  kann  auf  folgende  Art  gezeigt 
werden. 

Weil  nach  dem  Obigen 

Q = \ / x*  -+-  y», 

Vi  = V(x  — a,y  -+-(y—  Ä.)», 

Qt  = V{/c  — «,)’  -h(y  — £,)\ 

U.  8.  W. 

e—l  = V(X  — (In — t)*  -+-  (y  — A.-t)’ 
ist,  so  ist  die  Gleichung 

fP.fs  ■ . .e—l  = /i, 

oder  vielmehr,  wenn  man  dieselbe  rational  macht,  die  Gleichung 
e’ei’e»’  • • . e—l’  = Ä1, 

offenbar  sowohl  in  Bezug  auf  ar,  als  auch  in  Bezug  auf  y vom 
2/t  ten  Grade.  Die  Gleichung  einer  jeden  geraden  Linie  hat 
die  Form 

y = Xx  ft  oder  x = X. 

Denkt  man  sich  im  ersten  Falle  in  der  Gleichung 

e’e.’e*’  • . . e«-i*  = ä* 

für  y den  Ausdruck  i-x  u gesetzt,  so  erhalt  man  eine  bloss  die 
unbekannte  Grösse  x enthaltende  Gleichung,  deren  höchstes  Glied 
offenbar  (l-t-i1)"  «*",  uod  die  also  vom  2nten  Grade  ist,  folglich 
nach  dem  .Satze  2.  in  §.  1.  höchstens  2 n reelle  Wurzeln  haben 
kann,  zu  deren  jeder  wegen  der  Gleichung  y—Xx  •+•  y nur  ein 
bestimmter  reeller  Werth  von  y gehört,  im  zweiten  Falle  erhalt 
man,  wenn  mau  in  der  Gleichung  • 

e’e.’e*’  • • • 

die  Grösse  x = X setzt,  eine  bloss  die  unbekannte  Grösse  y ent- 
haltende Gleichung  des  2/«lcn  Grades,  welche  also  nach  dem  Satze 
2.  in  §.  1.  wieder  höchstens  2»  reelle  Wurzeln  haben  kann.  Hier- 
aus ergiebt  sich,  dass  von  der  durch  die  Gleichung 

ee.e>  • • • e«-i  = R 

cbaracterisirten  Curve  keine  gerade  Linie  in  mehr  als  2 n Punkten 
geschnitten  werden  kann,  und  dass  also  diese  Curve  jedenfalls  nicht 
der  Gattung  der  Spiralen  angehört,  welche  ohne  jemals  in  sich 
selbst  zmückzukehrcu  in  unendlich  vielen  Windungen  einen  festen 
Punkt  umgeben.  Bestände  über  die  durch  die  Gleichung 

QQxQt  ...p«-i  = Ä 

charactcrisirte  Curve  aus  gewissen  von  einander  gesonderten,  also 
in  keinem  stetigen  Zusammenhänge  stehenden  Tlieilen,  so  würde 
man  von  dem  Punkte  O an  durch  die  Zwischenräume  zwischen  den 
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einzelnen  Tlicilen  hindurch  bis  zu  einem  von  dem  Funkte  O unend- 
lich weit  entfernten  Punkte  ö,  eine  stetige  Curve  ziehen  können, 
auf  welcher  der  Radius  Vector  keines  Punktes  der  Gleichung 

QQ  >Q*  • • • Q*-i  = lt 

genügen  würde,  welches  ungereimt  ist.  Denn  die,  dem  diese  Curve 
beschreibenden  Punkte  entsprechenden  Vcctoren  p verändern  sich 
stetig  von  0 bis  00  , und  es  werden  sich  also  auch  die  entsprechen- 
den Werthe  der  Grösse 

QQ,Q,  . . . e„-i  — It 

stetig  verändern.  Weil  nun  pp,p,  . . . p„_t  für  p = 0 verschwin- 
det, so  ist  in  der  Nähe  des  Punktes  0 die  Grösse 

ee.e»  . 

offenbar  negativ;  positiv  ist  diese  Grösse  dagegen  in  der  Nähe  des 
Punktes  ö„  weil  pp,p,  . . . g*-x  für  p = 00  unendlich  wird.  Da- 
her muss  die  Grösse 

QQiQ,  . . . Qn-\  — R 

irgendwo  auf  der  Curve  OOt  vom  Negativen  zum  Positiven  über- 

Seben,  welches  wegen  der  stetigen  Veränderung  dieser  Grösse  nur  , 
uun  geschehen  kann,  wenn  dieselbe  durch  Null  hindurch  geht, 
woraus  sieb  also  ergiebt,  dass  jederzeit  für  einen  gewissen  Punkt 
auf  der  Curve  00 , 

QQ ,P,  . . . pn_i  — R = 0 oder  pp,p,  . . . p„-i  = R 

sein  muss,  welches  gegen  das  Obige  streitet.  Folglich  ist  die  durch 
die  Gleichung 

Q Q\Q%  • • • Q«-i  = R 

charactrrisirte  Curve  nothwendig  eine  stetige  geschlossene,  den 
Punkt  O nach  allen  Seiten  bin  ohne  Unterbrechung  umgebende 
Curve. 

Von  den  Punkten  O,  At,  At,  A,,  . . . A„—\  liegt  immer  min- 
destens einer,  nämlich  der  Punkt  O,  innerhalb  der  in  Rede  stehen- 
den Curve.  Ferner«  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  keiner  dieser 
Punkte  auf  derselben  liegt.  Von  dem  Punkte  0 versteht  sich  dies 
von  selbst.  Läge  aber  z.  ß.  der  Punkt  A , auf  der  Curve,  so  würde, 
da  für  jeden  Punkt  derselben  die  Gleichung 

QQ ,Qt  • ■ • Qn-l  = R 

erfüllt  ist,  dies  auch  für  den  Punkt  A,  der  Fall  sein,  welches  aber 
ungereimt  ist.  Weil  man  nämlich  unter  diesen  Voraussetzungen 
den  oben  im  Allgemeinen  durch  ß 1 bezeichneten  Punkt  als  mit  dem 
Punkte  A,  zusummenfnllend  betrachten  muss,  so  würde  offenbar 
gl=A,M=  0,  und  folglich  auch  p p,p,  . . . p„-i  = 0 sein,  da 
doch  offenbar  11  nie  verschwinden  kann,  weil  natürlich  V als  nicht 
verschwindend  angenommen  wird.  Nimmt  man  nun  alles  dieses  zu- 
sammen , so  ergiebt  sich  aus  dem  letzten  Satze  des  vorigen  Para- 
graphen unmittelbar,  dass  auf  der  in  Rede  stehenden  Curve  der 
Punkt  M immer  so  angenommen  werden  kann,  dass  die  Summe 

tu  -4-  tu,  -f-  tu,  -f-  Wm — 1 

jeden  beliebigen  Werth  erhält,  also  auch  so,  duss 
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0)  (i)  , -f-  tt J2  -f*  » • • ~t~  1 ^ H 

ist.  Da  nun  nach  dem  Obigen  für  jeden  Punkt  unserer  Curve  die 
Gleichung 

ep.pj  • • • Q„-i  = Il 

erfüllt  ist,  so  sieht  man,  dass  sich  auf  derselben  immer  ein  Punkt 
angeben  lasst,  durch  dessen  Coordinates  die  beiden  Gleichungen 

Q<?,Q > ••  • <?«- i = fl,  w + w,  -+-w,-+-  . . . 4-(üÄ_j  = a 

zugleich  erfüllt  werden:  auf  den  Beweis  dieses  Satzes  ist  aber  oben 
der  Beweis  des  Fundamentalsntzes  der  Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen  zurückgeführt  worden,  so  dass  also  nun  auch  dieser 
wichtige  Fundamcntalsatz  selbst  vollständig  bewiesen  ist. 


XIV. -f 

lieber  eine  merkwürdige  Relation  zwischen 
den  rechtwinkligen  Coordinaten  von  vier  Punk- 
ten in  einer  Ebene  und  den  drei  Winkeln,  wel- 
che die  vier  von  diesen  Punkten  nach  einem 
fünften  Punkte  in  derselben  Ebene  gezogenen 
geraden  Linien  mit  einander  einschlicssen,  und 
über  zwei  wichtige  geodütische  Aufgaben. 

Von 

dent  Herausgeber. 


Es  seien  A\  A\,  A't,  A\,  vier  Punkte  io  einer  Ebene,  deren 
Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordioa- 
teosystem  respective  ur',  ij\  je',,  i/, ; .r',,  y\ ; ar',,y,  seiu  mögen. 
Ein  fünfter  Punkt  iti  derselben  Ebene  sei  A,  und  x,  y seien  die 
Coordinaten  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  dasselbe  System.  Durch 
den  Punkt  A denke  man  sich  ein  dem  primitiven  paralleles  Coordi- 
natensystem  der  § 17  gelegt,  und  bezeichue  die  Coordinaten  der 
Punkte  A\  A\.  A\,  y/',  in  Bezug  auf  dieses  neue  System  respec- 
tive durch  £',  if;  ij',;  if,;  ij',;  so  bat  man  nach  den 
einfachsten  Formelu  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordi- 
naten die  folgenden  Gleichungen: 
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la?  = .r-F-S',  y = y-f-tj't 

V.  =^+?,.y',  = y-+-y, ; 

+ y1,  = y -F-  v\ ; 

f = x -F-  £',,  y,  = y + 17',. 


Die  von  den  Linien  AA\  AA\,  AA'It  AA', , welche  durch 
p,  Pi>  p>i  Pi  bezeichnet  werden  sollen,  mit  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  ? eingeschlossenen  Winkel,  welche  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  ? an  durch  den  von  den  positiven  Tbeilen  der 
Axen  der  § und  r;  eingeschlossenen  rechten  Winkel  hindurch  immer 
nach  derselben  Richtung  hin  von  0 bis  360°  gezahlt  werden , wol- 
len wir  durch  y.  y- 1- «,  <p-f-j¥,  y y bezeichnen,  indem  wir  dar- 
auf besonders  aufmerksam  zu  machen  nicht  unterlassen  , dass  die 
durch  u,  ß,  y hezeichneten  Grössen  zwnr  nicht  in  allen  Fällen  die 
180°  nicht  übersteigenden  Winkel  A'AA\,  A’AA',,A’AA',  selbst 
sind,  aber  doch  aus  diesen  W'inkcln  jederzeit  leicht  gefunden,  und 
daher,  wenn  dieselben  etwa  hei  einer  geodätischen  Aufnahme  ge- 
messen worden  sind,  immer  als  bekannt  angenommen  werden  kön- 
nen. Dies  vorausgesetzt  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

£'  = p cosy,  ij'  = p siny; 

5’.  = P.  eo*(SP  + «)>  ^1=9.  sin(y-f-a); 

5’j=9,  cos(y-»-/?),  = sin 

=Q,  cos  (y  + /),  rf,  = p,  sin  (y  -f-  J'); 

und  mittelst  der  Gleichungen  1.  ergehen  sich  daher  jetzt  die  folgen- 
den Gleichungen: 

Ix'  = jr -+- P cos y y’  = y-J-p  sin  y ; . 

x',  — .r-F-p,  cos(y-f-a),  1/ , =y-f-p,  sin(y-F-a); 
x,=x-\-Qi  cos  (y -4- ß),  y , = y-t-p,  sin(y-HS); 
x',=xA-e,  cos (y-F-y),  y',  =y-t-p,  sin(y-f-/'J. 


Durch  Hlimination  der  Grössen  p,  p,,  p,,  p,  aus  diesen  acht 
Gleichungen  erhält  man  die  vier  folgenden  Gleichungen: 


x sin  <p — ycosy  = .r'siuy — y*  cos  y; 

Ix  sin  (9p  — oe)  — y cos  (y-|-a)  = x\  sin  (y-f-«)  — y* , cos(y-4-o) 
.rsin  (<f>-t-ß)  — y cos  (y-F-/S)  = x't  Bin  (y-F-/S)  — y,  cos (y-f-/S) 
x sin  (y-f-y)  — y cos  (y+/)  = x’I  sin  (y-F-y)  — y,  cos  (y-F-y) 


aus  denen  sich  ferner,  wenn  man  aus  der  ersten  und  zweiten,  aus 
der  ersten  und  dritten,  aus  der  ersten  und  vierten  die  Grösse  y 
eliininirt,  leicht  die  drei  Gleichungen 


Ixsin«  = jj^,sin(y-F«i)  — y 1 cos(y-J-«)l  cos y — (ar'sin y — y’cosy ) cos(y-f-o), 
xs'mß= |x',iin(y-H!)— y‘3cos(y-H3)  I cos  y— (zr- sin  y— y'cosy.)  cos(y-t-t»)> 
z:sinj'=jj:',sin(y-F)')— y>co»(y-H')|  cosy— (x'siny— y'cosy)cos(y-f-y) 

i /' 

ergeben,  die  dann  durch  Elimination  von  x sogleich  zu  den  beiden 
Gleichungen 
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I 


) Jtf  x sin(y-Ht)  — y’ t cos  (9-+-«)!  cos  y — {af  »iny — y'  cos  f) cos  (y~4-a) 

sin  tt 

~ i ■ 

_ j x\  sinfy-f-ft) — tf  t cos(v-t-ff)j  cosy  — (je  siny— y'  cos  y)  cos  ((f-t-ß) 

sin  [1 

1-r',  sin  (j-j-y) — y',  cos (’f-j-y) j cos  <f  — (■g’sin  7 — y’  cosy)  cos  (y-f-y) 

sin  }' 

oder 

•^.(l-f-cota  taugy)-y,(cota-  tang9))-(ar'tangy-y)(cota-tangg>) 
= ^',(l-J-cot/S  tang5p)-y'J(cot^-  tang<p)-(ar'tBoggp-y)(cot/?-tang9p) 
=a:',(l-i-cotytangy)-y,(coty-taug5f;)-(.r'tanggp-y)(coty-tang9>); 
oder,  wie  mau  nach  leichter  Rechnung  lindet,  zu  den  beiden  Gleichungen 

•r'i-(y'.-y')co‘“H-K'*'i--^')c'>t“+y'i-y,l  tangy-Kr'tangy* 
= j:',-(y',-y')cot/J  + \(a:\-a:')colß-)-y'1-i/\  tangy-f- x'  taogy1 
— x’i-{!/>-l/)™*r  + \{x,i--*')calr+y'i-y'\  tangy-+-.y  tanggp»; 

oder,  wenn  man  in  diesen  Gleichungen  die  letzten  einander  gleichen 
Glieder  aufheht,  zu  den  beiden  Gleichungen 

5.  x? , — (y, — ij)  cot«-»-  ((a^, — a/)  cota-f-y',  — yj  tangga 

= ■»'»— (y's—y’)  cot/J-t-  |(V,— *')cotß-i~!/,— y|  taogy 
= (/1— y)  cot y -f-  |(.zr's— a?')  coty-f-y,— y | tangy 

fuhren.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  aber  leicht 

|t  __  J'i  — (y'i~ y')cot«-H(y',— y')cot^ 

y',— y',-f-  (j:  , — X .)  cota  — (x, — x1)  cotß' 

jfi— af»— fy*»— y'leot^-f-fy»— y')eoty_ 

ans  y y', — y'j-j.  (a^, — x')  cot/9  — (x', — x)  cot y’ 

also 

- a^,— ar*,—  (y,— y'lcotar-t-fy,— yicot/» 
y', — y',-f-  (ay, — aO  cot«  — (a:', — a-')cot0 

aft—  j'»—  (y1,— y')  cot|i  + (y'>— y'l  coty 

y,— y'«-»-(a:',— xr)  cot/i  — af)coty  •' 

Bringt  man  über  diese  Gleichung  auf  Null,  so  erhält  mau  nach 
einigen  leichten  Verwandlungen,  die  folgende  merkwürdige  Glei- 
chung: 

8.  0=| {x,l—x',){y’,—y',)  — (x'2—x'a)(y',—y’,)\  sinctsin^siny 
|(a:'— y',)(y',  — y',)j  cos«  sin/Ssiuy 
■+•  i(^  — ar',)(ar'1  — )-t-(y—  y',)(y',— y,  )|  sina  cos/S  siny 
-4-  Ka^  — — ar',)-4-(y— y,)(y,— y,)l  sinasin/? cos/ 
■+■  !(•*'  — a/,)(y  — y,)  — (a^—  ar',)(y—  y,)j  sinacos/Seosy 
-H(.r'  — a^,)  (y  — y,  J — (ar1—  ar', ) (y— y,)|  eoso  sin /S  cosy 
■+■  !(•*'  — a^ ,)  (y — y,)  — (ar'—  ar1,)  (y—  y,) j cos«  Binß  siny. 

Nach  weiterer  Entwickelung  erhält  diese  Gleichung  die  Form 
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9.  0 = (x'a/,-+-y’y'l-|-a:',^'>-+-y,ay',)8inasiD(/*—  y) 

-+■  ^',+y,  y, ) s\oß  $in  (?—<*) 

4-  (x'a?,A~ ’/$/,+ x?,  or',4 -y , y3)  sing  sin  ( a—ß ) 

— (^Yi— y^i)  «os“  sin  (/¥ — y) 

— (■&’>/ 1 — y •£■'»)  cos(?  sin  (/ — «) 

— (^y,-y^', ) cos y sin  (u—ß) 

4-  l/t^i ) **n  “ cos  (jS— y) 

4-  (x?,  y i — y .-t1,  ) sin  ß cos  (y— u) 

4-  (x?,  ya— y,  Ä-'t)  sin  F cos(«— ß), 

und  diese  Gleichung  lässt  sich  endlich,  wenn  man  die  Prnducte  der 
goniometrischcn  Functionen  auf  bekannte  Weise  in  Aggregate  von 
Cosinussen  und  Sinussen  verwandelt,  auch  unter  der  folgenden  Ge- 
statt darstelleu: 

10.  0=t(«'—  x;',)(x?%— /,)+(y- y,)(y»— yt)t  cos(— «4-04-r) 
4-  k«'—  x?t)(x?,— jr'.H-ty—  y,)(y,— y,)i  cos(«— ^-+-y) 

4-  K-*'— ^'J)4-(y— y,)(y,— y»)i  cos(ch-/*— ?) 

4-  !(.*'—  JT,I)(y*—  y,)— (y—  y,)(^»— •»',)(  sin(— a4-/?4-r) 

4-  }(-*■■' — *'»)(y»— y.)— (y—  y«)(^.— *•“(«— /?4-r) 

4-  uv—  ^,)(y,— y,)-  (y-y,)(^,-^,)i  sin(«4-£— y). 

Mittelst  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  lassen 
sich  zwei  wichtige  geodätische  Probleme,  die  in  der  Praxis  häufig 
mit  Vortheil  in  Anwendung  gebracht  werden,  nuflüsen. 

Bei  der  unter  dein  Namen  des  Pothenotschen  Problems 
bekannten  Aufgube  sind  drei  Punkte  ihrer  Lage  nach  gegeben,  und 
die  Luge  eines  vierten  Punkts  soll  bestimmt  werden  , wenn  in  die- 
sem Punkte  die  beiden  Winkel  gemessen  worden  sind,  welche  die 
drei  von  demselben  nach  den  drei  gegebenen  Punkten  gezogenen 
Linien  mit  einander  einscliliessen. 

Nehmen  wir  an,  dass  A\  A'lt  A\  die  drei  gegebenen  Punkte 
sind  und  A der  gesuchte  Punkt  ist,  so  sind  die  iui  Obigen  durch 
x?,  y:  x?y,  y, ; x'x,  y,  bezeichnten  Coordinaten  und  die  beiden 
Winkel  u,  ß bekannt,  und  die  beiden  Coordinaten  x,  y werden  ge- 
sucht Weil  nun  nach  6. 


11.  tnng  <p  = — 


x?  i—x',  — {tf , — y')cot«-t-(y'a— y)cotj» 
y' , — y'  j-f-l-c'i — 3?)  cot«  — x')  cot/S 


ist,  so  kann  der  W'inkel  tp  aus  den  gegebenen  Grössen  gefunden 
werden.  Da  man  jeduch  nur  weiss , dass  dieser  W’inkel  360°  nicht 
übersteigt,  so  fragt  es  sich,  ob  man  denselben  zwischen  0 und  180° 
oder  zwischen  1K0°  und  360°  zu  nehmen  hat.  Fine  Entscheidung 
hierüber  kann  aber  leicht  auf  folgende  Art  gegeben  werden.  Nach 
2.  bat  man  die  folgenden  Gleichungen: 


Ix?  =.r4-p  costyi , ij  = y4-0  siny; 

x?,  =x-i~Q,  cos(y4-a),  y,  = y4-g,  sin(y4-a); 
■*'»  = ^4-ga  cos  (SH-/S) , y,  = y4-e>  sin(y4-/J); 
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aus  denen  sich  die  Gleichnngen 

x}—  x',  = p cos  91 — p,  cos(y+ä),  i/-y’l  = Q^ ing?  — p,  Bin(y-f-«); 

= pcosg>—  p3  cos(sp+/J),  y'—  y',  = p sin  gi  — p,  sin(g>—  /S) ; 
nnd  hieraus  die  beiden  folgenden  Ausdrücke  von  p ergeben: 

(j<— j'^sinCy-l-n)  — (y'— y*  ,)cos(y-f-g) 
sin  « ’ 

(zr*— #%)  sinfy-t-fl)— (y-— y',)  cos  (y -»-/?) 
sin  0 

Da  nun  die  beiden  Wertbe,  welche y>  haben  kann,  jederzeit  van  der 
Form  <f  und  y>+180°  sind,  so  siebt  man,  dass  diese  beiden  Wertlie, 
für  y in  einen  der  beiden  vorhergehenden  Ausdrücke  gesetzt,  für 
p jederzeit  zwei  Wertlie  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  liefern. 
Weil  aber  p seiner  Natur  nach  positiv  ist,  so  muss  man  für  91  im- 
mer denjenigen  seiner  beiden  VVertbe  setzen,  welcher  für  p einen 
positiven  Wrrth  liefert,  und  kann  also  auf  diese  Art  immer  mit  völ- 
liger Sicherheit  entscheiden,  ob  mau  <j>  zwischen  0 und  180°  oder 
zwischen  180°  und  360°  zu  nehmen  hut. 

Hut  man  g>  und  p auf  diese  Weise  gefunden , so  ergeben  sich 
die  gesuchten  Coordmaten  x,  y mittelst  der  aus  12.  fliessenden 
Formeln 

14.  x=z.  x' — pcosgi,  yrry1 — psingi; 

und  p,  und  p,  erhält  man  nun  ferner  leicht  mittelst  der  folgenden 
sich  ebenfalls  unmittelbar  aus  12.  ergebenden1  Formeln: 

__  x',—x  _ •/ , — y 

cos(y-H<)  sin(y-f-«)’ 

_ x\—x  _ y'„— y 

” cos(y-HS)  sin  ('/+/*)’ 

Auf  diese  Art  ist  jetzt  das  Pothenotsche  Problem  vollständig 
aufgelöst. 

Kine  andere  geodätische  Aufgabe,  deren  Auflösung  sich  aus  den 
im  Obigen  entwickelten  Gleichungen  ableiten  lässt,  ist  dus  folgende 
schöne  Lambertsche  Problem: 

Man  soll  die  gegenseitige  Lage  von  acht  Punkten 
A , Aly  A j,  A,  und  A',  A\,  A\,  A',  bestimmen,  wenn  in 
jedem  der  Punkte  A,  A,,  At,  A,  die  Winkel  gemessen 
worden  sind,  welche  die  von  diesen  Punkten  nach  den 
Punkten  A\  A\,  A\,  A',  gezogenen  geraden  Linien  mit 
einander  einschliessen. 

Man  nehme  den  Punkt  A'  als  Anfang  der  Coordinaten  an,  und 
setze  also  x'=0>  1/=  0,  so  wird  die  Grcichung  9. 

0 = (x\x’t  + y’2  y',)  sin  u sin  (ß—y) 

■+■  (^.  •*!  +y’.  y ■ ) »in^sin  {y— «) 

-4-  (•*',  -bt/it/i)  stuy  sin  (a- ß) 

•+■  (^1  y',  — y',  ) sin  a cos  (ß-y) 

y',*',)ünß  cos (y—a) 
y'i—y'i&'t)  iiaycos(a-ß). 
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Setzt  man  nun,  was  offenbar  vcrstattet  ist,  auch  noch  y,=0; 
so  wird  diese  Gleichung 

0 ==  (^,  x',  y, ) sin  a sin  (ß— y) 

-+-  (^7  y.  — y » ) »in  “ eos(ß-y) 

[x1,  sin  (y—a)—y,  cos(/— a)|  sin  ß 
■+-X1,  \x’i  sin(a— /*)•+•  y2  cos(u — ß)j  sin/, 
und  folglich,  wenn  man 

16.  x\  —x?x  -1-  s 


setzt, 

0 = (sy,  -l-yay,)  sin « sin  (ß—y) 

-4-(*y'i  — y,x',)  sina  cos(^ — /) 

-+-  x'l  x',  jsinusinf/?— /)-|-sin/?sin  (y — a)| 

+ y,  y',  jsinacos(|J—  y)  — sinÄ  cos  (/ — a)j 
-t-.r',  \x'l  sin(a— sin(a— /9)-4-y,  cos(a— ß)j  sin/, 
oder,  wie  man  leicht  findet,  weil 

sin  u sin  (ß — y)  -+-  s\aß  sin(/ — «)  = — sin/  sin  (a — ß), 
sin«  cos  {ß — y)  — sin|? cos (y — u)  = cos/  sin(a — ß) 

ist, 

17.  0 = (a^,  + y,y,)  sina  sin(/S — /) 

-+-  (*y,  — y,  ) sin  a cos  (ß—y) 

+ x\y',  sin  y cos  (u—ß) 

+ y,y,  cos/ sin  (a — ß) 

-i-x1,  (x’i — x',+x)  sin/  sin(a — ß). 

Diese  Gleichung  wird,  wenn  mun  der  Kürze  wegen 

18  — — 

'\r=x'li/t,i=x',y'„t=x’l(x’,—x',-t-x) 


setzt, 


16.  0 = />  sina  sin(j? — /) 

-1-  q sina  cos  (ß—y) 
-f-  *•  sin  / cos  (a — ß) 
* cos/  sin  (a—ß) 
-1-  t sin  / sin  (« — ß). 


Ceberlegt  man,  dass  diese  Gleichung  sich  auf  den  Punkt  A 
bezieht,  und  dass  man  für  die  Punkte  A,.  A,,  A,  offenbar  ganz 
ähnliche  Gleichungen  bilden  kann;  so  erhellet,  dass  die  Data  der 
Aufgabe  immer  vier  Gleichungen  des  ersten  Grudes  zwischen  den 
fünf  unbekannten  Grössen  p,  g,  r,  a,  t von  der  obigen  Form  liefern, 
mittelst  welcher  man  also  die  Verhältnisse  der  Grössen  p,  q,  r,  t,  t 
unter  einander  bestimaicn  kann.  Duber  wird  man 

pxxkt,  g = Xr,a,  r=zk,s,  ( = k,t 
setzen  können,  wo  tc,  Je,,  k,  bekannte  Grössen  sind.  Setzt  man 
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dann  noch  a^,=z  1,  so  ist  #=y',,  und  die  Gleichungen  18.  erhal- 
len die  folgende  Form: 

= *y'.> 

»y'.  — yV*'.  =*  iFV 
y'»  = ^*y'„ 
l — ^,-4-3  = x-.y,. 

Dies  sind  vier  Gleichungen  init  vier  unbekannten  Grössen,  die 
sich  also  mittelst  dieser  Gleichungen  bestimmen  lassen.  Durch  Eli- 
mination von  y\,  wenn  man  nämlich  den  Werth  dieser  Grösse  aus 
der  dritten  Gleichung  in  die  beiden  ersten  Gleichungen  einführt, 
erhält  man  leicht  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

xx\A -*,y'Iy'1  =^Xy,, 
s — = Xr,, 

und  durch  Elimination  von  x erhält  man  ferner  die  beiden  Glei- 
chungen 

22  r(l— *,).r%  = l+*i— ^ 

~\~y> \lf  a)  = &t/ $ 3? % 

zwischen  den  Coordinaten  und  y1 Führt  man  den  Werth  von 
j/,  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  in  die  zweite  ein,  so 
erhält  man  für  y\  die  folgende  Gleichung  des  zweiten  Grades: 

23.  0 = (1+-AI)(A1+Aa) 

- 141+*,  A,  )-2X-  ,(X—  X-,  )+X- , X-,  ( I +X-, ) w, 

+ X:,  |(1— X-,),+ X-,X*,  j y'jy',, 

und  sieht  also,  dass  //,  im  Allgemeinen  zwei  Werthe  hat,  die  aber 
auch  beide  unmöglich  werden  können.  (Int  man  auf  diese  Art  r/ , 
gefunden,  so  ergeben  sich  3,  .r',.  y\  leicht  mittelst  der  Glei- 
chungen 22.,  21.,  16.  und  20..  wobei  man  immor  fest  zu  halten  hat, 
dass  ,J . — I gesetzt  worden  ist.  Die  Coordinaten  ,z-,  y des  Punk- 
tes A findet  man  nun  ferner  ganz  auf  dieselbe  Art  wie  oben  hei 
der  Pothcnuf selten  Aufgabe  gezeigt  worden  ist,  und  auf  ganz  ähn. 
liehe  Weise  ergeben  sich  noch  die  Coordinaten  der  Punkte 
-4,,  .f„  A ,. 

Alle  unbekannte  Grössen  sind  hier  durch  die  Grösse  , als 
Einheit  ausgedrückt  worden,  und  mehr  als  die  Verhältnisse  der  ge- 
suchten Grössen  zu  der  Grösse  jc\  als  Einheit  lässt  sich  auch  aus 
den  Datis  der  Aufgabe  in  der  Tlint  nicht  finden,  weil  die  sämmt- 
iicben  Data  der  Aufgabe  nur  Winkel  sind.  Handelte  es  sich  um 
absolute  GrössenbcstimmungeD , so  müsste  mindestens  noch  eine 
der  in  der  Figur  vorkonnnendcn  Linien,  etwa  die  Linie  ar1,, 
welche  unter  den  oben  gemachten  Voraussetzungen  offenbar  die  Ent- 
fernung der  beiden  Punkte  A1  und  A\  von  einander  ist,  gemessen 
werden. 
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XV. 

Tafel  der  pytbagoriüschcn  Dreiecke. 

Von  dem 

Herrn  Professor  C.  A.  Briefs chnei der 

zu  Gotha. 


Dass  die  in  den  Schulze’aclien  Tafeln  Bd.  II.  Seife  30S  ff.  unter 
der  Aufschrift  „rationale  Trigonometrie“  enthaltene  Tafel 
der  pytbngoräischcn  Dreiecke  in  einzelnen  Resultaten  bedeutende 
Fehler  enthalt,  wird  allen  den  Lehrern  der  Trigonometrie  nicht  un- 
bekannt sein,  die  diese  Tafel  zu  Aufgaben  für  ihre  Schüler  benutzt 
haben.  Neuerdings  hat  jedoch  Herr  Professor  Kunze  in  Weimar“) 
nachgewiesen,  dass  die  Menge  der  in  jener  Tabelle  vorkommenden 
Fehler  so  bedeutend  ist,  dass  letztere  dadurch  fast  unbrauchbar 
wird.  Da  sie  nun  gleichwohl  dem  Lehrer  eine  sehr  brauchbare  Bei- 
spirlsainmlung  für  rcchtwinklicbe  und  schiefwinkliche  Dreiecke  dar- 
bietet,  so  habe  ich  mich  der  kleinen  Mühe  unterzogen,  sie  noch- 
mals zu  berechnen  und  dabei  die  Winkel  bis  nuf  Zchntrlserundeu 
genau  zu  bestimmen.  Da  jedes  Resultat  mittelst  der  L'nllet'scben 
Tafeln  doppelt  berechnet  und  die  Winkel  bis  auf  Hundrrtlheile  der 
Secuuden  gesucht  worden  sind,  wobei  die  doppelten  Werthe  höch- 
stens nur  um  ü,"04  ditferiren  durften,  so  möchten  die  erhaltenen 
Resultate  wohl  volles  Zutrauen  verdienen. 

Bezeichnen  daher  m und  n relative  Primzahlen,  von  denen  .im- 
mer nur  die  eine  ungerade  seyn  darf,  und  man  setzt  den  einen 
Catheicn  a eines  rcciilwinklichen  Dreieckes  gleich  2m»,  so  ist  der 
andere  C’athcte  h gleich  m ’ — »*,  die  Hypotenuse  h gleich 
woraus  sich  die  den  Catheten  a und  h gegenüberliegenden  Winkel 
A und  B durch  die  Gleichungen: 

taug  i A = £ und  tang  { B — 
ergeben.  Die  Tafel  selbst  ist  nun  folgende: 


*)  In  der  Vorrede  tu  Chr.  Gottl.  Trübst  Tafel  der  Sinus,  Tangenten  und 
Secanteu  etc.  Jena  1840  bei  Hochhausen.  181  S.  12. 
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84 

140 
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308 
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60 

120 

240 

420 

32 

96 

160 

224 

L 

3 

5 

15 

7 

21 

9 

35 

11 

45 

33 

13 

63 

55 

39 

15 

77 

65 

17 

99 

91 

51 

19 

117 

105 

85 

57 

21 

143 

119 

95 

23 

165 

153 

133 

105 

69 

25 

195 

187 

171 

115 

75 

27 

221 

209 

161 

29 

255 

247 

231 

207 

5 

13 

17 

25 

29 

41 

37 

61 

53 

65 

85 

65 

73 

89 

113 

85 

97 

145 

101 

109 

149 

181 

125 

137 

157 

185 

221 

145 

169 

193 

265 

173 

185 

205 

233 

269 

313 

197 

205 

221 

277 

317 

365 

229 

2-41 

289 

421 

257 

265 

281 

305 

6 

30 

60 

84 

210 

180 

210 

330 

630 

924 

546 

504 

1320 

1560 

840 

1386 

2340 

1224 

990 

2730 

3570 

1710 

2574 

4620 

5610 

5016 

2310 

1716 

7140 

7980 

3036 

4290 

7956 

10374 

10920 

8970 

3900 

2730 

7854 

11970 

14490 

11550 

4914 

0630 

12540 

19320 

6090 

4080 

11856 

18-480 

23184 

53°  7’48'VI 
67  22  48,  5 
28  4 20,  9 
73  44  23,  3 
43  36  10,  1 
77  19  10,  6 
18  55  28,  7 
79  36  40,  0 
31  53  26,  8 

59  29  23.  2 

81  12  9,  3 

14  15  0,  1 
41  6 43,5 

64  0 38,  8 

82  22  18,  7 
25  3 27,4 
47  55  29,  9 

83  16  1,  5 
1 1 25  10.  3 

33  23  54,  6 
69  59  2,  5 

83  58  27,  9 

20  36  34,  9 
39  57  58,  4 
57  13  15,  3 
72  3 17,  1 

84  32  50,  5 
9 31  38.  2 

45  14  23,  0 

60  30  46,  4 

85  11 5,  3 
17  29  32.  4 

34  12  19,  6 
49  33  1,  0 
63  12  54,  0 

75  8 13.  8 
85  25  7,  6 

8 10  16,  4 

21  11  22,  3 
39  18  27,  5 

65  28  13,  6 

76  18  52,  0 

85  45  28,  1 

15  11  21,  4 
29  51  46,  0 
56  8 41,9 

86  3 0,  4 
7 9 9,  6 

21  14  21,5 
34  42  29,  0 
47  15  31,  5 

36°52'1 1*6 
22  37  11,  5 
61  55  39,  1 

16  15  36,  7 
46  23  49,  9 

12  40  49,  4 

71  4 31,3 
10  23  20,  0 
58  6 33,  2 
30  30  36,  8 

8 47  50,  7 
75  44  59,  9 
48  53  16,  5 

25  5921,  2 
7 37  41,  3 

64  56  32,  6 
42  4 30,  1 

6 43  58,  5 
78  34  43,  7 
56  36  5,  4 
20  0 57,5 
6 1 32,  1 
69  23  25,  1 
50  2 1,6 

32  46  44  7 

17  56  42,  9 
5 27  9,  5 

80  2821,  8 
44  45  37,  0 
29  29  13,  6 
4 58  44,  7 

72  30  27,  6 
55  47  40,  4 
40  26  59,  0 

26  47  6,  0 
14  51  46,  2 

4 34  52,  4 

81  49  43,6 

65  48  37,  7 
50  41  32,  5 
24  31  46,  4 

13  41  8,  0 
4 14  31,9 

74  48  38,  6 
60  8 14, 0 

33  51  18,  1 
3 56  59,  6 

82  50  50,  4 
68  45  38,  5 
55  17  31,0 
42  44  28,  5 

7 


98 


a 

b 

k 

\ah 

A 

B 

ITC 

9 

288 

175 

337 

25200 

58°42'55".8 

31-17'  4", 2 

11 

352 

135 

377 

23760 

69  1 1.4 

20  58  58,  6 

13 

41t» 

87 

425 

18096 

78  11  15,  8 

11  48  44,2 

15 

480 

31 

481 

7440 

86  18  17,2 

3 4142,  8 

17 

•2 

68 

285 

293 

9690 

13  25  10,  8 

76  34  49,  2 

4 

136 

273 

305 

18564 

26  28  51,  7 

63  31  8,  3 

0 

204 

253 

325 

38  52  48,  3 

51  711,7 

8 

272 

225 

363 

30600 

50  24  8,  1 

39  35  51,9 

10 

340 

189 

389 

32130 

60  55  51,  9 

29  4 8,  1 

12 

408 

145 

433 

29580 

70  26  6,  7 

19  3353,  3 

14 

476 

93 

485 

•22134 

78  56  41,  7 

11  3 IS,  3 

rr 

544 

33 

545 

8976 

86  31  42,  9 

3 28  17,  1 

18 

i 

36 

323 

325 

5814 

6 21  34,  8 

83  38  25,  2 

5 

180 

299 

349 

26910 

31  2 53,6 

58  57  6,  4 

7 

252 

275 

373 

42  30  3,  6 

47  29  56,  4 

u 

396 

203 

445 

40194 

02  51  32,  9 

27  827,  1 

13 

468 

155 

493 

36270 

71  40  31,  1 

IS  19*8,9 

1* 

612 

35 

613 

10710 

86  43  36,  6 

3 16  23,4 

IE 

2 

76 

357 

365 

13566 

12  1 4,9 

77  58  55,  1 

4 

152 

345 

377 

26220 

23  46  38,  3 

66  13  21,7 

m 

228 

32* 

397 

37050 

35  3 4,  1 

54  56  55,  9 

8 

304 

297 

425 

45144 

45  40  2,  3 

44  1957,7 

| 

10 

380 

261 

461 

49590 

55  31  1,  5 

34  28  58,  5 

12 

456 

217 

505 

49476 

64  33  4,  6 

25  26  55,  4 

14 

532 

165 

557 

43890 

72  46  7,  3 

17  13  52,7 

IÜ 

608 

105 

617 

31920 

SO  12  6,  5 

9 57  53,  5 

18 

684 

37 

685 

12654 

86  54  13,  3 

3 546.7 

20 

1 

40 

399 

401 

7980 

5 43  29,  3 

84  16  30,7 

3 

120 

391 

409 

23460 

17  341,5 

72  56  18,  5 

- 

7 

280 

351 

449 

Eifl 

38  34  48,  3 

51  25  11,  7 

0 

360 

319 

481 

Bv  TTil 

48  27  19,  7 

41  32  40,3 

11 

440 

279 

521 

EbjI 

57  37  17,  7 

82  2242,  3 

13 

520 

231 

569 

60060 

66  2 51,9 

23  57  8,  1 

17 

680 

111 

689 

80  43  44,  6 

9 1615,4 

ir 

760 

39 

761 

14820 

87  3 44,0 

2 56  15,  4 

21 

2 

84 

437 

445 

18334 

10  52  50,  4 

79  7 0,6 

4 
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425 

457 

21  34  6,  9 

68  25  53,  1 

8 
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377 

505 

63336 

41  42  32,  1 

48  17  27,9 

10 

420 

341 

541 

71610 

50  55  30,  1 

39  4 23,  9 

10 

672 

185 

697 

62160 

74  36  28.  4 
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20 

840 

41 

841 

17220 

87  12  20,  3 

2 47  39,  7 

22 

1 

44 

483 

485 

10626 

5 12  18,  4 

84  4741,  6 

3 

132 

475 

493 

31350 

15  31  49,  2 

74  28  10,  8 

5 

220 

459 

509 

50490 

25  36  30,  7 

61  23  29,3 

7 
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435 

533 

66990 

33  18  0,  9 

54  41  59,  1 

9 

390 

403 

565 

79794 

44  29  53,  0 

45  30  7,  0 

13 

572 

315 

653 

«81090 

0!  9 30,  4 

28  50  *9,  6 

15 

660 

259 

709 

68  34  25,  5 

21  25  34,5 

17 

748 

195 

773 

72930 

73  23  18,  5 
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815 

51414 

81  37  48,6 

8 22  1 1 , 4 

21 

924 

43 
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2 39  52,  0 
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m 

n 

a 

6 

h 

\ah 

A 

B 

23 

2] 

92 

525 

533 

24150 

9°56'22",1 

80°  3’37",9 

4 

184 

513 

545 

47196 
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70  16  6,2 

6 
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565 

68034 

29  14  30,  3 

60  45  29,  7 

8 
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465 

593 

85560 

38  21  28,  8 

51  3831,2 

10 

460 

429 

629 

98670 

46  59  49,  7 

43  010,3 

12 

552 

385 

673 

106260 

55  6 20,2 

34  53  39,  8 

14 

64-1 

333 

725 

107226 

62  39  26,  6 

27  20  33,  4 

16 

736 

273 

785 

100464 

69  38  56,  3 

20  21  3,  7 

18 

828 

205 

853 

84870 

76  5 38,7 

13  5421,  3 

20 

920 

129 

929 

59340 

82  1 5, 4 

7 58  54,  6 

22 

1012 

45 

1013 

22770 

87  27  14,  2 

2 32  45,  8 

24 

1 

48 

575 

; u i 

13800 

4 46  18,  8 

85  13  41,2 

5 

240 

551 

601 

66120 

23  32  11,  7 

06  27  48,  3 

7 

336 

527 

625 

88536 

32  31  13,  5 

57  28  46,  5 

11 

528 

455 

697 

120120 

49  14  49,  7 

40  45  10,  3 

13 

624 

407 

745 

126984 

56  53  9,  1 

33  6 50,  9 

17 

816 

287 

865 

1 17096 

70  37  20,  8 

19  22  39,  2 

19 

912 

215 

937 

98040 

76  44  5,  9 

13  15  54,  1 

23 

1104 

47 

1105 

25944 

87  33  44,  1 

2 26  15,  9 

25 

2 

100 

621 

629 

31030 

9 8 52,3 

80  51  7,  7 

4 

200 

609 

611 

6090(1 

18  10  50,  0 

71  49  10,  0 

6 

300 

589 

661 

88350 

26  59  29,  3 

63  0 30,7 

8 

400 

561 

689 

112200 

35  29  21,  6 

5-4  30  38,  4 

12 

600 

481 

769 

114300 

51  16  55,2 

38  43  4,  8 

14 

700 
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821 

150150 

58  29  51,  5 

31  30  8,5 

16 

800 
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881 

147600 

65  14  18,  6 

24  45  41,  4 

18 

900 
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135450 

71  30  28,  0 
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22 

1100 
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77550 

82  41  44,  0 

7 18  16,  0 

21 

1200 

49 

1201 

29400 

87  3942,2 

2 20  17,  8 

Eine  genaue  Vergleichung  dieser  Tafel  mit  der  Schulzeschen 
zeigt  nun  allerdings  sehr  viele  und  zum  Theil  bedeutende  Rech- 
nungsfehler. Der  Verfertiger  der  Tafel  bat  unter  200  Dreiecken 
nicht  weniger  als  68  Dreiecke  doppelt  berechnet,  wpil  er  verkannt 

hat,  dass  die  Wertbe  tang  -j-  A—  ” und  tang  4 It  — zu  dem- 
selben Dreiecke  gehören.  Von  diesen  68  Dreiecken  sind  wiederum 
23  falsch  berechnet,  während  nntcr  den  64  Dreiecken,  welche  bloss 
einmal  Vorkommen , 9 griisstentheils  total  falsche  sich  befinden. 
Ausserdem  sind  nicht  weniger  als  18  Dreiecke  vorhanden,  in  wel- 
chen die  Winkel  gerade  uni  0,"5  zu  gross  oder  zu  klein  angegeben 
sind,  so  dass  demnach  auf  132  wirklich  von  einander  verschiedene 
Dreiecke  32  ganz  falsche  und  18  ungenaue,  zusammen  also  30  fehler- 
hafte kommen.  Für  diejenigen  . welche  die  Schuizesehen  Tafeln 
besitzen  , folgen  die  nöthigeo  Verbesserungen  im  nachstehenden 
Schema : 


7 


Digitized  by  Google 


100 


anstatt  w = j 

muss  sein  cos 

anstatt  a>  = | 

| muss  sein  co = 
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33 
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17 
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16 
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45 

22 

23 
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75 

45 
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75 

45 
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14 

24 

31 
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78 

12 

44 

78 

11 

16 

25 

35 

25 

25 

36 

31 

79 

8 

50 

79 

7 

10 

26 

59 

25 

26 

59 

29 

79 

35 

56 

79 

36 

40 

33 

23 

54 
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23 

55 

81 

12 

2 

81 

12 
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35 
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44 
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49 

43 

81 
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44 

Unter  den  Dreiecksseiten  befinden  sich  folgende  Fehler: 


anstatt 

muss  sein 

in  = 

perp. | 

byp. 

bas. 

perp. 

byp. 

bas. 

12»  1'  4" 

78 

— 

— 

70 

— 

— 

13  41  8 

308 

317 

— 

317 

308 

30  30  37 

23 

— 

— 

33 

— 

— 

42  44  -28 

203 

— 

— 

207 

— 

— 

60  30  46 

— 

183 

— 

— 

193 

— 

70  30  28 

— 

929 

— 

— 

949 

— 

71  40  31 

476 

l 

— 

468 

— 

— 

Unter  der  Rubrik  endlich  ,,tang  | tu  in  Decimallheilcn“  sind 
folgende  Fehler  gefunden  worden: 


anstatt 


muss  sein 


tang  — 0,2608691 
0,2941179 
0, 307ö'J38 
0,3157363 
0,5909001 
0,6080965 
0,6956526 
0,7058823 
0,7619047 
0,9523809 


0,2608696 
0,29  Ul  76 
0,3076923 
0,3157895 
0,5909091 
0,6086957 
0,6956522 
0,7058824 
0,7619048 
0,9523810 


In  der  oben  stehenden  neu  berechneten  Tafel  ist  die  zuletzt 
erwähnte  Columne  der  Schulzeschcn  Tafel . weggelassen  und  dafür 
eine  Columne  für  die  Flächeninhalte  der  Pythagoreischen  Dreiecke 
beigefügt  worden,  da  die  letzteren  dem  Lehrer  nöthiger  sind  als 
der  Werth  von  tang  | A in  Decimultheilen.  Die  Einrichtung  der 
Schulzeschen  Tafel  ober,  welche  die  Dreieckswinkcl  A und  It  zü 
Argumenten  hat , ist  gänzlich  verlassen  worden , weil  man , wde 
Herr  Professor  Kn  uze  sehr  richtig  bemerkt,  bestimmte  Dreiecke 
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weniger  nach  dem  Winkel,  nls  vielmehr  nach  den  bestimmten  und 
bestimmenden  Verhältnissen  von  n\m  aufzusucben  pflegt.  Die  Ta- 
fel gewährt  hei  dieser  Veränderung  zugleich  den  Vortheil , dass 
man  sic  jeden  Augenblick  weiter  fortsetzen  kann,  ohne  sie  völlig 
umordnen  zu  müssen,  was  bei  der  von  Schulze  getroffenen  Einrich- 
tung nicht  geschehen  kann. 


XVI. 


Ueber  die  Verwandlung  eines  gewöhnlichen 
Bruches  in  einen  üecimalbruch. 


Von  dem 

f 

Herrn  Doctor  J.  A.  Arndt, 

Subrector  und  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  am  Gymnasium  zu  Torgau. 


Das  Verfahren  selbst  ist  bekannt , ebenso  , dass  zuweilen  ein 
gewöhnlicher  Druch  sich  totikomuicn  in  einen  Decimalbruch  ver- 
wandeln lasst,  zuweilen  nur  näherungsweise,  und  dass  im  letzteren 
Falle  eine  Periode  entsteht , welche  nie  mehr  Ziffern  haben  kann, 
als  der  Nenner  des  Druckes  Einheiten  enthält  weniger  eine.  Uier 
sollen  die  Fragen  beantwortet  werden: 

1.  Wann  entsteht  eine  Periode,  wann  nicht? 

2.  Wann  fängt  die  Periode  sogleich  nach  dem  Komma 
an , wann  nicht? 

Der  in  einen  Decimalbruch  zu  verwandelnde  gewöhnliche  Bruch 

sei  -jj  ; es  werde  angenommen,  er  sei  auf  seine  kleinste  Benennung 

gebracht,  ebenso,  er  sei  ein  ächter  Brucb,  indem  die  unächten  Bruche 
sogleich  iti  vermischte  Zahlen  verwandelt  werden,  die  Ganzen  aber 
sodann  unberücksichtigt  bleiben  können. 


Da  bei  der  Verwandlung  des  Bruches  - in  einen  Decimalbruch 


der  Zähler  des  Bruches  nach  uod  nach  immer  mit  10  multiplicirt 
und  dieses  Product  dann  durch  den  Nenner  dividirt  wird,  so  kann 
die  Division  nur  dann  uufgehen,  wenn  der  Nenner  p in  10  oder 
einer  Potenz  von  10  autgebt;  nun  ist  aber  10  oder  eine  Po- 
tenz von  10  nur  durch  2 und  5 theilbar,  es  kann  daher  der  Bruch 

— nur  dann  vollkommen  in  einen  Decimalbruch  verwan- 
V 

delt  werden,  wenn  der  Nenner  keine  andern  Primfaoto- 
ren  enthält,  als  2 und  5.  Auch  lässt  sich  durch  die  Zerlegung 
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des  Nenners  in  seine  Primfactoren  leicht  benrtheilen,  wieviel  Deci- 
nml  stellen  der  Decimalbruch  haben  werde;  p muss  nämlich  eine  von 
folgenden  Formeu  haben:  2“,  5",  2».  5“,  2". 5“,“)  wo  m immer 
kleiner  oder  höchstens  — « sein  soll. 

Von  welcher  Form  der  Neuner  p aber  auch  sei,  immer  wird  er 
in  2“ . 5"  = (2 . 5)*  = 10“  , nicht  aber  in  einer  niedrigeren  l’oten* 
von  10  aufgelien.  Man  muss  demnach  den  Zähler  des  Bruches  mit 
10“  multipliciren , damit  die  Division  durch  den  Nenner  p aufgehe, 
woraus  unmittelbar  folgt,  dass  der  Quotient  dieser  Division  aus  u 
Ziffern  besteben,  der  Decimalbruch  also  n Decimalstellen , d.  h.  so 
viel  Decimalstellen  haben  müsse,  als  der  höchste  der 
beiden  Exponenten,  mit  welchen  nach  der  Zerlegung 
des  Nenners  in  seine  Primfactoren  die  2 und  5 versehen 
sind,  Einheiten  enthält. 

Hiernach  geben  die  Nenner  2,  S,  10  einen  Decimalbruch  mit 
einer  Decimalstelle,  die  Nenner  <4,20,25,50,  100  mit  zwei  Deci- 
malstellen,  die  Nenner  8,40,  125,  200,  250,  500,  1000  mit  drei  lle- 
cimu (stellen , die  Nenner  1«,  80,  400,  625,  1250,  2000.  2500,  5000, 
10000  mit  vier  Decimalstellen  u.  s.  w. 

Enthält  der  Nenner  des  Bruches  andere  Primfactoren  als  2 und 
5,  so  kaun,  wie  aus  dem  Vorigen  erhellet,  da  diese  andern  Prim- 
factoren nickt  in  10  oder  einer  Potenz  von  10  aufgehen  wurden, 
der  Bruch  nicht  vollkommen  in  einen  Decimalbruch  verwandelt  wer- 
den, sondern  muss  eineu  periodischen  geben. 

Hierbei  lassen  sich  zw'ei  Fälle  unterscheiden,  jenachdem  der 
Nenner  p gar  keine  2 und  5 unter  seinen  Primfactoren  enthält  oder 
nicht.  Im  erstem  Falle  fängt  die  Periode  sogleich  nach  dem 
Komma  an.  Die  Form  der  Rechnung  sei  diese: 

p |r0|  0 ,77,  7,7,... .7* 

P9 

r.° 

P 7. 

r,0 

P9t 

r,0 


rk  0 

p n 
n 

f , 

so  dass  also  — = 0,  7 q,  7,  7,  ...  7t  ... . «st. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  unter  den  Resten  r,,  r,,  r,,  ... 
rk,  r/  keiner  eher  wiederkehren  kann,  bevor  nicht  einer  gleich  dem 
Zähler  geworden  ist,  dass  also  r / weder  = r,,  noch  = r„  noch 
= r,  u.  s.  w.,  noch  = rt  sein  könne.  Nach  der  Natur  der  Rech- 
nung ist 


•)  Setzt  man  ;/i=0,  so  hat  inan  als  besondere  Falle  für  die  beiden 
letztem  Formen  die  beiden  erstem  Formen. 
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r,  = 10  r — pq  v 
r,  = 10  r,  — pqt 
r,  =10  r,  - 


*>  = 10  r/  — pifj 


% 


rt  = 10  r*  — pqn 

Wäre  uud  rj  z.  B.  gleich  ry  , so  müsste  auch 

10  »y  — piff  = 10  r<  — pqi,  also  auch 
10  rj  — 10  r*  = pt/f  — pqt,  oder 
10  (r/  — r*  ) =e  p (qf  — qk  ) sein. 

Da  p nicht  in  10  aufgeht  und  auch  nicht  in  r/ — m , indem 
uud  ri  kleiner  als  p sind,  so  kann  es  auch  nicht  in  10  (ry — /•*), 
h.  in  der  linken  Seite  der  Gleichung 

10  (r/  — r*  ) = p (qf  — qk  ) aufgehen,  also 


10 


(;/  — rt) 


nicht  = qf — qt  sein,  da 


10  ^ p — ~ keine  ganze  Zahl  sein  kann,  qf — qk  aber  eine  ganze 

Zahl  sein  muss.  Es  kann  demnach  nicht  10  (/-/ — rk)  = p(q f — qk) 
d.  b.  ri  nicht  gleich  rg  sein.  Da  aber  notbwendig  eine  von  den 
Zahlen  r,  r,,  u.  s.  w.  wieder  iris  Rest  erscheinen  muss,  so  kann 
dies  nur  die  erste  r,  d.  h.  der  Zähler  des  Bruches  sein;  dann  aber 
kehrt  auch  der  Quotient  £ und  die  auf  ihn  folgenden  nach  der 
Reihe  wieder.  Ks  fängt  also  die  Periode  sogleich  nach 
dem  Komma  an,  wenn  der  Nenner  gar  keine  2 oder  5 un- 
ter seinen  Pr i mfactorc n enthält. 

Enthalte  nun  p unter  seinen  Primfactorcn  ausser  anderen  auch 
2 und  5 und  sei  z.  B.  p = 2»  . bm  . t oder  = 2**  .5 n . t,  wo  n 
nicht  kleiner  als  m sein  soll  und  t eine  nicht  durch  2 oder  5 theil- 
hare  Zahl  ist;  man  hat  demnach 

~ = £r££i 1 10"  oder  im  "ndern  Falle  — : 10"  • 

Nun  ist  10»  immer  durch  2»  .5»*  und  durch  2" . 5»  theilbar  und  der 
. JO«  10« 

Quotient  ^ oder  ^ werde  durch  v bezeichnet;  dann  ist 


Der  Bruch  -j-  giebt,  da  t keine  2 und  5 als  Primfactorcn  ent- 
hält, einen  periodischen  Decimalbruch,  dessen  Periode  sogleich  nach 
dem  Komma  beginnt;  nnn  muss  aber  ^ noch  durch  10*  dividirt, 
das  Komma  also  » Ziffern  nach  der  linken  Hand  hin  gerückt  wer- 
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den,  es  wird  daher  ^ einen  Decimalbruch  geben,  dessen  Periode 

erst  nach  n Ziffern  d.  h.  nach  so  viel  Ziffern  anfängt,  als 
der  höchste  der  beiden  Exponenten,  mit  welchen  nach 
der  Zerlegung  des  Nenners  in  seine  Primfactoren  die  2 
und  5 versehen  sind,  Einheiten  enthält. 

Fasst  man  Alles  zusammen,  so  hat  man  folgende  Bestimmungen: 

1)  Ein  Bruch  lässt  sich  vollkommen  in  einen  Decimalbruch 
verwandeln,  wenn  der  Nenner  desselben  zu  seinen  Primfactoren 
nur  2 und  5 enthält , und  zwar  ist  die  Anzahl  der  Decimalstelleo 
immer  dem  höchsten  der  beiden  Exponenten  gleich , mit  welchen 
nach  Zerlegung  des  Nenners  in  seine  Primfactoren  die  2 und  5 
versehen  sind. 

2)  Ein  Bruch  giebt  einen  periodischen  Decimalbruch,  wenn 
der  Nenner  nicht  bloss  2 und  5 zu  Primfactoren  enthält  und  zwar 

a.  die  Periode  fängt  sogleich  nach  dem  Komma  an, 
wenn  der  Nenner  zu  Primfactoren  gar  keine  2 oder  5 enthält. 

b.  die  Periode  fängt  nickt  gleich  nach  dem  Komma  an, 
wenn  der  Nenner  ausser  andern  Primfuctoren  auch  noch  2 und  5 
enthält,  und  zwar  ist  dann  die  Anzahl  der  der  Periode  vorherge- 
henden Ziffern  gleich  dem  höchsten  der  beiden  Exponenten,  mit 
welchem  nach  Zerlegung  des  Neuners  in  seine  Primfactoren  die  2 
und  5 versehen  sind. 


XVII. 

Uebungsuufgaben  für  Schüler. 


(Der  Herausgeber  bittet  um  recht  vielfache  Mittheilung  solcher  Aufga- 
ben in  möglichst  grosser  Mannigfaltigkeit.  Es  kann  seiner  Meinuug  nach 
einer  solchen  Mittneilung  nicht  unbedingt  der  Umstand  entgegen  stehen, 
dass  sich  die  Aufgaben  schon  anderwärts  gedruckt  finden,  wenn  dieselben 
nur  weniger  bekannt  sind  und  in  irgend  einer  Beziehung  ein  besonderes  In- 
teresse darbieten.  Auch  können  späterhin  besonders  elegante  Auflösungen 
in  dem  Archive  mitgetbeilt  werden.  Die  folgenden  Aufgaben  sollen  nur  ein 
Versuch  sein,  den  Artikel:  „Cebungsauf gaben  für  Schüler“,  bei  des- 
sen Ucbcrschrift  man  es  übrigens  mit  dein  Zusatze  für  Schüler  nicht  all- 
zu genau  nehmen  muss,  zu  einem  stehenden  in  dem  Archive  zu  machen,  und 
der  Herausgeber  hofft  in  dieser  Beziehung  vorzüglich  auch  auf  Unterstützung 
durch  seine  Herrn  Mitarbeiter.  Die  folgenden  Lehrsätze  sollen  natürlich 
immer  bewiesen,  die  Aufgaben  aufgelöst  werden,  worüber  eine  besondere 
Bemerkung  späterhin  nicht  weiter  gemacht  werden  wird.) 

1.  Wenn  zwei  gerade  Linien  sich  unter  Winkeln  von  60°  in 
einem  gewissen  Punkte  S schneiden,  so  ist  der  geometrische  Ort 
der  Spitzen  aller  gleichseitigcu  Dreiecke,  deren  Grundlinien  zwi- 
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sehen  den  Schenkeln  der  in  Rede  stehenden  Winkel  von  60°,  und 
deren  Spitzen  auf  derselben  Seite  ihrer  Grundlinie  wie  der  Punkt  S 
liegen,  eine  durch  den  Punkt  S gehende  und  gegen  die  beiden  ge- 
gebenen geraden  Linien  unter  Winkeln  von  6Ö°  geneigte  gerade 
Linie. 

Dieser  Satz,  welcher  zu  verschiedenen  geometrischen  Betrach- 
tungen Veranlassung  geben  kann,  soll  bewiesen  und  mittelst  des- 
selben dann  die  folgende  Aufgabe  aufgelöst  werden. 

2.  Gleichseitige  Dreiecke  zu  beschreiben,  deren  Spitzen  in  drei 
gegebenen  durch  einen  Punkt  gehenden  geraden  Linien  liegen. 

3.  Wenn  man  ein  Rechteck,  dessen  längere  Seite  sich  zu  sei- 
ner kurzem  wie  1/2;  1,  d.  h.  wie  die  Diagonale  eines  Quadrats  zu 
seiner  Seite  verhält,  durch  eine  mit  seinen  kUrzcrn  Seiten  parallele 

Serade  Linie  halbirt,  die  erhaltene  Hälfte  auf  ähnliche  Weise  wie- 
er  halbirt , und  diese  Operation  in’s  Unendliche  fortsetzt , so  er- 
hält man  eine  Reibe  von  Rechtecken,  die  säuuntlick  einunder  ähn- 
lich sind,  und  deren  längere  Seiten  sich  wie 

i.  » , * .».1.1  . 

• yi  * yV  • y 2*  * i/2*  • y 3‘ 

zu  einander  verhalten. 

4.  Es  ist  ein  Kreis  und  innerhalb  desselben  sind  zwei  Punkte 
gegeben;  mau  soll  durch  diese  beiden  gegebenen  Punkte  einen 
Kreis  dergestalt  beschreiben,  dass  die  gerade  Linie,  welche  seine 
beiden  Durchschnittspunktc  mit  dem  gegebenen  Kreise  verbindet, 
durch  den  Mittelpunkt  des  gegebeuen  Kreises  geht. 

3.  lieber  zwei  gegenüberstehenden  Seiten  eines  Vierecks  als 
Grundlinien  sind  zwei  einander  gleiche  Dreiecke  construirt,  deren 
Spitzen  in  denselben  Punkt  fallen;  man  soll  den  geometrischen  Ort 
dieses  Punktes  bestimmen. 

6.  Die  folgenden  goniometriseben  Formeln  sind  zu  beweisen. 
1°.  sin  (a-yß—y)+  sin  (a-f-y — ß)  -+- sin (ß-hy— <*)  — sin  (u-hß-hy) 

= 4sina  sin/?  siny, 

2°.  cos (o -t- /? — y) -+- cos  (a-t-y—ß) -f-  cos  (ß-hy  — «)  -+-  cos  (a-hß-hy) 

= 4 cos  a cos  ß cosy, 

3®.  tang(a4-/?+y)-Hang(tH-/?— y)-4-tang(a— /?-+-y)-Hg(— u-hß-hy) 

2sin2(«-t-/H-y)-fr-sinäg-t-sin4ti-t-sin  iy 

~~  “ 4cos 2acos2ß cos2y-t-cus 4n -ycosAß-ycosty’ 
4°.  4sin(a-F-/?-|-y)siu(a-d-/?— y)sin(a— /?-+-y)sin( — a-hß-hy) 

= 2cos2acos2/?cos2y  — cos  2a*  — cos2/?’  — cos2y’-t-l, 
5°.  4 cos  (a-f  /f-f-y)  cos  (a-J-j? — y)  cos  (a — ß-hy)  cos  ( — a-hß-hy) 

= 2cos2acos2/?cos2y  -f-cos2a>  -4-COS2/J*  -f-cos2y’  — 1, 
6°.  8 sin  i (a-hß-hy— d)  sin  | (u-hß—y-hß)  sin  \(a—ß~hy~hß) 

sin  i (-a-hß-hy-hß) 
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= drosJacosj/Ifcosjrces^d-t-ABin  jusin  ißaia-iyüald 

— cos  a— cos/? — cosy — cusd, 

7°.  8 co»i  (a-t-jS-f-jc— <?)  coa^(a-f-jS — y+ß)  cos  i (a— /?-f-/-f- ß) 

cos  J (—  a+jS-H'-H*) 

= 4cos  ittcus  J/Jcos  }/cus  ‘(J  -f-  4 sin  J«sin  /5 sin  ^/sin  J J 

*4-  eo  s a -f- c o b ß ■+•  co  %y  ■+•  cos  <1, 

8°.  sio(a— /S)-Hsiu(a— y)-t-sin((S— yJ=ic«si(o-/S)sioi(o-j' )sini{(S-y), 

9° : c os(«-/y)-+-cos(a-/)+cos(/J-/) = 4eos J (a-/f)co»i{a-^)co»i(^-y)-l, 

10".  sin (a — /?)*-f-sin(a — /)5-f-sin(/? — y)* 

=2 1 1 — cos(a— ß)  cos  (a— y)  co»  (ß— y)  j , 

11°.  cos  (a — ßy  +cos  (a — y)*  -f-cos  (/? — y)* 

= 1-1-2  cos  (a—ß)  cos  (o — y)  cos  {ß — y), 

12".  cos^  4-cosi  (a-+-ß— yj’-f-cosj  (a — 

-f-  Cos  j ( — a-hß-hy)’ 

— 2 ( 1 -f-  sin  a sin ß sin  y J, 

13°.  sin  J (a-HS-H')* -+-aini  (“+/*—/')’  -+-sinj  (« — ß-t-yY 

-f-sm.$  (— a-t-ß-t-y)  * 

= 2(1  — sin  a sin  ß sin  /), 

14".  cos«3  -f-coa/?I-f-cua;'1-t-cos(u-f-/?-p-f')J 

= 2 1 1 -f-  sin  (a-hß)  sin  («-+-/)  sin  (ß-hy)  f, 

15°.  sin«,-4-sin/S*-4-siny,-f-  sio(«-+-j?-f-y)’ 

= 2 | 1 — sin  (a-+-/S)sin  (a+/)sin  (^-f-/)  |.*) 

7.  Ein  dreiseitiges  Prisma  mit  einer  Kbene  so  zu  durchschnei- 
dcu,  dass  der  Schnitt  ein  gleichseitiges  Dreieck  wird. 

8.  Zu  finden,  an  welchen  Tagen  des  Jahrs  die  Sonne  zweien 
Oertern,  deren  Längen  und  Breiten  gegeben  sind,  in  demselben 
Augenblicke  auf-  »der  untergeht. 

*)  Diese  goniometrischen  Formeln  finden  sich  nebst  noch  vielen  andern 
auf  einem  unter  den  Papieren  des  verstorbenen  Professors  Mollvveide 
befindlichen  Blatte  verzeichnet.  Aus  der  Handschrift  lässt  sich  jedoch 
mit  völliger  Sicherheit  erkennen,  dass  dieselben  von  dein  ebenfalls  ver- 
storbenen Professor  Buxengeiger  in  Freiborg  herrübreu.  Der  xu  / 
frühe  Tod  dieser  beiden  trefflichen  Männer  wird  von  den  Mathemati- 
kern mit  Recht  schmerzlichst  empfunden  und  bedauert.  G. 
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XVIII. 

. M i s c e 1 1 e u. 

! .i  i 


Von  dem  kiinlich  verstorbenen  berühmten  französischen  Ma- 
thematiker P oisson  erzählt  man  folgenden  Zug.  im  Jahre  1802 
kam  ein  Rekrut  zu  ihm,  gab  sieh  für  seinen  Puthen  aus,  und  er- 
suchte ihn,  ihm  eine  Summe  von  500  Kranes  aufzuheben;  komme  er 
im  Kriege  um,  so  solle  sie  seiner  Schwester  zugehören;  bleibe  er 
aber  am  Leben,  so  werde  er  das  Geld  selbst  wieder  nbholeu.  — 
„Ganz  recht,  mein  Freund'1  antwortete  Po isson  „legt  es  nur  dort 
hin,  und  lasst  mich  arbeiten,  denn  ich  habe  viel  zu  thun.11  Der 
Rekrut  legt  den  Sack  mit  den  500  Francs  auf  ein  Büchergestell, 
und  Poisson  legt,  um  ihn  vor  Besuchenden  nicht  sehen  zu  lassen, 
einen  Band  des  Boraz  darauf.  Zwanzig  Jahre  spater  kommt  ein 
Mann  mit  sonnverbranntem  Gesicht,  und  verlangt  seine  500  Francs 
zurück.  Poisson  kann  sich  nicht  erinnern;  Jener  schwört  Stein 
ood  Bein,  dass  er  ihm  das  Geld  «gestellt  habe.  „Wie“  fragt 
endlich  Poisson  voll  Wuth  „Ihr  hättet  mir  die  Summe  in  die 
Hände  gelegt?“  — „Nein“  erwiederte  der  Soldat  „aber  auf  jenes 
Büchergestell ; Sie  selbst  haben  dieses  Buch  darauf  gelegt.“  Boi 
diesen  Worten  hebt  er  den  Klussiker  uuf,  und  findet  hinter  dem 
bestaubten  Octavband,  zu  seiner  nicht  geringen  Verwunderung,  den 
Sack  mit  den  500  Francs  so  wieder,  wie  er  ihn  vor  zwanzig  Jah- 
ren hiogelegt  hotte. 

. ; i • ■ ■ — r-  i ’ ■ . . : 


Der  berühmte  englische  Physiker  und  Uiemiker  Michael 
Faraday  ist  der  Sohn  eines  gewöhnlichen  Grobschmiedes,  der  Um 
zu  einem  kleinen  Buchbinder  in  London  in  die  i^elire  tliat,  als  er 
erst  neun  Jahre  alt  war,  bei  dem  Faraday  bis  zu  seinem  zwei- 
undzwanzigsten Jahre  blieb.  Die  Umstände,  welche  veranlasstcn, 
dass  er  die  Buchbinderwerkstatt  mit  dem  chemischen  Laboratorium 
vertauschte,  werden  auf  folgende  Weise  erzählt.  Ned  Magrath, 
jetzt  Sekretair  bei  dem  Athenäum,  kam  vor  etwa  fünf  und  zwanzig 
Jahren  zu  dem  Buchbinder  Ribeuu  und  sah,  dass  einer  der  Ge- 
sellen eifrig  in  einem  Buche  studirte,  das  er  einbinden  sollte.  Kr 
trat  näher  und  sah,  dass  es  ein  Bond  der  Encyclopaedia  britonnico 
war,  aufgcscblagen  bei  dem  Artikel  „Electricität.“  Kr  lies« 
sich  mit  dem  eifrigen  Buckbindergesellen  in  ein  Gespräch,  eut  und 
wunderte  sielt  »icht  wenig,  bei  demselben  nicht  geringe  chemische 
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Kenntnisse  zu  linden.  Kr  gab  ihm  darauf  eine  Eintrittskarte  zu  den 
Vorlesungen  Davy's  in  der  Royal  Institution,  und  hier  konnte 
man  nun  jedeu  Tag  den  Buchbindergesellen  dem  Vorlesenden  ge- 
genüber, mit  der  gespanntesten  Aufmerksamkeit  zuhörend  oder  bis- 
sveilen schreibend,  sitzen  sehen.  Die  Vorlesungen  nahmen  ein  Ende, 
aber  Faraday’s  Geist  hatte  einen  neuen  Anstoss  bekommen,  der 
nur  durch  die  grösste  N'oth  hatte  unwirksam  gemacht  werden  kön- 
nen; dies  wurde  jedoch  durch  die  Bereitwilligkeit  verhindert,  mit 
welcher  Davy  dem  verwandten  Geiste  zu  Hülfe  kam.  Gr  ernannte 
Karaday  zu  seinem  Gekiilfeo  in  dem  Laboratorium,  und  nach 
zwei  bis  drei  Jahren  konnte  er  ihn  als  Sekretair  gebrauchen.  Jetzt 
steht  der  ehemalige  Buchbindergesell  an  der  Spitze  der  Chemiker  in 
England.  Diese  wenig  oder  gar  nicht  bekannten  Notizen  sind  einer 
Schrift  entlehnt,  in  der  man  sie  nicht  suchen  sollte,  nämlich  Ar- 
nett’s  History  of  book- binding.  , 


In  der  Eloge  de  Lambert  in  den  Nouvcaux  Mdmoires  de 
l’Academie  royale  des  Sciences  et  helles- lettres.  1778.  p.  84.  wird 
bei  Gelegenheit  der  Berufung  dieses  berühmten  Mathematikers  nach 
Berlin  der  folgende  churucteristisclie  Zug  von  demselben  erzählt: 
Le  Roi  le  lit  appeler  a Potsdam  au  mois  de  Mars  (1764).  Cetoit 
une  conjoncture  bien  critique  pour  le  sort  de  M.  Lambert;  et 
d'abord  eile  parut  ddeider  pour  la  negative.  Le  ton  tranchant  de 
ses  reponscs,  l'assurance  avec  Inquelle  il  repoudit  Sans  hesitcr  a la 
questiou:  ,,Uue  savez'vous? “ — „Tout,  Sire“  — et  ä l’iu- 
stance  ,,Co  in  men  t l’avcz- v o u s apprisf  “ — „De  moi- möme“, 
en  frappant  des  oreilles  , peu  faites  a ce  langage , pouvoient  faire 
juger  que  la  plenitude  de  son  cervenu  en  uvoit  altere  quelques  res- 
sorts.  L'entrevue  demeura  donc  iufructueuse  et  puroissoit  devoir 
l’itrc  sans  retour;  mais  le  Roi  mis  au  fait  de  la  singularitd  de  ce 
caracterc,  qu'un  de  uos  dignes  Confreres , honore  des  entretiens 
journalicrs  de  S.M.  Lui  assura  ressembler  a celui  de  La  Fo n taine, 
ne  voulut  pas  priver  son  Academie  d’un  Membre  dont  eile  avoit 
tant  a sc  promettre.  II  y fut  donc  aggrdgd  avec  une  pension , et 
prononqa  son  disenurs  de  rereption  ilans  l’Assemhlee  publique  du 
mois  de  Janvier  1765.  Depuis  ce  tems-lä  le  Roi  lui  a (Imme  des 
marques  frequentes  et  distinguees  de  son  estime.  en  le  pla<;ant  duus 
la  Commission  dconoraique  de  l’Acaddmie,  et  dans  le  ddpartement  des 
Ratimens  avec  le  titre  de  Couseiiler  superieur,  et  en  augmentant 
conaiddrablement  sa  pension. 


Man  habe  » beliebige  Punkte  At,  At,  A,,  Aa,  . ..  An  im 
Raume.  Wenn  man  diese  Punkte  in  einer  beliebigen  Ordnung 
nimmt,  und  von  dem  lsten  nach  dem  2ten,  von  dem  2ten  nach  dem 
3ten,  von  dem  3ten  nach  dem  4ten,  u.  s.  w.  von  dem  (« — 1)  sten 
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nach  dem  raten,  von  dem  raten  nach  dem  lsten  gerade  Linien  zieht, 
so  wollen  wir  den  ganzen  auf  diese  Weise  erhaltenen  Zug  eine 
Polygonlinie  nennen,  und  man  kann  nun  fragen,  durch  wie  viele 
verschiedene  Polygonlinien  die  gegebenen  » Punkte  sich  mit  ein- 
ander verbinden  lassen.  Die  Antwort  auf  diese  Frage  kann  leicht 
auf  folgende  Art  gegeben  werden. 

Da  die  Anzahl  der  Permutationen  der  gegebenen  »Punkte  be- 
kanntlich 1.2.3...»  ist,  so  giebt  cs  natürlich  überhaupt 
1.2.3...»  Polygonlinien,  und  es  entsteht  jetzt  bloss  die 
Frage,  ob  diese  Polygonlinien  sämmtlicb  von  einander  verschieden 
sind,  oder  ob  unter  denselben  sich  nicht  vielleicht  einige  identische 
linden.  Um  hierüber  zur  Gewissheit  zu  kommen,  denke  man  sich 
eine  beliebige,  aber  bestimmte  Permutation  der  ra  gegebenen  Punkte, 
z.  B.  die  Permutation 

^4  . . • • 

Nun  erhellet  zunächst  auf  der  Stelle,  dass  alle  aus  den  folgenden  Per- 
mutationen  der  n gegebenen  Punkte  entspringenden  Polygonlinien 
unter  einander  identisch  sind: 

A I A , -I,  A 4 ....  - ’ljl 

-I4  • •••  ^fji  A | 

-^|  4^4  . • • . ^4  Ax  A% 

A%  ....  An  Ax  Ax  At 
u.  s.  w. 

An  At  A,  A,  ... ; An- 1. 

Ferner  geben  aber  offenbar  auch  alle  die  Permntationen . welche 
aus  den  vorhergehenden  entspringen,  wenn  man  die  Buchstaben  in 
umgekehrter  Ordnung  schreibt,  ganz  dieselbe  Polygonlinie  wie  die 
vorhergehenden  Permutationen,  und  es  erhellet  also  hieraus  nun 
mit  völliger  Deutlichkeit,  dass  unter  den  1.2.3...«  Polygonli- 
nien,  welche  es  überhaupt  giebt,  eine  jede  nothwendig  2»  Mal  vor- 
kommt, so  dass  man  also,  wenn  die  Anzahl  der  sämmtlicb  wirklich 
von  einander  verschiedenen  Polygonlinien  durch  p bezeichnet  wird, 
die  Gleichung 

2 np  — 1 .2.3.,.« 

bat,  aus  der  sich 

1.2.3...«  1.2. >...(«  — 1) 

P 2 n 2 

ergiebt.  Für  «=3  ist  z.  B.  p — = 1. 

t,..  ...  1 . 2 . S 

Für  » = 4 ist  p — — - — = 3. 

Für  ra  = 5 ist  p — - ' 2g-‘  * = 12.  Von  der  Richtigkeit  dieser 
Resultate  kann  man  sieb  leicht  auf  praktischem  Wege  überzeugen. 
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Auf  der  Oberfläche  einer  Kugel,  deren  Halbmesser  wir  der  Ein- 
fachheit wegen  der  Einheit  gleich  setzen  wollen,  sei  eiu  sphärisches 
Dreieck  A B C beschrieben,  dessen  Seiten,  so  wie  sie  den  Win- 
keln A , ß,  C gcgcnubersleheu,  wie  gewöhnlich  durch  a,  d,  c be- 
zeichnet werden.  Durch  die  Punkte  A„  ß,  C ziehe  man  uuu  an 
die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  sechs  Tangenten,  bezeichne  die 
Durrliscbnittspunkte  der  beiden  an  die  Seiten  a,  6,  c gezogenen 
Tangenten  respectivc  durch  A /?,,  C,,  uud  verbinde  diese  drei 
Punkte  durch  gerade  Linien  mit  einander,  so  erhält  man  eiu  ebenes 
Dreieck  A,  Zf,  Ct,  dessen  drei  Seiten,  so  wie  sie  den  Winkeln 
At,  B ,,  C,  gegeniiberstehen.  respeclive  durch  s„  d,,  c,  bezeich- 
net werden  sollen.  Die  Seiten  und  Winkel  dieses  ebenen  Dreiecks 
A , B , C,  wollen  wir  nun  durch  die  Seiten  des  sphärischen  Drei- 
ecks A B C auszudrtickeo  suchen. 

Zuvörderst  ist  nath  bekannten  Formeln  der  ebenen  Trigono- 
metrie, wie  sogleich  erhellet, 

«,*  = tang  -J-  d’  -+-  lang!  c*  — 2 tang  4 d lang  J c cos  A, 
d,  ’ = tang  {-  c’  -l-  taug  Ja’  — 2 tang  4 c tang 4 «cos  B, 
c, 1 = tang  | «’-4-  tang  4 d*  — 2 tang  4<?tang4  d cos  C. 

Weil  nuu  nach  einer  bekannten  Formel  der  sphärischen  Trieono- 
metrie 

. cos  a — Cos  d cos  c 

cos  A zrs : — j — : 

sin  b sin  c 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  fibdet,  wenn  man 

sjn  j d 


und 


setzt, 


tanidznrj^,  tang|cl 


sin  d = 2 sin  |'d  cos  J d,  sirt  2 sin  4 r cos  | c 


, 2 sin  4 b*  cos  | c»  -f-  2 Cos  j d*  sin  je1  — (cos  n — cos  d cos  c) 

a>  ü COS  JA3  cos  4 c1  ’ 

Setzt  man  nun  ferner  r ' <_ 

cos«  — cosd  cos  c — cos  a -*■  (eosvjd*  — sin^d’)  (cos  4«* — sin  (c*), 
so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen 

; . . J — cos  g sin  ja 2 . ’ 

1 2 cos  jd*  cos  Je*  cos  ^d*  cos  je*’ 

und  folglich,  zugleich  mit  gehöriger  Vertauschung  der  Buchstaben, 


sin  ja 


sin  \b 


"*  cos  cos  Je’  cos  4c  cos  4«’  v' 

Aus  diesen  drei  Formeln  erhält  man  leicht 


sin 


’ cos  4«  cos  4d‘ 
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. , . sin  o sin  A -4-  sin  c 

fli  “4“  A,  + C - = : 77 7-, 

■ 1 * 2 cos  $a  cos  JA  cos  je 

. sin  b sin  c — sing 

1 ' C'  °l  2 cos  J0  cos  j b cos  Je’ 
sin  e sin  a — sin  b 
2 cos  J a cos  JA  cos  Je’ 
sin  a -t-  sin  b — sin  c 
2 cos  jo  cos  JA  cos  Je’ 


ci  -+-  «i  — A,  — 

ff  1 -+-  b i — C , = 


Ist  Ai  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  Al  B,  C,,  so  ist  bekanntlich 

Ai  =l^/(«,,-+-A,-|-c1)  (A,+e, — «,)  (c,-J-o, — 6,)  (« ,+A,— c,)' 
and  folglich  nach  dem  Obigen 

(sinff4-sinA4-sinc)(sinA4-sine— sing)  (sinc4-sino—  sinA)(sino4-sinA— sine) 
16  cos  Jo1  cos  JA’  cos  Je* 

Auch  ergiebt  sieh  sogleich  die  folgende  Relation 


er,  A,  e,  = 


sin  Jg  sin  JA  sin  Je  j__  tang  Jg  tang  JA  tangje 


cos  J<»*  cos  JA’  cos  Je’ 


cos  Jff  cos  JA  cos  Je 


Nach  der  ebenen  Trigonometrie  ist  bekanntlich 
cis 

1 2A,  c,  ’ 

und  folglich,  wenn  man  die  oben  gefundenen  Ausdrücke  von  ff,, 
A,,  e,  eiufiihrt,  nach  einigen  leichten  Verwandlungen,  zugleich  mit 
gehöriger  Vertauschung  der  Buchstaben, 

. sin  A’  - 

cos  At  =■ 


cos  /?,= 
cos  C,  = 


- sin  e*  — sin  o' 
SItrA  sin  c ’ 

sin  c’  -4-  sing3  — sin  A* 
2-sin  e sin  ff  ’ 

sin  g’  -4-  sin  A*  — sin  c’ 
2sin  g sin  A 


Die  weitere  Verfolgung  der  Vergleichung  der  beiden  Dreiecke 
ABC  und  A,  B , t',  mit  einander  überlussen  wir  dem  Leser, 
indem  wir  diesen  Gegenstand  alp  eine,  wie  es  uns  scheint,  zweck- 
mässige Uebung  für  Schüler  in  der  ebenen  und  sphärischen  Trigo- 
nometrie hier  nur  haben  andeuten  wollen. 
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Seite  15,  Zeile  9 setie  man:  — 2,710911  und  — 2,710913  für 
2,710911  und  2,710913. 
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XIX. 

Beiträge  zur  Wahrscheinlichkeits  - Rechnung. 

Von  dem 

•.  t 

Herrn  Professor  Dr.  L.  Oettinger 

*u  Freiburg  i.  Br. 


I.  , 

Der  Werth  der  Erwartung  im  Verbältniss  zu  der  Art 
die  zu  wagende  Summe  auszusetzen. 

A will  dje  Summe  ra  wogen.  Die  Wahrscheinlichkeit  zu  ge- 
winnen  ist  jJZ-,  die  zu  verlieren  ist  So  oft  A gewinnt, 

"b“l‘  " d*n  Kins“(l  7“»'  “1“  "inen  l.owino.  Es  fragt  sich: 
oin-  ld  , ;e  r7  10  ''."f“  Versuche,  soll  er  sie  ia  r hinter- 
einander folgenden  oder  gleichzeitigen  Versuchen  wagen  f 

Im  die  vorliegende  I rage  zu  beantworten,  ist  der  Werth  der 
Erwartung  zu  bestimmen  die  Jemand  hat,  wenn  er  die  Summe  ra 

Le!"fV"SUCBe  ?dCr  d.lcJSummc  a iD  r Versuchen  aussetzt  und 
die  erhaltenen  Resultate  sind  unter  sich  zu  vergleichen. 

ii  v?  j d*®  in  einem  Versuche  aus,  so  ergiebt  sich 

bekanntlich  der  Werth  seiner  Erwartung  durch  das  Product  des 
Gewinnes  in  die  Wahrscheinlichkeit  diesen  Gewinn  zu  erhalten 
Der  gesuchte  Werth  ergiebt  sich  hiernach 

1 ) E — tfra  . — — — . 

9 M -+~n 

günstigen"' TaTle  'er  “cbo'pft. H'ütrCLs "l^Werth  ^"r 
der  sich i hierauf  gründet,  wird  gefunden,  wenn  derjenige  der  ein- 
zelnen Falle  bestimmt  und  die  Stumme  aller  ermittelt^ 3. 

Thei]  I. 

ö 
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Die  Wahrscheinlichkeit,  in  allen  Versuchen  zu  gewinnen,  ist 


fV= 


rnr 

(m  »)'  ' 


ln  diesem  Falle  gewinnt  A die  Summe  q . ra. 
Wartung  ist 


Er  = 


Der  Werth  der  Er 


Die  Wahrscheinlichkeit,  in  (r-1)  Versuchen  zu  gewinnen,  setzt 
voraus,  dass  A einmal  verliere.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  beide 
Ereignisse  auf  die  genannte  Weise  cintreten,  ist 
mr~ t n 

r ‘ (m  -+-  «)' — * ' »i  -y-  n 


In  diesem  Falle  gewinnt  A die  Summe  (r — 1 )qa.  Der  Werth  der 
Erwartung  ist  daun 


r 

t"~l  1 ‘ (rit+rt)r 


(r—  1 )qa. 


Die  Wahrscheinlichkeit,  in  (r — 2)  Versuchen  zu  gewinnen,  setzt 
voraus,  dass  das  entgegengesetzte  Ereigniss  zweimal  eintreten 
werde.  Die  Wahrscheinlichkeit  hiefiir  ist 


r • (r  — I) 


1.2  ‘ (»i  t>y—t  • (»i  „)«• 

In  diesem  Falle  gewinnt  A die  Summe  (r — 2 )qa.  Der  Werth  der 
Erwartung  ist 


Er—l  = 


r(r— 1)  m'—t.n'1 


1.2  - im  + np 

Werden  diese  Schlüsse  fortgesetzt,  so  ergiebt  sich  durch  Analyse 
säinmtlicher  für  A günstigen  Fälle  für  den  («esammtwerth  der  Er* 
Wartung  fulgende  Durstellung : 

E—  q . ra 


[, 


m— l 


r—  1 


*»r- 2 . n 


(m  ■+■  «y—  1 

ffir~3  n1 


— q.ra, 
also 


«4-« 

(r- 1)3-1  

1*  1 1 ’ (m- 1-  »y- 1 

m (m  -t-  7i)r — 1 


1 ' (tu  nj'-i- 

(r  — 1)'  l l—l 


Wr-l 


lr-l|l  * (*?*_»_ 


m -t-  n ' (/«  + »)''->’ 


2)  E=qra. 


Das  gleiche  Resultat,  wie  unter  2)  ergiebt  sich,  wenn  die  Versuche 
gleichzeitig  gemacht  w erden.  Die  Vergleichung  von  1)  und  2)  führt 
in  Folge,  der  eben  angeführten  Bemerkung  zu  folgendem  Satze: 

3)  Der  Werth  der  Erwartung  oder  der  mathematischen  Hoff- 
nung bleibt  derselbe,  man  mag  eine  zu  wugende  Summe  in  einem 
Versuche  oder  gleichbeitlich  auf  mehrere  Versuche  aussetzen,  voraus- 
gesetzt dass  die  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen,  in  allen  Fällen 
gleich  gross  ist. 

Hierher  gehört  auch  folgender  Fall,  der  eine  besondere  Art 
von  Versuchen  in  sich  begreift,  nämlich  diejenigen,  worin  keine 


t 
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Wiederholungen  eintrctrn  können,  tvie  sie  bei  dem  eben  betrachte- 
ten Full  vorausgesetzt  wurden. 

In  einer  Urne  sind  m Kugeln,  die  mit  den  Zahlen  1,  2,  3, 
4 . . , . m bezeichnet  sind.  Fs  werden  p Kugeln  hintereinander 
gezogen  und  nach  geschehener  Ziehung  zusammen  in  die  l'rne  zu- 
rückgeworfen. Jede  Zahl  kann  mit  einer  beliebigen  Summe  be- 
setzt werden.  Erscheint  die  besetzte  Zahl  unter  den  gezogenen, 
so  wird  der  Einsatz  q mal  als  reiner  Gewinn  bezahlt.  A will  die 
Kumme  ra  wagen.  Soll  er  sie  auf  eine  Zahl  setzen,  oder  auf  r 
Zahlen  in  einer  und  derselben  Ziehung  gleicbheitlich  verllieilenl 

Auch  hier  beruht  die  Beantwortung  der  vorliegenden  Frage 
auf  zwei  Fallen  und  es  ist  der  Werth  der  Erwartung  zu  bestim- 
men, wenn  die  ganze  Summe  auf  eine  Zahl  gesetzt,  oder  gleich- 
beitlich  auf  mehrere  Zahlen  derselben  Ziehung  vcrtheilt  wird. 

a)  A setzt  die  Summe  ra  auf  eine  einzige  Zahl.  In  diesem 
Falle  gewinnt  er  den  tj  fachen  Einsatz.  Oie  Wahrscheinlichkeit, 
dass  sich  die  besetzte  Zuhl  unter  p gezogenen  beiindeu  werde,  ist 


W—9  , 

— V • nw  l-l 


V_ 

m 


Der  Werth  der  Erwartung  ist  für  diesen  Fall 

4)  E = — q . ra. 

' mV 

b ) Die  Ermittelung  des  Werthes  der  Erwartung  von  A für  den 
Fall,  dass  die  Summe  ra  gleicbheitlich  auf  r Zahlen  einer  Ziehung 
vertbeill  wird,  beruht  auf  der  Untersuchung  folgender  Fälle.  Alle 

besetzten  Zahlen  erscheinen;  r — 1,  r — 2,  r — 3 3,  2 oder 

1 besetzte  Zahl  erscheint. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  alle  besetzten  Zahlen  erscheinen 
werden,  ist 

/je |—i  rr I— * (m — r)P—r  I— 1 

" \r  1 1 ■ uw  1-1 


In  diesem  Falle  ist  der  reine  Gewinn  q . ra. 
Wartung  ist  sotort 

pr  l—i  (m  — r)*-'  l—i 
Er — uw  1-1  1 


Der  Werth  der  Er- 


ra. 


Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  (r — 1)  von  den  besetzten  Zahlen 
erscheinen  werden,  ist 

pr—l  1—1  rr— 1 1—1  (m  — r)P- M-l|— 1 

” — i>— iu  • • 


In  diesem  Falle  beträgt  der  Gewinn  (i — 1) qa.  Der  Werth  der  Er- 
wartung ist  sofort 


Er-X 


pr—i  1—1  ■ r(m  — r]p—r  + 1 l—i 
tun  l—i 


(r  — 1)  qa. 


Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  (» — 2)  Zahlen  erscheinen  werden,  ist 

pr— 2\— 1 fr— 2 I— 1 . (m  — r)P-r  + 2|— t 
W lr-Ull  • uwT—i  ' 

Der  Gewinn  ist  in  diesem  Falle  (r — 2 )qa.  Hiernach  ist  der  Werth 
der  Erwartung 

8* 
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»r-2  1-1  ril—1  (m -r)P~r-*-  31—1 
E'-'= l2|.  mP\-x~ {r-V)qa. 

Werden  diese  Bemerkungen  weiter  fortgesetzt,  so  ergiebt  sich 
für  den  Gesammtwerth  der  Erwartung  folgende  Darstellung: 


E= 


l'prl—  1 (tn~r)P—r  1—1 
mp  1—1 


qa  -+ 


rZ  I — l pr— 1 1— I (m — r)p—'  •+•  1 1—1 


mp  l—i 


qa 


r3|— 1 pr—2  1—1  (m—r)p—r+2\—l 


tnp\— l 


>z|-l  pi|-l(OT— r>»-z|-l 


mp  l—l 


qa 


. r.p  (m — r)p— H~i 
H ?/i7' j—i **• 


Werden  die  jedem  Gliede  gemeinscliaftliclien  Grössen,  und  wird  fer- 
ner die  Fakultät 

(m  — r)P-r)— 1 = (m  — r)  (m  — r — 1)  (m — r — 2)  ....  (m — — J—  1 ) 
ausgestossen,  so  gebt  diese  Darstellung  in  folgende  Uber: 


E. 


p(m—r)P—r  I 


— ' qr<*  |^(/> — 1 )'— 1 ■— 1 -+-  (p— 1)»-— 21— i (m—p) 


mp  I 

(m-p)* l-t  + 


...  4-  (p— 1)  (m-p)^-t  l-‘  -+-  (m—p)r~ i l-ij. 

Die  in  den  Klammern  eingeschlossene  Reibe  lässt  sieb  bekanntlich 
auf  den  Ausdruck  (<n  — 1 )r_1 1_ * zurückfiibren.  Hiedurch  gebt  die 
vorstehende  Gleichung  in  folgende  über: 

i—vr-‘^='<r",zrjsrM 

oder 

5)  E=  q .ra. 

Aus  der  Vergleichung  von  4)  und  5)  ergiebt  sich  der  Schluss, 
dass  auch  unter  den  eben  genannten  Bedingungen  der  Werth  der 
Erwartung  in  beiden  Fällen  gleich  gross  ist. 

Die  unter  4)  und  5)  gefundenen  Resultate  wurden  unter  der 
Voraussetzung  gewonnen,  dass  r kleiner  oder  höchstens  so  gross 
als  p Ist.  Sic  gelten  jedoch  auch  noch  dann,  wenn  r grösser  als 
p wird,  und  daun  tritt  eine  Art  von  Paradoxon  ein.  Ist  nämlich  r 
grösser  als  die  Anzahl  der  Kngeln,  welche  in  einer  Ziehung  ge- 
zogen werden,  so  können  höchstens  p von  den  besetzten  Kugeln 
gewiunen,  und  dann  kann  A , wenn  er  auf  r Kugeln  je  einmal 
die  Summe  a setzt,  im  glücklichsten  Fall  den  Gewinn  p . qa  er- 
halten, während  er  bei  Besetzung  einer  einzigen  Zahl  im  glück- 
lichen Fall  die  Kumme  r . qa  erhalten  kann.  Doch  dieser  Wider- 
spruch löst  sich  dadurch,  dass  der  Werth  der  Erwartung  den  mitt- 
leren oder  Durchschnitts-Werth  für  nllc  mögliche  Gewinnste  un- 
gieht,  und  dass  dieser  Durchschnittswert!]  einer  bestimmten  Kumme 
gleirhkonimen  kann,  ohne  dass  die  einzelnen  Gewinnste,  wodurch 
er  bedingt  ist,  zu  einer  solchen  Höhe  anwachscn,  als  diess  in  einem 
andern  l alle  statt  linden  kann. 

Untersucht  man  nun  die  möglichen  Fälle,  worin  A gewinnen 
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kann,  wenn  r>p  ist,  so  ergeben  sich  folgende:  Von  den  besetz* 
ten  Zahlen  gewinnen  p,  oder  p — 1,  p — 2,  ....  3,  2,  1.  Wird 
der  Werth  der  Erwartung  für  jeden  einzelnen  Fall  nach  der  vorhin 
angegebenen  Methode  bestimmt,  so  ergiebt  sich  folgende  Darstellung 
für'  den  Gesammtwertb  der  Erwartung: 


E— 


pp  I- 1 
lp|l 


. rP  l—l  p . (ja -+- 


pP—l  |— t 

l/'-l  1 1 ' 


tp  l I— t ( m — r) 
mP  |— t 


(P  — J)  V« 


pp-2  |-l  rP-s|-t  (m  — rp  l-t 


\p — 2|i  • mp  l—l 

®2|  l r^l—  l(tn  — r)P— >1— l. 

1*TT  • mFR fy"-* 

p- 1 


(p  — 2)  tja  + . . . 
p (m— t)p— 1 1-1  . r 


1 


mp  I— * 

(» 1 )P— 2 l—l  (»j  — r ) 


(p  — l)a  l—l 

J2|l 


(r — l)p— 31— l („_r)2l-l  + 


^ t - (r  — 1)  (m  — r)P~ 2 l—l  (m  — r]P~l  I— *1 

\\ ird  die  in  Klammern  eingcscblosscne  Reihe  wie  vorhin  behandelt, 
so  ergiebt  sich 

E=ln  r 1a- 

Der  Culcul  kennt  also  zwischen  4,  3,  6 keinen  Unterschied. 
Der  unter  2 aufgcstellte  Satz  ist  bekannt.  Er  findet  sich  unter 
andern  in  Lacroix’s  Lehrbuch  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  (über- 
setzt v.  Enger)  §.  73.  bewiesen.  Die  unter  4,  3 und  6 autgestell- 
ten  Satze  sind,  wie  man  sieht,  eine  Erweiterung  dieses  Satzes.  Sie 
werden  hier  eine  Stelle  um  so  eher  finden,  weil  sie  nicht  gekannt 
zu  sein  sckciucn  und  sogur  Gauthier  d’Hauleserve  in  seinem  Trnitd 
snr  les  proüab.  Probl.  XVII.  P.  77.  derbe  Verstosse  dagegen  ge- 
macht hat. 

Dort  findet  sich  nämlich  folgende  Aufgabe:  A will  mit  3 Fr. 
im  Lotto  spielen.  Soll  er  sie  aut  eine  Nummer,  oder  auf  drei  Num- 
mern als  Auszüge  in  einer  und  derselben  Ziehung  oder  endlich  auf 
je  eine  Nummer  in  drei  verschiedenen  Ziehungen  setzen? 

Gauthier  findet  als  Werth  der  Erwartung,  wenn  er  3 Fr.  auf 
eine  Nummer  setzt,  wobei  er  den  Satz  14  mal  als  reinen  Gewinn 
erhält,  2,3333. ..  Fr.;  dagegen  bei  einer  Vcrtheilung  auf  drei  Num- 
mern einer  und  derselben  Ziehung  2,5464 ...  Fr.;  für  den  Fall,  dass 
er  sie  hintereinander  in  drei  verschiedenen  Ziehungen  vertheilt  2,601. 
Die  letzte  Methode  wäre  demnach  die  Vortheilhatleste. 

Hätte  Hr.  G.  d’Hauteserve  richtige  Schlüsse  gemacht,  so  hätte  er 
nach  der  Gleichung  4,  2 und  5 immer  nur  ein  und  dasselbe  Resul- 
tat erhalten,  nämlich  2,333...  Fr.  Zu  dem  scheint  sieb  in  das  im 
angeführten  Buche  mitgetheille  Resultat  2,546-4...  ein  Druck-  oder 
Reebnungsfchler  eingeschlichen  zu  haben. 

Die  Unrichtigkeit  der  von  Hrn.  G.  d’Hauteserve  gemachten 
Schlüsse  tritt  ganz  besonders  auffallend  im  dritten  Falle  hervor. 
Ist  nämlich  die 'Wahrscheinlichkeit,  gerade  einmal  in  drei  Ziehun- 
gen zn  gewinnen,  3 . wie  Hr.  G.  meint,  so  wäre  hiernach  die 
Wahrscheinlichkeit  in  18  Ziehungen  einmal  zu  gewinnen,  18.T‘z  = l 
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und  jeder,  der  18  mol  auf  eine  Nummer  in  den  verschiedenen  auf 
einander  folgenden  Ziehungen  des  Lottos  setzte,  müsste  nach  der 
Ansicht  des  Hrn.  G.  gewinnen,  was  offenbar  falsch  ist. 

Wir  scbliessen  mit  der  Bemerkung,  dass  die  oben  unter  1 bis  6 
aufgestellten  Satze  nur  von  dem  objcctiven  Werthe  der  Erwar- 
tung, nicht  aber  von  dem  subjectiveu  oder  individuellen  Werth 
derselben  gelten.  Um  letztem  zu  ermitteln  sind  andere  Schlüsse 
zu  machen. 


II. 

Verhältuiss  der  Ordnung,  in  welcher  die  Theilnehmer 
zum  Spiele  gelangen,  zum  Werthe  der  Erwartung. 

In  einer  Urne  sind  n Loose  enthalten,  und  darunter  zwei 
Treffer  und  n — 2 Nieten.  Der  eine  Treffer  gewinnt  die  Summe  a, 
der  andere  die  Summe  ü.  Die  beiden  Gewinnste  sollen  uutcr  n 
Personen  A„  Aa,  A , . . . . An  durchs  Loos  vertheilt  werden.  Jede 
Person  kommt  in  der  genannten  Ordnung  zum  Loosen  und  zieht 
dann  ein  Loos  aus  der  Urne.  Wie  gross  ist  der  Werth  der  Er- 
wartung für  jede  einzelne  Person  vor  dem  Anfänge  der  Ziehung? 

Um  die  vorliegende  Frage  zu  beantworten,  ist  zu  beachten, 
dass  die  beiden  Gewinnste  in  der  angegebenen  oder  in  der  um- 
gekehrten Ordnung  erscheinen  können.  Erscheinen  sie  in  der  an- 
gegebenen, so  können  folgende  Falle  eintreten: 

o)d. Gewinnst,  fall.  a.  d.  lte  u.2te,  ltc  u.3te,  lte  u.Ate  — lte  u.  «tePcrs. 

6)  - - 2te  - 3te,  2te  - 4te,  2te  - 5te....2te  - »te  - 

c)  - - - — 3(e  - lte,  3tc  - 5te,  3tc  - 6te....  3tc  - »te  - 


n)  die  Gewinnste  fallen  auf  die  (» — l)te  und  »te  Person. 

Diese  Zusammenstellung  umfasst  alle  möglichen  Fälle.  Sic 
Btimmen  mit  den  Zerstreuungen  von  zwei  Elementen  in  » Fächer 
überein  und  sind  deswegen  ihrer  Zahl  nach  (s.  in.  Comb.  Lehre')) 

Jeder  Theilnehmer  hat  die  Aussicht,  dass  sieb  das  Loos 

in  (» — 1)  Fällen  günstig  für  ihn  entscheide.  Für  jeden  einzel- 
nen Fall  muss  der  Wertb  der  Erwartung  bestimmt  und  sämmtlichc 
Werthe  müssen  zusammengezählt  werden.  Die  Wahrscheinlichkeit 
ist  für  jeden  einzelnen  Fall  veränderlich. 

Gebt  man  zur  Werthbestimmung  der  einzelnen  Fälle  über,  so 
netzt  die  Natur  des  unter  a)  aufgezählten  Falles  voraus,  dass  A, 
und  A j gewinne,  oder  dass  A,  und  A,  gewinue,  also  für  At  eine 
Niete  erscheine,  dass  A , und  Aa  gewinne,  ulso  für  At  und  A, 
eine  Niete  erscheine  u.  s.  w.  Diese  Bemerkungen  führen  zu  fol- 
gender Darstellung: 


*)  Die  Lehre  von  den  Combinetionen  nach  einem  neuen  Systeme  bearbeitet 
und  erweitert  von  Dr.  L.  Oettinger.  Freiburg,  1837.  8.  Seite  94.  G. 
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a n — 2 n — 3 n — 4 2 1 a b 

n ' n — l'n  — 2'n  — 2 3 ' 2 ' n ' n — 1‘ 


Wendet  man  die  eben  gemachten  Bemerkungen  auch  auf  die  unter 
b)  aufgeführten  Falle  an , so  gewinnt  man  folgende  Zusammen- 
stellung: 


b 

n — 2 

n — 3 b 

n — 2 ' » — 3 
n — 3 n — 4 b 
n — 2'  n — 3 * n — * 


is  — 2 


n 


»t  — 3 n — 4 n — 5 
n — 2 ' n — 3 ' n — 4 


£ \_  n b 

3 ’ 2 b — n ‘ n—  1' 


Für  die  unter  c)  angeführten  Fälle  ergiebt  sich : 
n — 2 n — 3 a b 

* n ’n  — l'n  — 2'n  — 3 
n — 2 n — 3 a n — 4 b 

n ‘n — l'n  — 2'n  — 3'n  — 4 
n — 2 n — 3 a n — 4 n — 5 b 

n ‘n  — 1*»  — 2'n  — 3’n  — 4'n  — 5 


n — 2 n — 3 a n — 4 n — 3 3.  — / — b 

n ' n — l'n  — 2'n  — 3'  n — 4 ' ’ * ‘ 1 ' 2 ' n'n  — 1 

u.  s.  w.  Der  letzte  Fall  giebt  folgende  Bestimmung: 

„ n — 2 n — 3 n — 4 3 2 1 s ' a b 

’ n ' n — l'n  — 2 5 * * ' 3 * 2 n'n  — 1' 

Erscheinen  die  Gewinnste  in  umgekehrter  Ordnung,  so  treten  auch 
dafür  die  oben  unter  a,  b,  c,  d ....  m aufgeführten  Fälle  wieder 
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ein.  Sic  führen  nach  den  beigefügten  Bemerkungen  za  folgenden 
Darstellungen: 


5)  — 
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Die  Hoffnung  für  A,  den  Gewinn  a zu  erhalten  ist  in  1)  an- 
gegeben. (» — I)  Falle  sind  für  ihn  günstig,  die  sämmtlich  eiuan- 
ler  gleich  sind.  Ihre  Summe  ist  hiernach 


a 

n 


(»-!) 


Nun  hat  At  offenbar  nur  auf  einen  Gewinn,  und  in  diesem  Fall 
auf  den  Gewinn  a Anspruch.  Der  Gewinn  b fällt  sofort  einem  der 
übrigen  Thcilnchmer  zu.  Dieser  Gewinn  ist  von  dem  vorstehenden 
Resultate  zu  trennen.  Der  Werth  der  Erwartung  für  A,  hinsicht- 
lich des  Gewinnstes  a ist  hiernach 


In  5)  ist  der  Werth  der  Erwartung  für  Al  in  Beziehung  auf  den 
Gewinn  b angegeben.  Die  Wiederholung  der  gemachten  Bemer- 
kungen hinsichtlich  des  Gewinnstes  b giebt  hiernach  für  A , 
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Der  Gesammtwerth  seiner  Erwartung  ist  sofort 


Auf  ganz  ähnliche  Weise  bestimmt  sich  der  Werth  der  Erwartung 
für  Jt,.  Nach  2)  giebt  es  für  ibn  (a—  2)  günstige  Fälle,  den  Ge- 
winn a zu  erhalten , während  ein  späterer  Theilnehmer  den  Ge- 
winn b erkält.  Nach  5)  bat  er  noch  einmal  Hoffnung  auf  denselben 
Gewinn,  während  A,  den  Gewinn  b erhält.  Hiernach  ist  der  Wertb 
seiner  Erwartung  in  Beziehung  auf  «: 


Auf  gleiche  W'eise  ergiebt  sich  der  Wertb  seiner  Erwartung  in  Be- 
ziehung auf  den  Gewinn  b.  Er  ist 


Der  Gesammtwertb  seiner  Erwartung  ist  also 


Wird  diese  Entwicklungsweise  weiter  fortgefiibrt,  so  ergiebt  sich 
der  Werth  der  Erwartung  für  A , 


und  allgemein  der  Werth  der  Erwartung  für  den  Theilnebmcr  Ak 

8 )£*  = £ + 4 ’ •» 

Diess  führt  zu  dem  Schlüsse: 

9)  Sollen  zwei  Gewinnste  a und  b durch  das  Loos  unter  n 
Theilnehmer,  die  in  einer  vorgeschriebenen  Ordnung  zum  Loosen 
gelangen , auf  die  oben  bczeichnete  Weise  vcrtheilt  werden , so  ist 
der  Werth  der  Erwartung  für  jeden  Theilnehmer  vor  dem  Beginne 
der  Verloosung  gleich. 

Geht  man  von  der  oben  vorgeschriebenen  Ordnung,  in  welcher 
die  Theilnehmer  zum  Loosen  gelangen,  ab  und  legt  eine  andere 
zu  Grund,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  sich  die  olien  gemachten 
Schlüsse  durchaus  nicht  ändern,  und  sich  leicht  auf  die  neu  ge- 
wählte Ordnung  übertragen  lassen,  dass  sofort  der  Werth  der  Er- 
wartung vor  dem  Beginne  der  Verloosung  für  jeden  Theilnehmer 
unverändert  bleibt.  Hiernach  rechtfertigt  sich  der  Schluss : 

10)  Sollen  zwei  Gewinnste  a und  b durch  das  Loos  unter  w 
Theilnehmer  auf  die  oben  angegebene  W?cise  vertheilt  werden,  so 
ist  die  Ordnung,  in  welcher  die  Theilnehmer  zum  Loosen  gelangen, 
ganz  gleichgültig  und  der  W’erlh  der  Erwartung  ist  vor  dem  Be- 
ginne der  Verloosung  für  alle  Theilnehmer  gleich. 

Alles  bleibt  wie  oben,  k Nieten  sind  gezogen  worden.  Wie 
gross  ist  der  Werth  der  Erwartung  für  jeden  einzelnen  der  übri- 
gen Theilnehmer  f * 
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Sind  k Loose  gezogen,  so  sind  auch  k Theilnebmer  ausgetre- 
ten und  noch  (» — X-)  Loose  in  der  Drne  nebst  den  Gewinnsten 
a und  b zurück , worauf  n — k Personen  Anspruch  haben.  Der 
vorliegende  Fall  ist  ganz  nach  der  vorhin  angegebenen  Weise  zu 
behandeln.  Die  verminderte  Anzahl  der  Loose  ändert  die  Schluss- 
folge nicht:  Der  Werth  der  Erwartung  für  jeden  einzelnen  der 
noch  übrigen  Theilnebmer  ist 

9)  ~~k- 

Ist  schon  ein  Gewinn,  etwa  a,  gezogen,  so  ist  der  Werth  der  Er- 
wartung 

*)*=;=* 

Wir  kebreu  zu  der  oben  aufgestcllten  Frage  zurück  und  ver- 
allgemeinern. 

lu  einer  l'rne,  die  n Loose  enthält,  befinden  sieb  drei  Treffer 

und  (»»—3)  NieteD.  Sie  sollen  unter  » Personen  A,,  A, 

durchs  Loos  so  vertbeilt  werden,  dass  diese  in  der  genannten  Ord- 
nung zum  Loosen  gelangen.  Wie  gross  ist  der  Wertb  der  Er- 
wartung für  jede  Person  vor  dem  Beginne  der  Verloosung? 

Die  Gewinnste  können  in  folgender  Ordnung  erscheinen : 


c 

(>, 

«> 

c 

ff, 

c, 

e, 

a. 

6, 

c, 

a 

e, 

6, 

a 

Für  jede  Ordnung  können  folgende  Fälle  eintreten. 

Die  Gewinnste  fallen  zu: 

a)  dem  1 1.,  2t.  u.  3t. ; 1 1.,  2 t.  u.  4 1. ; 1 1. , 2t.  u.  5t 1 1. , (»- 1 )t.  u.  nt.  Tbeil- 

b)  - 2t., 3t. u. 4t; 2t,  3t.u.5t. ;2t,3t.u.Ct 2t.,(»-l)t.u.*t  nehmer 

e)  - 3t,4tu.5t;3t,  4tu.6t.;  3t,4tu.7t 3t,(»-l)t.u.»t. 


»)  dem  (»  — 2)ten,  (n — l)ten  und"  isten  Theilnebmer. 

Dieses  Schema  fallt  mit  den  Zerstreuungen  von  drei  Elementen  in 
n Fächer  zusammen.  K9  gilt  für  jede  einzelne  Gewinnverteilung. 
Hiernach  ist  die  Zahl  aller  möglichen  Fälle 

1.2.3”  = » (»- 1)  (»  — 2). 

Unter  diesen  Fällen  sind  1 . 2 worin  jeder  Theiinehmer 

in  Beziehung  auf  jeden  einzelnen  Gewinn  ein  für  sich  günstiges 
Resultat  erwarten  darf. 

Die  Wertbc  der  Erwartung,  die  für  das  eben  aufgestellte 
Schema  zu  bestimmen  sind,  ergeben  sich  aus  folgenden  Darstellun- 
gen und  zwar  der  Reihe  nach  für  die  Fälle  a,  b,  c ......  n: 
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Wird  eine  andere  Ordnung  im  Erscheinen  der  Gewinnste  a, 
b,  c gewählt,  so  ist  in  11,  12,  und  13  die  veränderte  Ordnung  hin- 
sichtlich der  Buchstaben  a,  6,  c einzuführen.  Die  übrigen  Gebilde 
bleiben  unverändert. 


Um  nun  den  Werth  der  Erwartung  für  A,  hinsichtlich  des 
Gewinnstes  a zu  ermitteln,  ist  zu  bemerken,  dass  er  ihn  in 

1.2.  ” l''  ^ * * Fällen  erhalten  kann,  worin  jedoch  ausser  ihm  noch 
zwei  andere  Theilnehmer  sich  in  die  Gewinnste  b und  c theilen. 


Diess  führt  zu  der  Bestimmung 


Auf  gleiche  Weise  bestimmt  sich  der  Werth  der  Erwartung  von 
A , in  Beziehung  auf  den  Gewinn  b.  Er  ist 


Eben  so  in  Beziehung  auf  den  Gewinn  c.  Er  ist 
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Hiernach  ist  der  Werth  der  Erwartung1  für  Ax  in  Beziehung  auf 
alle  Gewinnste 


Die  nämlichen  Bemerkungen  führen  zur  Bestimmung  des  Wcrthes 
der  Erwartung  für  At: 


Hieraus  folgt  endlich  der  Werth  der  Erwartung  für  A 1 : 


Man  ist  sofort  zu  dem  Schlüsse  gelangt,  dass  auch  in  dem  vorlie- 
genden Falle  der  Werth  der  Erwartung  für  alle  Tbeilnefamrr,  die 
in  der  vorgeschriebenen  Ordnung  zum  Loosen  gelangen,  gleich  ist. 
Hieran  knüpft  sich  nun  die  weitere  Folgerung  leicht,  dass  zugleich 
die  Ordnung,  in  welcher  die  Theilnebmer  zum  Loosen  gelangen, 
gleichgültig  ist,  da  die  Darstellungen  11,  12,  13  für  jede  andere 
Ordnung  des  oben  aufgestellten  Scliema's  gelten. 

Die  hier  angegebene  Entwicklungsweisc  hat,  wie  sich  deutlich 
zeigt,  einen  allgemeinen  Charakter.  Sie  bleibt  dieselbe,  wenn  die 
Vertheilnng  von  vier  und  mehr  GewinnstCo  unter  n Personen  in 
Frage  kommt. 

Sind  nun  die  Gewinnste  a, , <*,,  «r,  , . . . ar  unter  » Perso- 
neo  auf  die  oben  angegebene  Weise  durchs  Loos  zu  vertbeilen, 
und  fragt  man  nach  dem  Werthe  der  Erwartung  für  die  einzelnen 
Theilnebmer  vor  dem  Beginne  der  Verloosung,  so  ergiebt  sich  für 
jeden  ohne  Unterschied 

jjj  JP a\  ~f~ga  ~f~g4  -fr -•  »Br 

- - ,t  '•!•’#  I • n V 

Hier  gilt  die  Bedingungsgleichung,  dass 


Die  Gleichung  15)  gilt  eigentlich  unter  der  Voraussetzung,  dass 
sämmtlichc  Theilnebmer  in  der  bestimmten  Ordnung  Ax,  Atx  . . . Am 
zum  Loosen  gelangen.  Es  liegt  aber  deutlich  vor  .Augen,  dass  sie 
nach  den  oben  ungeführten  Bemerkungen  nach  immer  gilt,  wenn 
irgend  eine  andere  Ordnung,  worin  die  Theilnebmer  zum  Loosen 
gelangen,  gewählt  wird.  Diess  rechtfertigt  folgenden  Satz: 

16)  Wenn  r Gewinnste  unter  /»  Personen  durchs  Loos  ver- 
thcilt  werden  sollen,  so  ist  der  Werth  der  Erwartung  vor  dem  Be- 
ginne der  Verlosung  für  alle  Theilnebmer  gleich,  und  die  Ordnung, 
worin  die  Tbeilnelimer  zum  Looseu  gelangen,  ganz  gleichgültig. 

Die  gleichen  Gesetze  gelten  bei  Verthcilung  der  Lasten  durch 
das  Loos.  Diess  beweist,  dass  das  Verfahren,  welches  gewöhnlich 
bei  Verthcilung  der  Gewinnste  oder  Lasten  durch  das  Loos  ange- 
wendet wird,  ganz  im  Rechte  begründet  ist.  Man  ist  gewisser, 
müssen  ciuem  iustinctartigen , natürlichen  Gefühle  gefolgt,'  und  hat 
recht  gebandelt,  ohne  sich  der  Gründe  dafür  bewusst  zu  sein.  Nir- 
gends ist  nämlich  der  vorstehende  Satz,  so  viel  mir  bekannt  ist. 
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mit  Hülfe  der  Mathematik  begründet  worden , und  doch  bildet  er 
einen  der  ersten  Klcmentnrsätze  in  der  Lehre  von  dem  Werthe  der 
Erwartung  oder  der  mathematischen  Hoffnung,  wenn  dieser  Aus- 
druck der  „moralischen  Hoffnung“  zur  Seite  gestellt  werden  darf. 
Selbst  die  Berechnung  der  durchschnittlichen  Werthe  von  zu  hof- 
fenden Vortheilen,  wie  sie  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  so 
häufig  Vorkommen,  gründet  sich  auf  den  Satz  16,  denn  es  ist  nicht 
möglich  den  Erwart uogswertli  für  irgend  einen  Tbeiluehmer  zu  be- 
stimmen, wenn  nicht  eine  bestimmte  Ordnung  gilt,  oder  nicht,  wie 
hier,  vorher  nachgewiesen  ist,  dass  die  Ordnung  in  welcher  die 
Verloosuag  nach  der  angegebenen  Art  vor  sich  gebt,  gleichgül- 
tig ist. 

Sind  mehrere  von  den  zu  vertheifenden  Gewinnsten  einander 
gleich,  so  ändert  dicss  die  obigen  Bestimmungen  nicht.  Die 
Gleichung  10J  geht  dann  in  folgende  über: 

17)  £ PrOr, 


wobei  />,  -+-  Pi  + P,  + -f -p,  n ist. 

Sind  A Nieten  gezogen,  ohne  dass  ein  Gewinn  erschienen  ist, 
so  ändert  sich  natürlich  der  Werth  der  Erwartung  und  cs  ist  uus  17) 


18)  E-. 


V ■ «.  i«i  -4-  ■ 


. prür 


Hier  muss 


Vx  ■+■  Pt  •+■  Pi  ■+■  • • • J'r  < » — * 

sein.  Die  Art,  wie  die  Verloosung  auszufiihren  ist,  gehört  nicht 
hierher. 

Sind  die  Bedingungen  der  Verloosung  anders,  so  werden  auch 
die  Resultate  geändert.  Weitere  hieber  gehörige  Untersuchungen 
habe  ich  in  den  Abhandlungen  der  mathematisch  - physikalischen 
Clusse  der  König).  Baiersclien  Akademie  der  Wissenschaften  2.  Bd. 
München,  1837.  p.  243  mitgetheilt. 
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XX. 

Ableitung  der  Sütze  von  Holle,  Fourier  und 
Descartes  über  die  Anzahl  der  zwischen  gege- 
benen Grünzen  liegenden  reellen  Wurzeln  einer 
algebraischen  Gleichung  aus  der  Lehre  vom 
Excess  der  gebrochenen  rationalen  algebrai- 
schen Functionen.  Als  Fortsetzung  zu  der  Ab- 
handlung No.  V.  in  diesem  Theile  "). 

Vom 

Heraus  geber. 


§.  1. 

Das  Tbeorem  von  Rolle  kann  auf  folgende  Art  ausge- 
sprochen werden: 

Die  Anzahl  der  zwischen  zwei  beliebigen  gegebe- 
nen  Gränzen  liegenden  reellen  Wurzeln  der  Gleichung 
r)  = ö ist  nie  grösser  als  die  um  eine  Einheit  ver- 
mehrte Anzahl  der  zwischen  denselben  Gränzen  liegen- 
den reellen  Wurzeln  der  Gleichung 

Din  diesen  merkwürdigen  Satz  zu  beweiset!,  wollen  wir  die 
beiden  gegebenen  Gräuzcu  durch  a,  b bezeichnen,  und  wollen,  was 
offenbar  verstattet  ist,  annehmen,  dass  n < b sei.  Iler  den  Gran- 
zen a,  b entsprechende  Excess  der  gebrochenen  rationalen  alge- 

braiseben  Function  je — { sei  JE,  und  die  Anzahl  der  zwischen  den 

/(*)  \ 

Gränzen  a,  b liegenden  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  der 
Gleichung  y(.r)  = 0 sei  m\  so  ist  nach  dem  in  V.  §.  30.  bewiese- 
nen Satze  m = E.  Ist  nun  E'  der  den  Gränzcn  a,  b entsprechende 

Excess  der  gebrochenen  rationalen  algebraischen  Function  s0 

ist  nach  dem  in  V.  §.  23.  bewiesenen  Satze 

E ■+■  E'=  t oder  E = — E'  -f-  f, 


wo  entweder  f = 0 oder  £ = =fcl  sein  kann,  und  es  ist  folglich 
nach  dem  Vorhergehenden 

m . — E1  -4—  t. 


*)  Man  vergl.  die  Note  auf  S.  45. 
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Nach  dein  aus  V.  §.  21.  bekannten  allgemeinen  Begriffe  des 
gewissen  gegebenen  Gränzen  entsprechenden  Excesses  einer  ge- 
brochenen rationalen  algebraischen  Function  ist  nnn,  wenn,  indem 

x sieh  von  a bis  6 stetig  ändert,  die  Function  » Mol  unend- 

lich wird  und  dabei  von  dem  Negativen  zum  Positiven  übergeht, 
und  »'  Mal  unendlich  wird  und  dabet  von  dem  Positiven  zum  Ne- 
gativen übergeht,  E'  = n — »’  oder  — E'  = n' — »,  und  folglich 
nach  dem  Obigen 


mz=z  n'  — »+t. 
fix) 

Wird  nun  die  Function  zwischen  den  Gränzen  a und  b 

J W 

überhaupt  so' Mal  unendlich  und  ändert  ihr  Zeichen,  so  ist  »— »4-», 


und  folglich  offenbur  immer  — »,  also  n' — 

d.  i.  nach  dem  Obigen  m'  + (^  m oder  m~  m’  t. 

Bezeichnet  jetzt  m"  die  Anzahl  der  zwisclicu  den  Gränzen  a 
und  b liegenden  reellen  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  der 
Gleichung  f(x)  — 0,  welche  nicht  zugleich  auch  Wurzeln  der 

Gleichung  f(x)  — 0 Bind;  so  ist  offenbar  immer  also 


m’  •+■  e ^ m"  t , und  folglich  nucli  dem  Vorhergehenden  immer 


m f. 

Liegen  aber  zwischen  den  Gränzen  a und  b noch  m"’  reelle 
von  einander  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichung  f{x)  — 0, 
welche  zugleich  auch  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  = 0 sind,  so 
ist  «''-f- ■»'"=<*»,  die  .Anzahl  aller  zwischen  den  Gränzen  « und 
b liegenden  reellen  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  der 
Gleichung  f(x)  = 0,  und  folglich  m"  = ml — also  nach  dem 
Obigen  immer 


m ml  — m"  -f-  t. 

Bevor  wir  jetzt  in  dieser  Betrachtung  weiter  fortschreiten, 
wollen  wir  zuvörderst  völliger  Deutlichkeit  wegen  den  folgenden 
Satz  von  den  Gleichungen  in  der  Kürze  beweisen: 

Wenn  die  Gleichung  f(x)  = 0 nicht  mehr  und  nicht  w’enige'r 
als  k Wurzeln  hat,  die  sämmtiieh  — " sind;  so  hat  die  Gleichung 
/’(jr)  = 0 nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  k — 1 Wurzeln,  die 
sämmtiieh  =u  sind,  wobei  sich  von  selbst  versteht,  dass  k nicht 
= 0 ist. 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  die  Gleichung  /(x)  = 0 
nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  k Wurzeln  hat,  die  sämmtiieh 
= a sind,  so  kann 

/(*)  =r  (x  — «)*  <f{x), 

wo  y>(x)  eine  für  x = a nicht  verschwindende  ganze  rationale  al- 
gebraische Function  von  x bezeichnet,  gesetzt  werden.  Nimmt 
man  nun  nach  V.  4-  7.  und  §.  lö.  auf  beiden  Seiten  der  vorstehen- 
den Gleichung  die  derivirten  Functionen;  au  erhält  man 
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f(x)  = (.r  — a)*  y’{x)  -4-  b-(x  — «)*— r f(x) 

oder 

/’(x)  = (x  — u)l-i  \{x  — u)  <p'(x)  -+- 1-  <p{x)\, 

woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  Gleichung  f{x)  — 0 je- 
derzeit k — 1 Wurzeln  bat,  die  sämmtlich  = a sind.  Dass  aber 
diese  Gleichung  auch  nicht  mehr  als  ä — 1 Wurzeln  haben  kann, 
die  sämmtlich  =«  sind,  erhellet  eben  so  leicht.  Sollte  dieselbe 
nämlich  /-  Wurzeln  haben,  deren  jede  = a ist;  so  müsste  x — a 
offenbar  in  der  ganzen  rationalen  algebraischen  Function 

(x  — a ) <p'(x)  -f-  /•  <f(x) 

aufgehen,  und  diese  Function  also  für  x=u  verschwinden,  welches 
nicht  möglich  ist,  da  dieselbe  für  diesen  Werth  der  Grösse  x den 
Werth  Ay(a)  erhält,  und  nach  dem  Obigen  weder  /■  = (),  noch 
(p(a}=.  0 ist,  wodurch  nun  unser  obiger  eingeschalteter  Satz,  der 
sich  offenbar  auch  umkehren  lässt,  bewiesen  ist. 

Wir  wollen  jetzt  anoehmen,  dass  die  Gleichung  f(x)  = 0 zwi- 
schen den  Gränzen  a und  b 

k\\  ^äi  ^'n  k K,  • ky_, 

von  welchen  Grössen  eine  jede  grösser  als  die  Einheit  sein  soll, 
reelle  Wurzeln  habe,  die  sämmtlich  respectivc  den  Grössen 

wi»  tt*>  an  ®o  • . • . ui 

gleich  sind;  so  hat  nach  dem  so  eben  bewiesenen  Satze  die  Glei- 
chung f[x)  = 0 zwischen  den  Gränzen  a und  b 

k,  — 1,  A,—  1,  Jt,  — 1,  — 1,  ...  /■/— 1 

reelle  Wurzeln,  die  sämmtlich  respective  den  Grössen 
et,,  o,|  d„ ui 

gleich  sind,  und  andere  einander  gleiche  Wurzeln  kann  diese 
Gleichung  nach  dem  in  Rede  stehenden  .Satze  offenbar  nicht  haben. 
Da  nun  nach  dem  Obigen  m die  Anzahl  der  sämmtlich  von  einan- 
der verschiedenen  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  _/(. r)  = 0 zwi- 
schen den  Gränzen  a und  b ist;  so  ist,  wenn  fr  die  Anzahl  aller 
reellen  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  = =0  zwischen  deu  Gränzen  a 
und  6 bezeichnet,  offenbar 

= — l)-f-(£,  — 1 ) H— ...  —t—  (Z',i  — 1) 

oder 

«s  = f*  — (A,  — 1)  — (A,  — 1)  — — 1)  — ...  — (&i  — 1). 

Weil  ferner  narb  dem  Obigen  »»,  die  Anzahl  der  sämmtlich 
von  einander  verschiedenen  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  _/v(.r)=® 
zwischen  den  Gränzeu  a und  b ist;  so  ist,  wenn  f*,  die  Anzahl 
aller  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  f’(x)  = 0 zwischen  den  Grän- 
zen a und  b bezeichnet,  wie  eben  so  leicht  erhellen  wird, 

fr,  — 2)  -f-  (/,  — 2)  -p-  (/•,  — 2)  -f- ...  4-  (&i  — 2) 

oder 

**i  =/ii  — (k,  — 2)  — (/,  — 2)  — (X-,  — 2)  — ...  — (Zj  — 2), 
Weil  nun  nach  dem  Obigen 
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m i — m'"  -4-  * 

ist,  so  ist 

</*,-(*,  -2)  - (*,-2) -(*,-2)-...- (*a_2)  - 

und  folglich,  wie  sich  hieraus  sogleich  ergiebt, 

H- 1 — 

Nach  dem  Obigen  ist  m'"  die  Anzahl  der  von  einander  ver- 
schiedenen reellen  Wurzeln  der  Gleichung  fix)  = 0 zwischen  den 
Gränzen  a und  b,  welche  zugleich  Wurzeln  der  Gleichung  f(a:)= 0 
sind,  l’eberlegt  man  nun,  dass  nach  dem  vorher  bewiesenen  Satze 
jede  Wurzel,  welche  die  Gleichung  f(x)  = 0 nur  ein  Mal  enthält, 
nicht  auch  eine  Wurzel  der  Gleichung  f(x)  = 0 sein  kann;  so 
wird  auf  der  Stelle  erhellen,  dass  immer  — und  folglich 
nach  dem'  Vorhergehenden 

sein  muss.  Weil  ferner  nach  dem  Obigen  immer 

— ml" t - 

ist,  so  ist  um  so  mehr  immer 

m ^ fnl  -1-  r. 

Weil  nun,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  1 der  grösste 
Werth  ist,  welchen  e haben  kann,  so  ist  immer 

1 und  m^-rn,  -f-  1, 

woraus  man  siebt,  dass  das  Theorem  von  Rolle  nicht  bloss  von 
allen  zwischen  den  Gränzen  a und  b liegenden  reellen  Wurzeln 
der  Gleichungen  f(j:)z=0  und  y*(.r)  = 0,  sondern  auch  von  allen 
zwischen  diesen  Gräuzcn  liegenden  sämuitlick  von  einander  ver- 
schiedenen reellen  Wurzeln  der  beiden  in  Rede  stehenden  Gleichun- 
gen gilt. 

Wenn 

«ii  «»>  «« i «»>  «»>  • • • • «e 

die  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen  reellen  Wurzeln  der 
Gleichung  f\x)  = 0.  und  diese  Wurzeln  nach  ihrer  Grösse  auf- 
sleigeud  geordnet  sind;  so  liegt  zwischen  — 00  und  «r,  keine 
Wurzel  der  Gleichung  /’(ar)  = 0,  also  nach  dem  vorhergehenden 
Satze  höchstens  eine  Wurzel  der  Gleichung  /(ar)  = 0.  Zwischen 
a,  und  «,  liegt  keine  Wurzel  der  Gleichung  /',(zr)  = 0,  also  nach 
dem  vorigeu  Salze  höchstens  eine  Wurzel  der  Gleichung  f(a:)=Q. 
Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar.  Zwischen  aq 
und  -f-  00  liegt  keine  W'urzcl  der  Gleichung  Z'(.r)= 0,  also  höch- 
stens eine  Wurzel  der  Gleichung  ZU-*-)  = 0.  Hieraus  sicht  man 
folglich,  dass  cs  höchstens  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung 
= 0,  welche  kleiner  als  höchstens  eine  reelle  Wurzel 
TbcU  I.  9 
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dieser  Gleichung  geben  kann,  welche  grösser  als  «rp  ist.  Ferner 
kann  nur  eine  reelle.  Wurzel  der  Gleichung  f(.v)=.  0 zwischen 
(7,  und  n%.  nur  eine  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung  zwischen  a, 
und  at,  u.  s.  w.,  nur  eine  reelle  Wurzel  derselben  Gleichung  zwi- 
schen «p— i und  r/p  liegen. 

§■2. 

Wir  wollen  jetzt  nnnelimen,  dass  f(.v)  eine  ganze  rationale 
algebraische  Function  des  /iten  Grades  von  x sei,  und  wollen 
durch  successive  Kntwickelung  der  derivirten  Functionen  nach  den 
aus  V.  A.  bekannten  Kegeln  die  Reihe 

/(•»■)<  /(•*))  /"(^).  /”'(•*)>  • • . 

bilden.  Setzen  wir  in  dieser  Reihe  für  .v  die  Grössen  a und  i>, 
wo  wieder  a*C.b  sein  soll;  so  erhalten  wir  die  beiden  Reihen 

(1)  /(«).  /’(«),  /''(«).  /’"(«) /»(«); 

(2)  /W,  /W.  fVA,  f'V'h  ■■■•  A-Vh 

in  denen,  wie  wir  jetzt  unnehnien  wollen,  kein  Glied  verschwinden 
soll.  Ferner  wollen  wir  annehuien,  dass  zwischen  den  Gränzen  a 
und  b 

M.  Mn  Mj.  M.i  hn 

reelle  Wurzeln  der  Gleichungen 

AA = o.  /W  = o,  /"(•*■) = o,  f"(x)  = o,  . . . /w(*) = « 

liegen,  und  wollen  üherhuu|it  in  Bezug  auf  die  Functionen 
/(■*)  “nd  /'(.*•), 
f(x)  und  f'(a :), 
f"(.v)  und  f”'(x), 
u.  s.  w. 

yt*— t)(o-)  und  A“'i(x) 

durch 

*i  *11  *J1  *u  • • ■ **— I 

Dasselbe  bezeichnen,  was  im  vorigen  Paragraphen  in  Bezog  auf  die 
Functionen  /\x)  und  A(-T)  durch  t bezeichnet  wordep  ist;  so  ist,, 
wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben, 

M<M.  -+-«> 

Ml  M»  + *11 

M»<Mi-F*»» 
u.  s.  w. 

Ms— l — M » *»— 1 5 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  .Seiten  addirt,  und  uufhebt,  was 
sich  auiaebet)  lasst, 

P^Ps  + t + ti+tj  + tiH-  ...  -+-  f«— j. 
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Da  aber  nach  der  Voraussetzung  f(x)  eine  ganze  ralionole  alm. 
braisehe  Function  des  «teu  Grades,  ulso  nach  V.  «.  12.  bekanntlich 
/}**(&)  cm  coostnnte  nicht  verschwindende  Grösse  ist-  so  sind  die 
Grossen  /<->(«)  und  /<">(/,,  einander  gleich  und  verlchwfäden  nicht 
woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  zwischen  den  Gränzen  „ n„d 
A keine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  fW(x)  = 0 liefen  L , 
folglich  A*s  = 0,  und  daher  nach  dem  Obigen  jederzeit  g 


ist. 


5 ■+■  *1  ■+■  *3  ■+■  1 ■ ■+*  ....  -+-  f„_t 


Nach  V.  §.  24.  ist 

* = 0,  oder  f = -f- 1,  oder  t = — 1, 
wenn  respective  die  Vorzeichen  von  /(«r),  f'(a)  und  f(/A  ... 

gleich  eine  Folge  oder  zugleich  einen  hfld^T Ä üe 

'/*)  einpn  Wechsel>  die  Vorzeichen  von 
eine  Folge  bilden;  wenn  die  Vorzeichen  von  f(a) 
eine  Folge,  die  Vorzeichen  von  /(/,).  fU)  einen  Wechsel  bilden- 

nnd  etwas  ganz  Aelin  liebes  gilt  von  den  Grössen  * r f ' ’ 

• ,to*n  W?"  u,,d  f die  Au*uM  der  Wechsel' 'und  der"  Folnrpn 
>n  der  Reihe  (I),  und  f die  Anzahl  der  Wechsel  und  der  Fol 
gen  m der  Reihe  (2)  Die  Anzahl  der  Fälle  wo  eine!  WeS 

dc1r®e,heJl11)  c,ne  ‘‘."■ge  ln  der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  X-  die 
AnzaM  der  FhHe,  wo  einer  Folge  in  der  Reihe  (I)  eit,  Wechsel  in 
der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  X ; die  Anzahl  der  Fälle 
Wachse!  in  der  Reihe  (I j ein  Wechsel  in  der  Reihe  2)  entlrid“ 
sei  X ,.  die  Anzahl  der  Fälle,  wo  einer  F'olg-c  in  der  Reihe  m • ’ 

Kit'  aei"c <*> - 

= X — x<. 

Ferner  ist  aber,  wie  sogleich  erhellet, 

*f  = X + X",  y=  X'  -F-  X"' 

= # -F-  X-",  /'  = X-f- X”'; 

«r  - «✓  = X - X',  f -f—  X _ 
und  folglich  nach  dem  Obigen 

f *•  ~F  *»+*j+  -F-  fn— i = w — w'  — f * 


und 

also 


Weil 


nuu  immer 


f <•  f + *»  + f»  H~  «.  4-  • - - -+- 
war,  so  ist  immer 

/*  < » — ter1  oder  n ~ f 

*-  3. 

der  ^idL°rK:enden  L,lbCn  Wif  dass  kein  Glied 

/(«)>  /'(<*),  f'(a),  f"'(a),  .... 

f(6h  /"'(&),  ....  /M(A) 
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verschwindet.  Indem  wir  nun  zu  dem  Falle  übergehen  wollen,  wo 
diese  Voraussetzung  nicht  erfüllt  ist,  müssen  wir  zuvörderst  die 
folgenden  Betrachtungen  vorausschicken. 

Wir  wollen  überhaupt  die  Reihe 

/(“).  /'(«)>  /"(“).  • • • /(”Ka)> 

welche  die  Fu  n c t i o 11  enrei he  genannt  werden  soll,  betrachten. 
Die  Reihe  der  Vorzeichen  der  einzelnen  Glieder  derselben  mag  die 
Zeiehcnrcihe  genannt  und  der  Kürze  wegen  durch  («)  bezeich- 
net werden,  wobei  wir  zugleich  bemerken,  dass  in  derselben,  wenn 
ein  Glied  der  Functionenreihe  verschwindet,  an  die  entsprechende 
Stelle  jederzeit  0 geschrieben  werden  soll.  Durch  r soll  im  Fol- 
genden immer  eine  unendlich  kleine  positive  Grösse  bezeichnet 
werden,  und  wir  wollen  nun  zeigen,  wie  aus  der  Zeichenreihe  (a) 
immer  die  derselben  auf  beiden  Seiten  nächst  benachbarten  Zeichcn- 
reihen  (a — »)  und  («-!-»)  abgeleitet  oder  gebildet  werden  können. 

Zu  dem  Kiele  wollen  wir  zuvörderst  annehmen,  dass  ciu  belie- 
biges Glied  /(*)(«)  der  Functionenreihe  nicht  verschwindet,  also 
auch  das  diesem  Glicdc  entsprechende  Glied  der  Zeicbcnrcihe  ( u ) 
nicht  U,  sondern  zt  ist.  Nucli  V.  §.  12.  ist 

/w(«  ± ,)  =/W(a)  ± -f  /«+»(«) 

und  nach  V.  §.  IS.  lässt  sich  i immer  so  klein  annehmen,  dass  das 

V orzeichen  von  _/1<,(aü)  mit  dem  V orzeichen  des  ersten  nach  der 

V oraussetzung  nicht  verschwindenden  Gliedes  yW(a)  der  Grösse  auf 
der, rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  obiger  Gleichung  einer- 
lei ist,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass,  wenn  db  das  dem 
Gliedc  yV<)(a)  der  Functionenreihe  entsprechende  Glied  der  Zeichen- 
reihe (a)  ist,  daun  mit  Beziehung  der  obern  und  untcru  Zeichen 
auf  einander  immer  auch  db  sowohl  das  entsprechende  Glied  der 
Zcicbenreilic  (« — <),  als  auch  das  entsprechende  Glied  der  Zeichen- 
reibe (a-f-<)  ist.  Also  bat  man  bei  der  Bildung  oder  Ableitung 
der  Zeiclienreihen  («  — »’)  und  (o-f-r)  aus  der  Zeiclienreibe  (a)  für 
jedes  nicht  verschwindende  Glied  der  letztem  das  sich  in  demsel- 
ben findende  Zeichen  unverändert  beizubehaltcn  und  in  die  beiden 
erstem  gesuchten  Zeichenreihen  einzuführen. 

Ferner  wollen  wir  jetzt  annelimeo,  dass  die  den  Gliedern 

/W(o),  _/V+2)(u),  . . fV+P -*)(«), 

der  Functionenreihe  entsprechenden  Glieder  der  Zcicbenreihe  (a) 

0 0 0...  0=fc 


sind ; so  lässt  sich  nach  V.  §.  12.  und  V.  §.  18.  die  Grösse  i immer 
so  klein  nnnebmen,  dass  die  Grössen 


/»>(a  rb  »),  rb  »),  yT*+2)(«  l)(a  db  i) 

respeotive  mit  den  Grössen 


l...p 


1. •(/>-!) 


(±»>~3 
1 ••(/’ — 2J 


... 


einerlei  Vorzeichen  haben. 

Hieraus,  in  Verbindung  mit  dem  Vorhergehenden,  ergiebt  sich 
nun  aber  unmittelbar  Folgendes. 
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Oie  den  Gliedern 

«00...  0± 

der  Zeichenreihe  («)  entsprechenden  Glieder  der  Zeichenreihe  (a — i) 
sind  jederzeit 

±(-k  ±(-)p-2, . . . ±(-k  ± 

oder 

=M— )*>  =f(— y,  =M~ )p>  . • • =F,  ±; 
so  dass  nämlich  in  diesem  Theile  der  Zeichenreihe  (a  — »)  die 
Glieder  vom  ersten  bis  zum  letzten  Glicde,  welches  mit  dein  ent- 
sprechenden Gliede  der  Zeicbcnreihe  (u)  einerlei  ist,  fortwährend 
ab  wechseln. 

Die  den  Gliedern 

0 0 0 ...  Ort 

der  Zeichenreihe  (a)  entsprechenden  Glieder  der  Zeichenreihe 
(« -+-  »)  sind  jederzeit 


so  dass  nämlich  in  diesem  Theile  der  Zeicbenreilic  («-+-»')  alle 
Glieder  vom  ersten  bis  zum  letzten  Gliede,  welches  mit  dem  ent- 
sprechenden Glicde  der  Zeichenreihe  (a)  einerlei  ist,  einander 
gleich  sind. 

Aas  dem  Vorhergehenden,  wobei  es  nicht  überflüssig  ist,  noch 
zu  bemerken,  dass,  weil  nach  der  Voraussetzung  f(x)  eine  ganze 
rationale  algebraische  Function  des  »ten  Grades  von  x ist, 
niemals  verschwinden  kann,  ergiebt  sich  nun  unmittelbar  die  fol- 
gende Regel  zur  Ableitung  der  beiden  Zcichenrciben  (« — i)  und 
(u-t-f)  aus  der  Zeichenreihe  («),  bei  deren  Anwendung  wir  die 
Zcickenrcihe  (a  — i)  über,  die  Zeichenreihe  (a-f-i)  unter  die 
Zeichenreibe  (a)  schreiben  wollen: 

lieber  nnd  unter  jedes  Glied  der  Zeichenreihe  (a), 
welches  nicht  0 ist,  schreibe  man  dasselbe  Zeichen,  wro- 
bei  man  jederzeit  bei  dem  letzten  niemals  verschwin- 
denden Gliede  anfängt.  Dagegen  schreibe  man  über  je- 
des Glied  der  Reihe  (u),  welches  0 ist,  das  entgegenge- 
setzte Zeichen  von  dem,  welches  in  der  Reihe  (a — ») 
nach  der  rechten  Seite  hin  unmittelbar  folgt;  unter  je- 
des Glied  der  Reihe  (a),  welches«  ist,  schreibe  man  aber 
ein  dem  in  der  Reihe  (a-l-i)  nach  der  rechten  Seite  hin 
unmittelbar  folgenden  gleiches  Zeichen. 

Das  folgende  Beispiel  wird  zur  bessern  Erläuterung  dieser  Re- 
gel dienen,  wobei  wir  noch  bemerken,  dass  man  der  Kürze  wegen 
tlie  Zeichenreihen  (a  — i)  und  (a-f-i)  ganz  zweckmässig  gewöhn- 
lich bloss  respective  durch  (<  a)  und  (>-a)  zu  bezeichnen  pflegt: 

(<«)  • • ■ H 1 1 1 h + H 1 1 1 1 F 

' (a) ...  H 0 0 00  0+  0 + + 0 0 0—00  0 0 -| 1- 

Aus  einer  nähern  Betrachtung  dieser  Regel  geht  hervor,  dass  die 
Zeichenreihen  (<z)  und  (a-J-r)  immer  eine  völlig  gleiche  Anzahl 
von  Wechseln  enthalten,  wenn  man  nämlich  bei  dem  Zählen  der 
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Wechsel  der  Reihe  (o)  die  verschwindenden  Glieder  ganz  uusser 
Acht  lässt  und  als  gar  nicht  vorhanden  betrachtet. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Reihen 

(1)  . . ./(«),  /'(«),  f\a),  /"'(«),  . . . /<»>(«); 

(2)  . . ./(/,),  f(b),  f(b),  f"'(b),  . . . /»(*) 

beliebig  viele  verschwindende  Glieder  enthalten,  und  bezeichnen, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  man  bei  dem  Zahlen  der  in  diesen 
Reihen  vorkommeoden  Wechsel  die  verschwindenden  Glieder  ganz 
ausser  Acht  lässt  und  als  gar  nicht  vorhanden  betrachtet,  die  An- 
zahl der  Wechsel  in  der  Reihe  (1)  durch  w,  die  Anzahl  der  Wech- 
sel in  der  Reihe  (2)  durch  u?\  so  ist  nach  dein  Vorhergehenden  io 
auch  die  Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reihe  (<*-4-r),  und  id  die 
Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reihe  (b  -4-  i).  Bezeichnet  jetzt  fi  die 
Anzahl  der  sämmtliehen  zwischen  den  Gränzen  n und  b liegenden 
reellen  Wurzeln  der  Gleichung  f[.v)  = 0;  so  ist,  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  b nicht  seihst  eine  Wurzel  der  Gleichung  y(.r)=0 
ist,  also  f(b)  nicht  verschwindet,  offenbar  /i  auch  die  Anzahl  der 
sämmtliehen  zwischen  den  Gränzen  tt  t / und  b-\-i,  wo  i immer 
die  ihm  oben  beigclegte  Bedeutung  hat,  liegenden  reellen  Wurzeln 
der  Gleichung  f(&)  = 0,  und  folglich  nach  dem  vorigen  Paragra- 
phen jederzeit 

H^u>  — tc’. 

Hiernach  lässt  Sich  jetzt  das  Theorem  von  Fourier  auf  fol- 
gende Art  aussprechen: 

Wenn  «<ä  und  b keine  Wurzel  der  Gleichung 
f(x)  = 0 ist,  also  f{b ) nicht  verschwindet,  und  fi  die 
Anzahl  der  sämmtliehen  zwischen  den  Gränzrn  a und  b 
liegenden  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  f(&)z=  0 be- 
zeichnet; so  ist,  wenn  in  an  die  Anzahl  der  in  der  Reihe 

/W.  /■(«).  /"(«),  /"'(«),  • • • ßn)(*) 

vorkommenden  Zeichen  Wechsel  durch  w,  die  Anzahl  der 
in  der  Reihe 

/('>)-  fVA,  rw,  /"(i).  • • ■ ßm 

vorkommenden  Zeichenwechsel  durch  rr'  bezeichnet,  wo 
bei  der  Zählung  der  Wechsel  in  den  beiden  vorstehen- 
den Reihen  alle  in  denselben  vorkommendc  verschwin- 
dende Glieder  ganz  ausser  Acht  gelassen  und  als  gar 
nicht  vorhanden  betrachtet  werden,  jederzeit 

- — re'. 

§•  4- 

Fm  nun  auch  noch  das  berühmte  Theorem  von  ßescartes  aus 
dem  Vorhergehenden  abzuleiten,  wollen  wir  überhaupt  die  Gleichung 
des  »ten  Grades 

f(x)  — A -4-  Axx  -+-  -4-  A,xz  -4-  ...  -4-  Anxn  = 0 

betrachten,  wollen  aber  jetzt  annehmen,  dass  keiner  der  Coeffi- 
cienten 
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t A^,  ....  An 

verschwinde  und  der  Coefticient  An  des  höchsten  Gliedes  der  Func- 
tion f{äc)  positiv  sei,  welches  Letztere  offenbar  immer  verstattet 
ist.  Gntwiekelt  man  jetzt  die  derivirten  Functionen  von  S~(x),  und 
setzt  sowohl  in  denselben,  als  auch  in  der  Function  f(x)  selbst 
x " 0;  so  findet  man,  dass  die  Grössen 

/(o).  /'(«)» /"(»),  rx  o) /<'•>(<>) 

respective  mit  den  Cocflicienten 

A)  A ,,  y/j,  A ,,  . • . . Aff 

gleiche  Vorzeichen  haben. 

Lassen  wir  nun  den  Ausdruck 

(0)  = A Af  At  A A„ 

im  Folgeuden  bloss  bedeuten,  duss  die  Glieder  der  Zeicheoreihe 
(0)  mit  den  Vorzeichen  der  Coeflicienten  A,  A,,  J„  A,,  . . . A„ 
einerlei  sind;  so  haben  wir,  wie  unmittelbar  aus  dem  in  V.  §.  19. 
bewiesenen  Katze  und  den  leicht  zu  euwickelnden  derivirten  Func- 
tionen von  f(x)  folgt,  die  folgenden  Zeicbenreiheu: 

(—  CC)  = rt  . . . — + 

(0)  — AAf  A,  A,...  A.-t  An 

(-F-  0c)=-+--f--f--4-...-F--4- 

Die  Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reibe  ( — GC)  ist  offenbar’»,  und 
die  Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reibe  (— |—  CJC ) ist  0.  Die  Anzahl 
der  AVechsel  in  der  Reibe  0 sei  w,  und  die  Anzahl  der  in  dieser 
Reibe  vorkommenden  Folgen  sei  f.  Die  Anzahl  der  negativen  rcel. 
len  Wurzeln  der  Gleichung  _/i[.z,)  = 0 sei  m,  die  Anzahl  der  posi- 
tiven reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  sei  p.  Weil  die  satn nit- 
liehen negativen  reellen  Wurzeln  zwischen  — GC  und  0 liegen,  so 
ist  nach  dem  vorigen  Paragraphen 


Nun  ist  aber  offenbar  und  folglich  n — to=f,  also 

nach  dem  Vorhergehenden 

»*</• 

Da  ferner  die  sammtlichen  positiven  reellen  Wurzeln  zwischen  0 
und  -+-  QC  liegen,  so  ist  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

p~^.tc  — 0,  d.  i.  p ^ w, 

und  es  ist  also  jederzeit 


m </. 

Hat  die  Gleichung  f(x)  = 0 lauter  reelle  Wurzeln,  so  ist 


und  folglich 


p + m = n,  v>+f=n, 

p-\-  m = 
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Wäre  nun  p<w,  so  wäre  wegen  dieser  Gleichung  m>f,  wel- 
ches gegen  das  Obige,  da  nämlich  immer  m ist,  streitet.  Also 

kann  nicht  p<Zie  sein,  und  es  muss  folglich,  da  immer  p~^tc  ist, 

p = tn  sein,  woraus  dann  wegen  der  Gleichung  p = 
unmittelbar  «i==/  folgt.  Wenn  also  die  Gleichung  lauter  reelle 
Wurzeln  hat,  so  ist  immer 

p — w,  m=f. 

lu  den  vorhergehenden  Ausdrücken  ist  das  hinreichend  schon 
aus  den  Elementen  der  Algebra  bekannte  Theorem  von  Descar- 
tes  oder  Hnrriot  iu  dem  Falle,  wenn  kein  Coefficient  der  Glei- 
chung verschwindet,  offenbar  enthalten.  Der  Ausdruck,  auf  welchen 
Gau ss  dieses  Theorem  in  dem  allgemeinem  Falle,  wenn  beliebig 
viele  Coefficientcn  der  Gleichung  verschwinden,  gebracht  hat,  unu 
der  schöne  von  Gauss  gegebene  Beweis  können  hier  als  völlig 
bekannt  vorausgesetzt  werden.  Unsere  Absicht  war  hier  vorzugs- 
weise, die  F'ruchtbarkcit  der  Lehre  von  dem  Excess  der  gebroche- 
nen rationalen  algebraischen  Functionen  zu  zeigen. 


XXI. 

Ueber  eine  geometrische  Aufgabe. 

Vom 


Herausgeber. 


ln  den  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie,  wenigstens  in 
den  mir  bekanuten,  fehlt  bis  jetzt  uoch  die  folgende  Aufgabe,  für 
welche  ich  daher,  weil  sie  mir  in  mehrfacher  Beziehung  von  In- 
teresse und  mancher  Anwendungen  fähig  zu  sein  scheint,  in  diesem 
Aufsatze  eine  Auflösung  zu  geben  versuchen  werde. 

Aufgabe. 

Die  Gleichungen  einer  geraden  Linie  zu  finden, 
welche  vier  gerade  Linien  im  Raume,  deren  Gleichun- 
gen gegeben  sind,  schneidet 

Auflösu  ng. 

Die  Gleichungen  der  vier  gegebenen  geraden  Linien  im  Raume 
seien 
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■*  = <*,*-4- A,,  y=a,»  + ßl ; 

■*•  = «,*  -4-  A„  y=a,*-4-/?,; 

■z  = «,*-t- A>,  y = et,» -4- /?, ; 

•^  = «4* -4-^4.  y = «4*  + ^45 

und 

2.  sc  = Ax  B,  y=91s-4-23 

seien  die  Gleichungen  der  gesuchten  geraden  Linie,  von  welcher 
die  vier  fjegehcncn  geraden  Linien  geschnitten  werden  sollen,  wo 
also  die  Grössen  A , B und  31,  §8  zu  bestimmen  sind. 

Zu  dem  Ende  bezeichne  man  die  Coordinaten  der  Punkte,  in 
denen  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  von  der  gesuchten  ge- 
raden Linie  geschnitten  werden,  respective  durch  jr , , y,,  *,; 
-Zi)  y.»  *i ! •>' , , y,,  >, ; .z4,  y„  *4;  so  hat  man  nach  dem  Obi- 
gen zur  Bestimmung  dieser  zwölf  Grössen  und  der  vier  Grössen 
A,  B,  31,  33  die  sechzehn  folgenden  Gleichungen: 

jr,  = «,*,  -4-  A,,  y, 

=af,*,-4-A„  y,  = «,*,  -4-  0, ; 

•z.  =«,»•-4-^»,  y,  =a,*, -4-/J,-, 

-4-  <3.,  y.  = o,*4- 4-/?4s 

-4-  Ä,  y,  = 91*,  -1-  33  5 
■z,  = -4-  B,  y,  = 91s,  -4-  58; 

•z,  = -4»,  -4-  B,  y,  ==  91*.  -4-  58; 

•z4  = Ax 4 -4-  B,  y4  = 91*4  -4-  58. 

Durch  Elimination  von  jr,,  xt,  a:,  und  y,,  y,,  y,,  y4  er- 
hält man  aus  diesen  Gleichungen  ohne  alle  Schwierigkeit  die  acht 
folgenden  Gleichungen: 

!0  = («,  — A)al  -4- A,  — B,  0 = (o,  -91)*,  -4-/?.  -58; 

0 = (ar,  — A)xt  -4-i,  — B,  0 = (et,  — 91)a,  -4- /*,  — 58 ; 

0 = (a,-A)x,+6,-B,  0 = (a,  — 91)*,  -4-(S,  — 58; 

0 = («.  —A) *4  -4-  A4  — B,  0 = («4  — 91)s4  -4-  /*.  — 58; 
aus  denen  sich  ferner  durch  Elimination  von  *,,  *,,  *,,  *4  die  vier 
folgenden  Gleichungen  ergeben: 

i («,  - A)  (ßl  - 58)  = (<*,  - 31)  (A,  - B), 
(a,-^)(^-a3)  = (a,-9l)  (A.-Ä), 

‘ j(a,  — A)  (/?,  — 33)  = («,  — 9t)  (A,  — B), 

'*(«4  ~A)  (jS4  — 58)  = («4  - 91)  (A,  - //) ; 

ans  denen  nun  die  vier  unbekannten  Grössen  A , B,  31,  58  be- 
stimmt werden  müssten.  Wir  wollen  jedoch  die  weitere  Verfol- 
gung dieses  Wegs,  obgleich  derselbe  zu  nicht  uneleganten  Resul- 
taten führt,  dem  Leser  überlassen,  und  wollen  hier  ein  anderes 
Verfahren  in  Anwendung  bringen,  durch  welches  wir  zu  einer  ein- 
fachem Auflösung  gelangen  werden. 
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Aus  den  Gleichungen  4.  ergeben  sich  nämlich  durch  Elimi- 
nation der  Grössen  ß und  23  leicht  die  folgenden  Gleichungen: 

!4,  + («,  — -rf)*,  = 4,  ■+•  («*  — -^)*,  = A,  -H  («>  ^f)*t 

= 44  + (ir,  — 

ß,  -f-  («,  - «)»,  = ß,+  («,  - 91)*,  =/»,+(“,—  91)*, 

= ßa  -+-  (<*4  — 9t)a, ; 

aus  denen  man  durch  Elimination  von  s2,  x„  x4  ferner  ohne 
Schwierigkeit 

iÜ\  ^3  + (tft  A)~  t a <*2  ^ 

0, — (*i  + (“i — 91)3 , «,  91 

+ -vd)3,  _ a,  — A 

ßi — 0i  -f-  (“i  — 1 91)*»  «,  — 91 

4 , — 4,  -f-  (« , — A)% i _ ff,  >9  ^ 

0i — 0,  4~  (w i 91)*  i a,  *1  ’ 

und  hieraus 

_ (4,  - 4,)  («,  - 91)  - (0,  - 0,)  («,  ~ A) 

*>  — («,-91)  (ai-A)-(a, -«)  («,--d)’ 

_ (4,-4,)  («,  — 91)  — (0,  — 0,)  («,  — #)  ' 

*‘  — («,-91)  (<*,  — A)  — («i  — 91)  (o,-J)’ 

_ (4, -4t)  («.,  — 91)  — (0,  — 0«)  («4->*). 

*‘  — («,-11)  («4-.rf) -(«,-«)  (a,-A)' 

o,(A,-/>2)-o,(ß, -0,)-(4, -4,)9t-|-(0,-0,)J  ^ 

ff,B,-«,B,+(«,  — »,)«  — («,— a,)^ 

g,(4,  — 4,) — g»(0i  — 0i)  — (4,  — 4,)91-<-(0,  — ß,)A 
a,a,  —0,0,  -h  («,  — a,)<l  — («,  — a,)A 
g4(4,  — 44)  — g4(0,  — 04)  — (4,  — 44)M  -fr-  (0,  — 04)/f . 
«,«4  — a,«4-|-(«,  — ot4)ä  — («,  — a,)A 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

fA,=sa,(4, — 4,) — a2(ß , — ß2),  Ä,= — (4, — 4,), 

10.  s4-j=«,(4, — 4,) — a,(ß , — ^t),  — (4,  4,),  #*,=£,  /?, ; 

(£,=a4(A, — 44) — ot(ß , — /?4)>  — — (4,  44),  iu , i ß»> 

und 

Iy,  =«,«,  — <1,  = «i — «„  *i  = — (“■ — «*)> 

— o,a,,  <£,  = <*, — *,  = — («, — “i)i 

/,=«,«, — »,o4!  4,=«, — at,  t,  = — (a, — o4); 


gesetzt  wird, 


erhält. 


12. 


/ 4:,  4- 1,91 

L ’ “ + 

/„  4,  -f- la91-<-^,^f 

1 ‘ y2  i2A 5 

| 4,  4-li91 4-^t A 

\ ' ~ y,-+-rf,91-4-*,4d’ 
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Diese  drei  Gleichungen  bringt  man  aber  leicht  auf  die  Form 
0=*,  — /i*i  -+-(*■  — — b»iM. 

13.  0 = *,  — y,z,  -+-(i,  — ^,s.)9t-l-(Mi  — 

« = *,  — y,x, 

uud  wird  nun,  wenn  man  aus  denselben  die  Grössen  A und  eli- 
minirt,  die  bloss  die  eine  unbekannte  Grösse  i,  enthaltende  Etid- 
gleicbung  erhallen. 

Um  diese  Elimination  mit  möglichster  Leichtigkeit  auszuführen, 
wollen  wir  die  drei  vorhergehenden  Glcicbungeu  narb  der  Reihe 
mit  den  drei  unbestimmten  ruktoren  F,,  Ft,  /’,  multi|>licircn,  uud 
dieselben  daun  zu  einander  addiren,  wodurch  wir  die  Gleichung 

o=  (*.  — + (*.  — r,*,)F, 

-+- 1 (1.  - <J,z , )F,  -t-  (*,  - i%* , )Ft  -1-  (X,  - <f,z , )F,  1 91 
-HO*.  — «.*.)*’.  +(#»»  — «»*.)*’»  + (/».  — *. 

erhalten,  und  wollen  nun  die  unbestimmten  Faktoren  F„  Ft,  F, 
so  bestimmen,  dass  sie  den  beiden  Gleichungen 

(1,  — d.a.JF,  -M*,—  (1,  — J, z, )F,  =0, 

(/*.  — *.*>)*\  +(/*.  — *%*x)F*  + (/*,  — =0 

genügen.  Eliminirt  man  zuerst  F„  dann  F , ; so  erhält  man  die 
beiden  Gleichungen 

j(X,— d,a,)  (fi,  — e, *,)  — (!,—  J,a,)  (ft,  — *i»i 
= K3-»  — <!.*.)  (Z*i  — *i*.)  — (*>  — <*>»t)  (**•  — 1 

K1»  — <*.*,)  (f*. — (1,—^,*,)  jVf’, 

= !(*.  — <*>*.)  (/*»-  *»*.)  — (*»  — «?>*.)  0».  — 

und  kann  also  offenbar 

^i  (^i  ^1*1)  (M*  ^i*i)  (^a  ^a*i)  (/**  *1*1)» 

= — <Mi)  (/*.  — *.*■)  — (ai  — <*.*.)  (/*. — *.*.)> 

f',=(XJ—dtxI)  (/*.  — *.*■)  — (1.  —*.*.)  (f*>—  *i*i) 

setzen,  wodurch  man  nun  in  Verbindung  mit  dem  Obigen  unmittel- 
bar zu  der  folgenden,  bloss  die  eine  unbekannte  Grösse  z,  ent- 
haltenden Gleichung  gelangt; 

14.  O^A.-y.z.)  !(*,—  d,z,)0*,— *,z,)— (*,— d,z.)  (ft,—  e,z,)| 
U*.— (f*.— *.3.)— *i*.)l 
+(*,—  f.*.)  I(^» — <*«*.)  (ft,—  t.s,)— (1,—  d.z.)  (f*,— 


mit  deren  weiterer  Entwickelung  wir  uns  jetzt  besdiäftigen  wollen. 
Zuerst  erhält  man  ohne  Schwierigkeit 


— l(l,s,-X,e.)-l-(<fift,-(I,ft1)]z1-»-(tr,ta-d,t,)*, 


j 

M 
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welches  offenbar  eine  Gleichung  des  dritten  Grades  ist,  in  der  »,* 
len  Coefficienten 

— r,(J,e,  — <*>*.)  — y,  (<!,«,  — <?.*.)  — r,(<7,*.  — <?.*a) 


oder 


rA#,*,  — <*.*») -+- — <*.*,) ) 


hat.  Diesen  Coefficienten  wollen  wir  nun  etwas  näher  betrachten, 
nachdem  wir  ihn  zuvörderst  auf  die  Form 


*.(>'»<*.  — rA) + *»(>'.*.  — j'.'M-t-f.O'A—  rJ>) 

gebracht  haben.  Nach  11.  ist 

*i(r»<*.  — + — rJi) 

=— («I— «i)  I (*,—*«)  — (a,a4—a,a,)  («,—  ®,)| 

«■“.) «.)t 

—(«!—«»)  «.«*)  (*.  — «»)— («i«,— «.«.)  («1— o»)t 

= — «,(«,  — «,)  |or,(a4— a,)-f-«r,(a,  — <*.)  + <*.,(«,  — “.)l 

— «.(“i  — «.) 


= — («,-a.)+(a,-«,)  (a,-a,)|, 

wo  man  nun  durch  leichte  Rechnung  findet,  dass  die  letzte  Grösse 
verschwindet,  und  folglich , wenn  man  zugleich  den  hier  betrachte- 
ten Coefficienten  noch"  auf  andere  Weise  ausdrückt, 

/.(<*»*.  — — <M.)  4- /.(<*!*.  — <f,*,)  = 0, 

— r»^.)=o 

ist. 

Hieraus  ergieht  sich  also  das  wichtige  Resultat,  dass  die  oben 
gefundene,  nur  die  eine  unbekannte  Grösse  s,  enthaltende  End- 
gleichung  nicht  vom  dritten,  sondern  bloss  vom  zweiten  Grade  ist. 
Entwickelt  man  nun  diese  Gleichung  gehörig,  so  erhält  dieselbe, 
wenn  der  Kürze  wegen 

g,  = ^.f*a  — 5 

g,  = <*af*i  — <*.*».! 

*i  =«*.*>  — 

*>  — <Vi5 

*»  = — <*.«» 


15. 


Ifl  — 

f% 

f \ — ‘ ^iMjj 

Ä,  ^1*1  ““^1*0 

— ^,t|  ^|t|, 

ht l,t|  ^it„ 

gesetzt  wird,  die  folgende  Gestalt: 
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16.  0 

— I fiYi  +f*r*  +Ar.  -+-  (g.  •+•  >*i)*i  •+■  (g*  •+■ 1,)*2 

-+-f»i*i  -+•  ■+■  »’j^i  + (gi  +4|)j'i  -F-  (g,  -+- 

+ («■. 

Bezeichnen  wir  die  drei  Coefficienten  dieser  Gleichung  durch 
L , M,  Ar,  und  setzen  also 

17.  0 = L — Mxl+Ax,’, 

so  erhalten  wir  nach  der  in  dem  Aufsatze  III.  S.  12.  entwickelten 
Auflösungsmetbode  der  quadratischen  Gleichungen  zur  Berechnung 
der  beiden  Wurzeln  der  obigen  Gleichung  die  folgenden  Formeln: 

18.  cot  Cr+/,)=^^,co«0— )=^^’»ioON-^1),  »,=  j‘t:nn!^ 

Findet  sich  mittelst  der  zweiten  dieser  Formeln  der  absolute  Werth 
von  cos  (x  — Xi)  grösser  als  die  Einheit,  so  Imt  die  Gleichung  17. 
zwei  imaginäre  Wurzeln,  und  die  Aufgabe  ist  also  unmöglich;  in 
jedem  andern  Falle  bat  die  in  Rede  stehende  Gleichung  zwei  reelle 
Wurzeln,  und  die  Aufgabe  ist  im  Allgemeiuen  zweier  Auflösun- 
gen fähig. 

Hat  man  js,  gefunden,  so  ergeben  sich  A und  21  mittelst  der 
folgenden,  leicht  aus  den  Gleichungen  13.  zu  erhaltenden  Ausdrücke: 

!A — y.*!)  G»  — <*!*■)  — Gi  — r,=,)  Gi  — <f|Si) 

Gl  <f,S|)  (/lj  *l5l)  G*  d^S,)  (/i,  #,*,)* 

f Gi  — /»*■)  Gi— d,*,)  — (*,  — y.*,)  G,  — <f,s,) 

^ — G,-«f,*,)  (m, G.- d,s.) 
j Gi  y»*»l  Gi  d,z,)  G-,  y,Si!  Ga  d,*,) 

Gi— d,*,)  G», — G«— d,*,J  {fi,  — *,*,) 

und 

aj (*i— y.*i)  fas— »i*.)— Gi—  yi»,)  <Mi—  «.»■) 

Gl—  d|*,)  1/4,—«,*,) Gl— d,S.)  (flt—ttS,)’ 

w G,—yi=,)  (jU,— G,—ya»i)  Im,— >,x,) 

G,— (/*,—  *i*») — Gi  — d,*,)  Qui— «,*,)’ 

o, (*,— ri»,)  (p,— ».»■)— G,  —v ■».)  0«i— «i*i) 

Gi  — d,s,)  {fi,—  »,*,)  — G,—  d,s,) 

Die  Grössen  ß und  18  erhält  man  dann  endlich  mittelst  der 
Formeln 

21.  B=dl+(a,-A)xl,  » = 

Die  Coordinaten  x„  »„  z,  erhält  man  mittelst  der  Formeln 

— ~ 

_ _ n,-s 

_ />.-»■ 

— 
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und  die  Coordinaten  zr,,  x,,  x,,  xt  und  y,,  y,,  y,,  y4  werden 
mittelst  der  Gleichungen  3.  gefunden. 

Hierdurch  ist  nun  unsere  Aufgabe  vollständig  aufgelöst.  Dass 
dieselbe  unbestimmt  werden  muss,  wenn  die  vier  gegebenen  gera- 
den Linien  in  einer  Ebene  liegeu,  fällt  sogleich  in  die  Augen. 

Man  kann  von  dieser  Aufgabe  eine  Anwendung  zur  annähern- 
den Bestimmung  der  Cometenbuhnen  machen , worüber  wir  nur 
ganz  in  der  Kürze  Folgendes  bemerken  wollen. 

Den  Mittelpunkt  der  Sonne  wollen  wir  als  den  Anfang  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x,  y,  3 anuehmen.  Die 
Ebene  der  Ekliptik  sei  die  Ebene  der  .vy,  und  der  positive  Theil 
der  Axe  der  x soll  vom  Mittelpunkte  der  Sonne  nach  dem  Frük- 
liogspuukte  hingerichtet  sein;  den  positiven  Theil  der  Axe  der  y 
nehmen  wir  so  an,  dass  mun  sich,  um  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x an  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  zu 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y zu  gelangen,  ganz  nach  der- 
selben Richtung  hiu  bewegen  muss,  nach  welcher  von  dem  positi- 
ven Theile  der  Axe  der  x an  die  heliocentriscben  Längen  genom- 
men werden;  den  positiven  Theil  der  Axe  der  3 nehmen  wir  end- 
lich auf  der  nördlichen  Seite  der  Ebene  der  Elliptik  d i.  der  Ebene 
der  .vy  an.  Ferner  legen  wir  zu  einer  bestimmten  Zeit  durch  den 
Mittelpunkt  der  Erde  ein  dem  Systeme  der  x ya  paralleles  Coordi- 
nutensystem  der  x,y, 3,.  Bezeichnen  dann  für  diese  Zeit  «,  ß und 
p respective  die  geocentrische  Länge  und  Breite  eines  Cometen 
und  dessen  sogenunnle  rurtirte  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der 
Erde;  so  sind  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit  p cos  a,  p sin  a, 
p tang  ß die  Coordinaten  des  Cometen  in  dem  Systeme  der: r,y,3,. 
Die  Gleichungen  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem 
Cometen  gezogenen  geraden  Linie  im  Systeme  der  x,y ,3,  haben 
die  Form 


x,  = Axt,  y,  — Ba,. 
und  cs  ist  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

p cos  uv=A p tang  ß,  p sin  uz=Bq  tang  ß, 

also 

A — cos  u cot  ß,  B = sin  u cot  ß. 

Folglich  sind  die  Gleichungen  der  vom  Mittelpunkte  der  Erde  nach 
dem  Cometen  gezogenen  geraden  Linie  im  Systeme  der  x,ylsl 

23.  x , =*,  cos  « cot  ß,  y,  =3,  sin  u cot  ß. 


Bezeichnet  0 die  geocentrische  Länge  der  Sonne  und  B deren 
Entfernung  von  der  Erde  zu  der  in  Rede  stehenden  Zeit,  so  sind 
offenbar  in  völliger  Allgemeinheit  B cos  0 , K sin  0 die  Coordi- 
naten der  Sonne  im  Systeme  der  ^,^,5,,  wobei  sich  von  seihst 
versteht,  dass  die  dritte  Coordinatc  der  Null  gleich  gesetzt  wird. 
Also  hat  man  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordina- 
ten zwischen  deu  Coordinaten  eines  und  desselben  Punktes  in  den 
Systemen  der  xya  und  x,y, s,  die  Gleichungen 

x,=B  cos  0-4-.'*',  y,  = B sin  0-4 -y,  s,  =3 

oder 

x = x , — B cos  0,  y = y,  — B sin  0,  3=x,, 
und  die  Gleichungen  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem 
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Cometen  gezogenen  geraden  Linie  im  Systeme  der  .-ry*  sind  also 
nach  dem  Vorhergehenden 

.r-t-j R cos  0 = s cos  a cot  ß,  y-\-R  sin  0 = s sin  a cot  ß 
oder 

24.  &=x  cos  a cot  ß — R cos  0,  y=s  sin  a cot  /? — R sin  0. 

Mat  man  nun  vier  aus  Beobachtungen  abgeleitete  geocentrischo 
Längen  und  Breiten  «,  u',  a",  a"  und  ß,  ß,  ß",  ß"'  eines  Cometen; 
so  kennt  inan  die  Lage  von  vier  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
nach  dem  Cometen  gezogenen  geraden  Linien,  deren  Bleichungen, 
wenn  die  entsprechenden  georentrisrhen  Längen  und  Entfernungen 
der  Sonne  von  der  Erde  durch  0,  0",  0"'  uud  R,  R',  R",  R'" 

bezeichnet  werden,  nach  24. 

s cos  a cot  ß — R cos  0,  y=z  sin  a cot  ß — R sin  0; 
x cos  «'  cot  ß' — R'  cos  ©',  y=s  sin  a'  cot  ß'  — R’  sin  0’; 
i cos  a"  cot  ß" — R"  cos  y=s  sin  a"  cot  ß” — R"  sin  0"; 
i cosa"'  cot  ßrl — R!''  cos0",  y=3  sin  cot  ß"' — R‘"  sin  0" 

sind.  Wenn  nun  die  Zwischenzeiten  zwischen  den  Beobachtungen 
nur  klein  sind,  so  kann  man  das  Stück  der  Conictenbahn , auf 
welches  sich  dieselben  beziehen,  näherungsweise  als  eine  gerade 
Linie  betrachten,  uud  wird  seine  Luge  offenbar  nach  der  oben  auf- 
gelösten Aufgabe  bestimmen  können,  wenn  man 

a,  = cos  a cot  ß,  A,  = — R cos  0j 

1 «,  = cos  u'  cot  ß',  A,  = — R'  cos  0'; 

«,  = cos  cot  ß",  A,  = — R"  cos  0"; 

aA  = cos  o'"  cot  ß",  A,  = — R'"  cos 

a,  = sin  a cot  ß,  ßi  = — R sin  0; 

a,  — sin  a!  cot  ß,  ß,  = — Vt'  sin  0"; 

a,=sin  a"  cot  ß,  /?,  = — R"  sin  0"; 

ut  = sin  o'"  cot  ß'',  ßt  = — ff"  sin  &" 

setzt.  Freilich  aber  wird  in  jedem  Falle  eine  besondere  Beurtei- 
lung nötliig  sein,  welche  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung,  auf 
welche  die  obige.  Aufgabe  führt,  man  zu  nehmeu  hat.  Weil  die 
Ebene  der  Cometenbahn  durch  den  Mittelpunkt  der  Sonne  geht,  so 
wird  man  nun  offenbar  auch  deren  Lage  bestimmen , und  hieraus 
ferner  die  sämmtlichen  Elemente  der  Cometeubabn  linden  können, 
wie  in  der  Astronomie  ausführlich  gezeigt  wird. 

Olbers  urt heilt  in  seiner  Abhandlung  über  die  leichteste 
und  bequemste  Methode  die  Bahn  eines  Cometen  aus 
einigen  Beobachtungen  zu  berechnen.  Weimar.  1797. 
S.  27  über  die  vorige  Methode,  die  Comctenbahnen  zu  berechnen, 
auf  folgende  Art:  ,,Wenn  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  so  ist  die  Lage  einer  fünften,  die  von  allen 
vieren  geschnitten  werden  soll,  an  sich  bestimmt,  ohne  auf  die 
Verhältnisse  der  Abschnitte  zu  sehen.  Man  könnte  also  bloss  mit 


26. 


uud 


27. 
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der  Voraussetzung,  dass  das  Stuck  der  Cometenbahn  zwischen  den 
vier  Beobachtungen  gerade  sei,  ausreichen,  ohne  auch  -die  gleich- 
förmige Geschwindigkeit  auzunehinen,  wenn  man  die  Breiten  mit  in 
Betrachtung  ziehen  wollte.  Die  Lage  dieser  fünften  geraden  Liuie  wird 
indess  nicht  durch  eine  Iineariscne,  sondern  durch  eine  Gleichung 
des  achten  Grades  und  eioe  ziemlich  verwickelte  Formel  gefunden 
werden.  Auch  wurden  hei  dieser  Aufgabe  ähnliche  Einschränkun- 
gen wie  bei  der  Bouguerschen  Statt  linden , ob  man  gleich  sonst 
viel  weiter  damit  reichen  würde.  Denn  die  Geschwindigkeit  des 
Cometen  ist  gerade  dann  am  ungleichförmigsten,  wenn  seine  Be- 
wegung sich  am  mebrsten  der  geraden  Lime  nähert,  und  umge- 
kehrt.'' Wie  ülbers  zu  der  Meinung  kommt,  dass  die  gerude 
Linie,  welche  die  vier  von  der  Erde  nach  dem  Cometen  gezoge- 
nen geraden  Linien  schneidet,  durch  eine  Gleichung  des  achten 
Grades  bestimmt  werde,  ist  nicht  ubzusehen , indem  wir  vielmehr 
aus  dem  Obigen  wissen,  dass  die  Lage  dieser  geraden  Linie  bloss 
durch  eine  tileiebung  vom  zweiten  Grade  bestimmt  wird. 


XXII. 

Die  verschiedenen  Auflösungen  des  Sternschnup- 
pen-Problems,  aus  einem  allgemeinen  Gesichts- 
punkte dargestellt. 

Von 

dem  Herausgeber. 


(Diese  Abhandlung  hat,  wie  schon  ihr  Titel  andeutet,  den 
Zweck,  die  verschiedenen  Ansichten,  nach  denen  man  bis  jetzt  das 
Sternschnuppen- Problem  behandelt  hat,  den  Lesern  des  Archivs  in 
einem  zusammenhängenden  und  systematischen  Ganzen  vor  die 
Augen  zu  führen  und  unter  einem  gemeinschaftlichen  Gesichtspunkte 
darzustellen.  Späterhin  werden  ausführliche  und  vollständige  Rela- 
tionen über  die  neuesten  wichtigen  Arbeiten  von  Besscl,  Er- 
mun  und  andern  Mathematikern  und  Physikern  narbfolgen,  um  iu 
dem  Archive  Alles  aufzubewahren , was  über  den  in  Rede  stehen- 
den wichtigen  und  interessanten  Gegenstand  der  Physik  in  theoreti- 
scher Rücksicht  gearbeitet  worden  ist  und  noch  gearbeitet  wer- 
den wird.) 

§•  1. 

Es  liegt  in  dem  Zwecke  dieser  Zeitschrift,  auch  vollständige 
Darstellungen  der  verschiedenen  Auflösungen  oder  Beweise,  welche 
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für  besonders  wichtige  Probleme  oder  Theoreme  gegeben  worden 
sind,  zu  liefern.  Da  nun  zu  den  Problemen  der  mathematische!) 
Physik,  welche  das  Interesse  der  Gegenwart  ganz  vorzüglich  in  An- 
spruch nehmen,  mit  Recht  das  Sternschnuppen- Problem  gehört,  so 
glaube  ich  den  Lesern  dieser  Zeitschrift  einen  aDgeoebinen  Dienst 
zu  leisten,  wenn  ich  versuche,  in  diesem  Aufsätze  eine  vollständige 
Darstellung  der  verschiedenen  Auflösungen,  welche  für  dieses  wich- 
tige und  interessante  Problem  gegeben  worden  sind,  in  der  Art  zu 
liefern,  dass  ich  mich  bemühen  werde,  alle  diese  Auflösungen  aus 
einigen  allgemeinen  Crundformrln  abzuleiten. 

L’eber  die  Art,  wie  Sternschnuppen  beobachtet  werden,  schicke 
ich,  um  das  Verstehen  der  analytischen  Entwickelungen,  welche 
den  llauptgcgenstand  dieses  Aufsatzes  ausmachen,  zu  erleichtern, 
hier  die  folgenden  kurzen  Bemerkungen  voraus.  Jeder  Beobachter 
ist  mit  einer  nach  der  Zeit  seines  Bcobacbtungsorts  gehenden  Uhr 
und  mit  einer  Sternkarte  versehen.  An  der  Uhr  beobachtet  er  die 
Zeit  des  Erscheinens  ciuer  Sternschnuppe,  wo  möglich  die  beiden 
genauen  Zeilmoiaentc  des  Entstehens  und  Erlöschens  derselben, 
und  auf  der  Sternkarte  zeichnet  er  mit  einem  Bleistifte  so  genau 
als  irgend  möglich  den  ganzen  Weg  der  Sternschnuppe  von  seinem 
Anfangspunkte  bis  zu  seinem  Endpunkte,  indem  er  zugleich  durch 
einen  Pfeil  oder  ein  anderes  passendes  Zeichen  die  Richtung  an- 
gicht,  nach  welcher  sich  die  Sternschnuppe  bewegte.  Aus  der 
Sternkarte  kann  man  nachher  die  wahren,  d.  h.  auf  den  Mittel- 
punkt der  Erde  bezogenen  Rectasrensiunen  und  Declinationen  der 
Punkte  des  Himmels  nehmen,  in  denen  die  Sternschnuppe  dem  Be- 
obachter zu  entstehen  und  zu  erlöschen  schien,  und  hat  auf  diese 
Weise  nun,  wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  wird,  alle  Data, 
welche  iiülhig  sind,  um  durch  Uombinalion  an  mehreren  Orlen,  de- 
' ren  geographische  Positionen  bekannt  sind , nngrstellter  Beobach- 
tungen dieser  Art  die  Bahnen  der  Sternschnuppen  bestimmen  zu 
köunen,  insofern  es  nämlich  verstattet  ist,  dieselben  während  der 
in  allen  Fällen  immer  nur  sehr  kurzen  Däner  der  Sichtbarkeit  der 
Sternschnuppen  als  gerade  Linien  zu  betrachten, 

§.  2. 

Zuerst  wollen  wir  jetzt  die  Gleichungen  der  von  einem  Beob- 
achtungsorte  nach  einem  beobachteten  Punkte  der  Bahn  einer 
Sternschnuppe  gezogenen  Gesichtslinie  entwickeln. 

Zu  dein  Ende  nehmen  wir,  um  die  grösste  Allgemeinheit  zu 
erreichen,  den  Mittelpunkt  der  Sonne  als  den  Anfang  eines 
rechtwinkligen  Conrdinatensystems  der  xys  an.  Die  Ebene  der 
Ekliptik  sei  die  Ebene  der  ,r y.  Die  von  dem  «Mittelpunkte  der 
Sonne  nach  dem  Frühlingspunkte  gezogene  gerade  Linie  sei 
der  positive  Theil  der  Axe  der  x.  Der  positive  Thcil  der  Axc  der 
y werde  so  angenommen , dass  man  sich,  um  von  dem  positiven 
Theilc  der  Axe  x durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem 
, positiven  Tbeile  der  Axe  der  y zu  gelangen,  nach  derselben  Rich- 
tung hin  bewegen  muss,  nach  welcher  von  dem  positiven  Theile 
Nler  Axe  der  x an  die  heliocentrischen  Längen  von  0 bis  360°  ge- 
zählt werden.  Der  positive  Thcil  der  Axe  der  3 liege  auf  der 
Seite  der  Ebene  der  xy,  auf  welcher  die  pusitiven  heliocentrischen 
Breiten  genommen  werden. 

Ferner  nehmen  wir  den  Mittelpunkt  der  Erde  als  den  Anfang 
Tbeil  I.  10 
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eines  rechtwinkligen  Coordirnitensystems  der  jr,  y,  s,  an.  Die 
Ebene  des  Aequators  sei  die  Ebene  der  Der  positive  Theil 

der  Axe  der  ,r,  sei  von  deqi  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem 
Frühlingspunkte  hin  gerichtet.  Der  positive  Theil  der  Axe  der  y, 
werde  so  angenommen,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  .r,  durch  den  rechten  Winkel  hindurch  zu 

dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y\  zu  gelangen , nach  derselben 
Richtung  hin  bewegen  muss,  nach  welcher  von  dein  jiositiven  Theile 
der  Axe  der  ar,  an  die  Rectnscensioncn  von  0 bis  360°  gezahlt 
werden.  Der  positive  Theil  der  Axe  der  x,  liege  auf  der  Seite 
der  Ebene  der  a?,y, , nuf  welcher  die  positiven  Declinationcn  ge- 
nommen werden. 

Endlich  lege  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  ein  dem 
Systeme  der  .rys  paralleles  Coordinatensystem  der  2üj£. 

Die  dem  Moment  der  ‘Beobachtung  entsprechende  geoccntrische 
Lange  der  Sonne  und  dereu  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der  Erde, 
welche  aus  den  astronomischen  Tafeln  oder  den  Ephemeriden  zu 
nehmen  sind,  seien  X uud  o ; so  erhellet  mittelst  einer  sehr  einfachen 
Betrachtung,  dass  allgemein  A±180°  die  dem  Moment  der  Beobach- 
tung entsprechende  hcliocentrische  Lauge  der  Erde  ist,  nnd  folglich 

q cos  (Ä±180°),  p sin  (A±180°),  0 

oder 

— q cos  X,  — ß sin  X,  0 

die  dem  Moment  der  Beobachtung  entsprechenden  Coordinaten 
des  Mittelpunkts  der  Erde  in  dem  Systeme  der  ,-ry*  sind. 

Daher  hat  man  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der 
Coordinaten  zwischeu  den  Coordinaten  der  beiden  Systeme  der 
xyx  und  £ij£  die  folgenden  ganz  allgemein  gültigen  Gleichungen: 

1.  — ß cos  y = — ß sin  Ä-+-17,  * = £ 

oder 

2.  £ = ß cos  X-l-a:,  t;=ß  sin  X-t-y,  £=*. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Schiefe  der  Ekliptik  durch  0;  so  ist,  wie 
leicht  erhellen  wird,  allgemein 

(?ar,)=0,  (£y,)  = 90»,  (£x,)— 90»; 

(17.*,)  = 90“,  (ijy,)  = 0,  (i7*,)=90°—  0; 

(£*:.)  = 90»,  (£y,)  = 90° -|- 0,  (£x,)=0; 

und  nach  den  bekannten  Formeln  der  Lehre  von  der  Verwandlung 
der  Coordiunten  hat  man  also  zwischen  den  Coordinaten  der  Sy- 
steme der  -z^y,*,  und  £ij£  die  folgenden  Gleichungen: 

t?  = .r,, 

3.  jij  = y,  cos  0-f-s,  sin  0, 

(£  = — y,  sin  0-t-x,  cos  ©; 

oder  umgekehrt  • 

ar,  =?, 

y,  = i]  cos  0 — £ sin  0, 
x,  =fj  sin  0-4-C  cos  0. 
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• Also  hat  man  nach  1.  and  5.  zwischen  den  Coordinaten  der  Systeme 
der  xyx  und  a.\ylzl  die  folgenden  Gleichungen: 

IX— — Q COS  ).-\-X,, 
y = — Q sin  X + y,  cos  0 + 3,  sin  0, 

*= — y,  sin  0 + 3,  cos  0; 
oder,  wie  man  hieraus  leicht  findet,  umgekehrt: 

Ix,  =q  cos  1+  x, 

y,  = q sin  X cos  0 + y cos  0 — s sin  0, 

3,  = p sin  X sin  0 + y sin  0 + 3 cos  0. 

Der  nach  dem  Beobachtungsorte  gezogene  Erdradius  und  die  geo- 
centrisclic  Breite  des  Beobachtungsorts  seien  r und  y,  und  T sei 
die  Sternzeit  der  Beobachtung;  so  sind 

r cos  y cos  15  T, 
r cos  y sin  15  T, 
r sin  y 

die  Coordinnten  des  Bcobachtungsorts  im  Moment  der  Beobachtung 
in  dem  Systeme  der  x,y,»,.  Also  sind  nach  5. 

— p”cos  X + r cos  y cos  15  T, 

— q sin  X + r (sin  0 sin  y + cos  0 cos  y sin  15  T) 

r (cos  © sin  y — sin  © cos  y sin  15  T) 

die  Coordinaten  des  Beobachtungsorts  im  Moment  der  Beobachtung 
im  Systeme  der  xi/z. 

Durch  den  Beobachtungsort  legen  wir  nun  ein  dem  Systeme 
der  x,y, 3,  puralleles  Coordinntensystem  der  x7y7x7-,  so  ist  nach 
der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  ullgemein 

ix,=r  cos  y cos  15  T-l-x7, 

7.  ) y,  — r cos  y sin  15  T+y,, 

( 3,  =r  sin  y + 3,. 

Die  Rectascension  und  Declinution  des  beobachteten  Punktes  der 
Bahn  der  Sternschnuppe  seien  u und  d;  so  ist,  wenn  wir  die  Coor- 
dinaten eines  beliebigen  Punktes  in  der  von  dem  Beobachtungsorte 
nach  dem  beobachteten  Punkte  der  Balm  der  Sternschnuppe  gezo- 
genen Gesichtslinie  in  dem  Systeme  der  x2ytx7  durch  m,  n,  /■, 
und  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  dem  Beobachtungsorte 
durch  i bezeichnen, 

m = « cos  a cos  d, 

*i=  » sin  a cos  d, 

. A-=  » sin  d; 

wobei  man  nur  nicht  zu  übersehen  hat,  dass  die  in  Rede  stehendo 
Gesichtslinie  undfdie  vom  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Punkte, 
in  welchem  die  Sternschnuppe  dem  Beobachter  am  Himmel  erschien, 
als  parallel  zu  betrachten  sind.  Sind  nun 

x,  = Mx,,  y,=A’3, 

10* 
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die  Gleichungen  der  in  Rede  stehenden  Gesichtslinie  in  dem  Systeme  • 
der  xzyzxz\  so  ist 

i cos  a cos  d = i M sin  d,  i sin  a cos  <J  = » N sin  <J, 
und  folglich 

A/=cos  a cot  ö,  iV=sin  a cot  6. 

Also  sind  • 

8.  x2  = x,  cos  a cot  d,  y,  =a,  sin  u cot  d 

die  Gleichungen  der  von  dem  üeobaebtungsorte  nach  dem  beobach- 
teten Punkte  der  liulin  der  Sternschnuppe  gezogenen  Gesichtslinie 
in  dem  Systeme  der  xty,xt,  und  mittelst  der  Gleichungen  7.  cr- 
giebt  sich  nun  ferner  leicht,  dass 

idr,  — r cos  y cos  15  T=(s,  — r sin  y)  cos  a cot  S, 

I y,  — r cos  y sin  15  T=(x,  — r sin  y)  sin  a cot  J 

oder 

^ i .r,  = a,  cos  a cot  d + r (cos  y cos  15  T — cos  « cot  d sin  y),  ’ 

• j y,  = a,  sin  a cot  d -1 - r (cos  y sin  15  T — sin  a cot  d sin  y) 

die  Gleichungen  der  von  dem  Ueobnchtungsorte  nach  dem  beobach- 
teten Punkte  der  Bahn  der  Steruschnuppe  gezogenen  Gfesichtslinie 
in  dem  Systeme  der  .r.y.a,  sind. 

Nach  6.  und  9.  sind 


cos  X — r cos  y cos  15  T-\-x 

= (p  sin  X sin  0 — r sin  y-f-y  sin  0-f-a  cos  0)  cos  « cot  d, 
sin  X cos  0 — r cos  y sin  15  T~\-y  cos  0 — a sin  0 
= (p  sin  X sin  0 — r sin  5 (H-y  sin  0+a  cos  0)  sin  u cot  d 


die  Gleichungen  der  von  dem  ßenbachtungsorle  nach  dem  beobach- 
teten Punkte  der  Bahn  der  Sternschnuppe  gezogenen  Gesichtslinie 
iu  dem  Systeme  der  xyx. 

l’m  diese  Gleichungen  noch  anders  nuszudriieken,  seien  f.  g,  h 
und  y, , g,,  //,  die  Coordinaten  des  Beohnchtungsortes  und  des 
beobachteten  Puuktcs  in  der  Bahn  der  Sternschnuppe  in  dem  Sy- 
steme der  xyx,  und 

y = Ax  + B,  s = 9t.c  -|-  93 

seien  die  Clcichungeu  der  durch  die  beiden  in  Rede  stehenden 
Punkte  bestimmten  Gesichtslinie;  so  ist 

g — Af+ß,  A = 2t/-f-23;  g,  =Af,  -+-  ß,  A,  =%ft  + S8; 
und  folglich 

y — g = A(x—f),  x — A = 9l(.r  —f) 

und 

g-g,=J(f-fl ),  A — A,  = ?((/—/,), 

also 

y—e—jEjr  (x  —f),  * — h—jzTf'  (■*—/)• 
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Nach  dem  Obigen  ist 
/=  — p cos  X-f-r  cos  gp  cos  15  T, 
g=  — p sin  l-4-r(sin  0 sin  gp-4-cos  0 cos  gp  sin  15  T ), 

d = r(cos  0 sin  y — sin  0 cos  g>  sin  15  T). 

Ferner  ist,  wenn  jetzt  wieder  i die  Entfernung  des  beobachte- 
ten  Punktes  der  Hahn  der  Sternschnuppe  von  dem  Beobachtungs- 
orte bezeichnet,  nach  5.  und  7. 

fx  = — p cos  1-f-r  cos  gp  cos  15  T-f-i  cos  a cos  d, 
g,—  — p sin  l-f-r(sin  0 sin  gp  + cos  © cos  gp  sin  15  T) 

-+•  i(sin  0 sin  d-t-cos  0 sin  « cos  d), 

d,  = r(cos  0 sin  gp  — siu  0 cos  gp  sin  15  T) 

■+-  »(cos  0 sin  d — siu  0 sin  a cos  d); 

d.  i. 


= f ■+•  # cos  o cos  d, 

(sin  0 sin  d + cos  © Bin  a cos  d), 
d,  = d -J-  i (cos  0 sin  d — sin  0 siu  a cos  d). 
Folglich  sind  nach  dem  Obigen 

y-+-p  sin  % — r(sin  © sin  <p-(-cos  © cos  gp  sin  15  T) 


t sin  f?  sin  d-l-cos  sin  a cos  tf 


(^-4-p  cos  X — r cos  gp  cos  15  T), 


cos  « cos  J 

x — r(cos  0 sin  <p  — sin  0 cos  gp  sin  15  T) 


cos  PiPsin  d — sin  ft  sin  n cos  tT 
cos  « cos  d 


(.r+p  cos  % — r cos  gp  cos  15  T) 


Oie  Gleichungen  der  von  dem  Beobachtungsorte  nach  dem  beobach- 
teten Punkte  der  Babu  der  Sternschnuppe  gezogenen  Gesicbtslinie 
in  dem  Systeme  der  xyx. 

Diese  Gleichungen  sind  auch 

*-/=ö)  <»-*).  v-g=girnr^-f>)( 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

je  *4“  p cos  X — ■ r cos  gp  cos  15  T 

1 = . COS  ".C(*‘  ^ |z — r(cos0siugp — sin0cosgpsinl5T)  I 

I cos  ösind^— sinösinncosd 1 \ r r n 

y+Q  sin  1 — r(sin  0 sin  y-F-cos  © cos  cp  sin  15  T) 

sin#»sincf-t-rosftsinncostf , , _ . . _ 

' cos'ttsin d— sinösinncoscf  l*-Hcos0s,ngp-s.n0cosgpsiu  15T)|. 


13. 


Setzt  man  der  Kürze  wegen 

,A  = cos  « cos  d, 

B = sin  0 sin  d + cos  0 sin  ct  cos  d, 

, . C = cos  0 sin  d — sin  0 sin  a cos  d, 

14. 

Ax  = cos  gp  cos  15  T, 

1/7,  = sin  0 sin  y-pcos  0 cos  gp  sin  15  T, 
C,  = cos  0 sin  gp  — sin  © cos  <p  sin  15  T\ 
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so  werden  die  Gleichungeu  13. 
15. 


x = -jj  x r -+-A,  r — p cos  *. 


I Ä BC>  . » i 

( y—jj  * — crr+  Äi  r — ? sin  ** 

und  wenn  man  die  Hiilfswinkel  t/>,  y,  mittelst  der  Formeln 

16.  tang  i/i  = sin  a cot  d,  tang  y,  = sin  15  T cot  y 

berechnet;  so  hat  man  für  die  Grössen  A,  ß,  C,  A,,  Zf,,  C,  die 
folgenden  Ausdrücke: 


f^  = 

i:: 


cos  a cos  6, 
sin  <f  sin  (O-f-  tp) 
cos  \p 

sin  cf  cos  («. 


-«>) 


17. 


COS  Ifl 

}A,  = coa  y cos  15  T, 
sin  y sin  (ft -f- v,) 


I ^ 1 cos  V'  ■ 

sin  y cos  ( O - 

i * cos  y. 


§.3.  « 

Wir  wollen  jetzt  die  Bedingungsgleicbnng  aufsncben,  welche 
erfüllt  sein  muss,  wenn  zwei  aus  verscbiedeoenen  Beobachtungsor- 
ten  nach  beobachteten  Sternschnuppen  gezogene  Geaiehtslinien  sich 
schneiden  sollen. 

Nach  den  Gleichungen  11.  im  vorigen  Paragraphen  haben  die 
Gleichungen  der  beiden  in  Rede  stehenden  Gesichtslinien  im  Allge- 
meinen die  folgende  Form: 

i p cos  X — r cos  y cos  15  T-\-x 

= (p  sin  X sin  0 — r sin  y-J-y  sin  ©-+-3  cos  ©)  cos  a cot  ä, 
p sin  Ä cos  0 — r cos  y sin  15  T-\-y  cos  0 — * sin  © 

= (p  sin  X sin  0 — r sin  y-d-y  sin  0-4- a cos  0)  sin  a cot  S 

und 

p,  cos  3, — r,  cos  y,  cos  15  T,  -hx 

= (p,  sin  X,  sin© — r,  siny,-4-y  sin  0-4-*  cos 0)  cos  a,  cot<?,, 
p,  sin  X,  cos  0 — r,  cos  y,  sin  15  T,  -Hy  cos  0 — x sin  0 

= (p,  sini,  sin© — r,  siay,-+-y  sin  0-f-a  cos  0)  sina,  cotd,. 

Gliminirt  man  non  aus  diesen  vier  Gleichungen  die  drei  Grössen 
x,  y,  x,  so  wird  man  offenbar  die  gesuchte  Bedingungsgleichung 
erhalten.  Zieht  man  aber  die  dritte  Gleichung  von  der  ersten,  die 
vierte  von  der  zweiten  ab,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Re- 
dactionen die  beiden  folgenden  Gleichungen: 
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p cos  X — p,  cos  X,  — (r  cos  y cos  15  7 — r,  cos  g>,  cos  15  7,) 

— (p  sin  1 sin  0 — r sin  y)  cos  a cot  d 

-4-(p,  sin  X,  sin  0 — r , sin  y,)  cos  o,  cot  d, 
= (cos  a cot  3 — cos  «,  cot  d,)  (y  sin  0-J-s  cos  ©), 

(p  sin  X — p,  sin  1,)  cos  0 — (r  cos  cp  sin  15  7 — r,  cos  y,  sin  15  7,) 

— (p  sin  X.  sin  0 — r sin  y)  sin  a cot  3 

-+-(p,  sin  X,  sin  0 — r,  sin  y,)  sin  a,  cot  d, 
= (sin  a cot  3 — sin  «,  cot  d,)  (y  sin  0-1-3  cos  0). 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  kann  inun  nun  sehr  leicht  die  Grösse 
y sin  0-4-s  cos  0 eliminiren,  und  erhalt  nach  einigen  leichten 
Reductionen  die  folgende  Gleichung: 

18.  0=j(p  sin  1 — p,  sin  X,)  sin  0 — (r  sin  y — r,  sin  y,)j 

sin  (a  — «,)  cot  3.  cot  d, 

— |(p  cos  X — p,  cos  X,)  sin  a — (p  sin  X — p,  sin  X,)  cos  a cos  0 

— r cos  y sin  (a — 15  T)-^-r,  cos  y,  sin  (a  — 15  7,)|  cot  3 
-1-  |(p  cos  X' — p,  cos  X,)  sin  a,  — (p  sin  X — p,  sin  X,)  cos  u,  cos  0 
— r cos  y sin  (a,  — 15  T)-\-rx  cos  y,  sin  (a,  — 15  7,)|  cot  3lt 

welche  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  ist.  Bringt  man  alle  die 

feocentrischen  Breiten  cp  und  y,  der  beiden  Beobachtungsorte  ent- 
ultenden  Glieder  auf  eine  Seite,  so  nimmt  die  vorstehende  Glei- 
chung folgende  Gestalt  an: 

19.  (<?  cos  X — p,  cos  X,)  (sin  a cot  3 — sin  a,  cot  d,) 

— (p  sin  X — p,  sin  X,)  |cos  0 (cos  a cot  3 — cos  a,  cot  d,) 

-+-sin  0,  sin  (a  — «,)  cot  3 cot  d,  j 
= r cos  y (sin  (a  — 15  T)  cot  3 — sin  («,  — 15  7)  cot  3,  | 

— r,  cosy,  jsin  (a  — 15  7,)  cot  3 — sin  (a, — 15  7,)  cot  d,  | 

— (r  sin  y — r,  sin  y,)  sin  (a  — a,)  cot  3 cot  d,. 

Noch  etwas  einfacher  kann  man  die  beiden  vorhergehenden 
Gleichungen  unter  der  folgenden  Gestalt  darstellcn: 

20.  0=j(p  sin  X— p,  sin  X,)  sin  0— (r  sin  y— r,  sin  y,)|  sin  (a — a,) 
— |(p  cos  X — p,  cos  X,)  sin  a — (p  sin  X — p,  sin  X,)  cob  a cos  0 
— r cos  cp  sin  («• — 15  T)-\-rx  cos  y,  sin  (« — 15  7,))  tang  d, 

— 1—  | (p  cos  X — p,  cosX,)  sin«,— (p  sin  X — p,  sin/.,)  cosa,  cos© 
— r cos  y sin  (a, — 15  7)-f-r,  cosy,  sin  (a, — 15  7,)|  tang  8 
und 

21.  (p  cos  X — p,  cos  X,)  (sin  « tang  d,  — sin  «,  tang  d) 

— (psinX — p,  sin  X, ) jsin  ©sin  (« — a,)-4-cos0(cosatgd,— cos«,  tgd)J 
= rcos  y jsin  (« — 15  7)  tang  d, — sin  («,  — 15  7)  tang  d| 

— r,  cosy,  jsin  («  — 15  7,)  tangd,  — sin  («,  — 15  7,)  tang  dj 
— ( r sin  y— *r,  sin  y,)  sin  (« — «,). 
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Diese  letzte  Gleichung  kann  auch  auf  folgende  Art  geschrie- 
ben werden: 

22.  (p  cos  X — p,  cos  X,)  (sin  a tang  d, — sin  a,  lang  d) 

— (p  sin  X — p,  sin  X,)  j sin  0 sin  (o  — «,)  -1-  cos  0 (cos  u tang  d, 

— cos  a,  tang  d)[ 

= (sinatangd, — sina,  tangd)  (rcosycosl57—  r,  cosy,  cosl57,) 

— (cosa  taug  d, — cos«,  tangd)  (r cos y sin  157' — r,  cosy,  sin  157*, ) 

— (r  sin  y — r,  sin  y,)  sin  («  — «,). 

Sind  L,  L,  die  geographischen  Längen  der  beiden  Beobacb- 
tungsorte,  so  hat  man,  wie  man  durch  eine  einfache  Betrachtung 
findet,  für  die  Gleichzeitigkeit  der  Beobachtungen  die  Bedingungs- 
glcichung 

(L-Ly)-K(T-Ty)  = 0 

oder 

(L  — Ly)  — 15(7' — 7’,)  = dt  360°, 

jenachdem  die  Grössen  L — Ly  .und  7 — T,  gleiche  oder  un- 
gleiche Vorzeichen  haben,  wobei  zugleich  zu  bemerken  ist,  dass  in 
der  zweiten  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen  das  obere  oder 
untere  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenachdem  L — Ly  eine 
positive  oder  eine  negative  Grösse  ist. 

Für  gleichzeitige  Beobachtungen  ist  aber  p = p,,  X = X„  also 

p cos  X — p,  cos  X,  =0,  p sin  X — p,  sin  X,  =0, 
und  die  Gleichungen  21.  und  22.  werden  also  in  diesem  Falle 
23.  (r  sin  y — r,  sin  y,)  sin  (a  — «,) 

= r cos  y { sin  (a  — 15  71)  tung  d,  — sin  («,  — 15  7)  tang  d| 

— r,  cosy,  |sjn  (a — 15  7,)  tangd, — sin  («,  — 157',)  tangd) 

' und 

2*1.  (r  sin  y — r,  sin  y,)  sin  (a  — «,) 

= (sina  tangd, — sina,  tangd)  (r  cosy  cos  157 — r,  cosy,  cos  15 7, ) 

— (cosa  tangd, — cos«,  tangd)  (r  cosy  sin  157— r,  cosy,  sin  157,), 

Für  r=r,,  d.  li.  wenn  man  auf  die  sphäroidische  Gestalt  der  Erde 
keine  Rücksicht  nimmt,  können  diese  Gleichungen  auch  unter  der 
folgenden  Form  dargestellt  werden: 

25.  2 sin  (a  — a,)  sin  J (y  — y , ) cos  j (y-Fy,) 

= jcos  y sin  (a  — 15  7)  — cos  y,  sin  (a — 15  7,  )j  tang  d, 

— jcos  y sin  (a,  — 15  7)  — cos  y,  sin  (a,  — 15  7,))  tang  d 

und 

26.  2 sin  (u — a,)  sin  | (y — y,)  cos  | (y-F-<fi) 

= (sin  a tang  d,  — sin  a,  tang  d)  (cos  y cos  15  7 — cos  y , cos  15  7, ) 

— (cos  a tang  d,  — cosa,  tang  d)  (cos  y sin  15  7 — cos  y,  sin  15  7,). 

Die  Gleichung  23.  oder  24.  kann  noch  auf  einen  andern  bemer- 
kenswerthen  Ausdruck  gebracht  werden.  Die  Gleichungen  der  die 
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beiden  Beobachtungsorte  mit  einander  verbindenden  geraden  Linie 
in  dem  Systeme  der  seien  • 

= Ä»,  -\-L>,  y,  = Mx,  -+-  A'.f 


so  ist  nach  §.  2. 


r cos  g>  cos  15  T=zK  r sin  q>-+-£/,  r cos  <p  sin  15  7\=zM  r sin  <p-+-jV; 
r,  coi9)1cosl57,1=Ä'r1siny1-(-^  r1cos9>1sinl5T1=iWr1sing)1-l-iV; 
und  die  Gleichungen  der  in  Rede  stehenden  Linie  sind  also  offenbar 


27. 


jer, — r cos  <f  cos  15  T= 
| y, — rcosg>sinl5T= 


r co«y  cos  15 7’  r , cosy , COS1571, 
r sin  y — r,  sin  y, 
rcosysin  157*—  r,  cosy , sinlST1, 
r sin  y — r,  sin  </  , 


rsingp), 
(*- rsingt). 


Also  sind 


28. 


I«. 

Ir. 


r cos  y cos  tsr-r.  cos  y,  cos  15  T, 
r sin  y — r,  sin  y, 
r cos  y sin  15  7*—  r,*cos  y,  sin  15  T, 
r sin  y — r^sin  y , 


die  Gleichungen  der  mit  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  durch 
den  Anfang  der  Coordinatcn,  d.  i.  durch  den  .Mittelpunkt  der  Erde, 
parallel  gezogenen  geraden  Linie.  Bezeichnen  wir  den  180°  nicht 
übersteigenden  Winkel,  welchen  der  auf  der  positiven  Seite  der 
Axe  der  er,  liegende  Theil  der  Projection  der  in  Rede  stehenden 

feraden  Linie  auf  der  Ebene  der  ,z-,y,  mit  dem  positiven  Theile 
er  Axe  der  .r,  einschliesst,  durch  A,  so  ist  nach  den  Principien 
der  analytischen  Geometrie 


29. 


tang  A 


r cos  y sin  15  7’ — r,  cos  y,  sin  Hf, 
r cos  y cos  15  T — r,  cos  y,  cos  15  7V 


weil  nach  28. 
30. 


r cos  y sin  15  T — r,  cosy,  sin  15  T, 

r cosy  cosISjT — r,  cosy,  cos  15 7", 


die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Projection  ist. 

Ferner  sei  1)  die  Dcclinntion  des  Punktes  der  .Sphäre,  in  wel- 
chem dieselbe  von  dem  Theile  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde 
mit  der  die  beiden  Beobachtungsorte  verbindenden  geraden  Linie 
parallel  gezogenen  geraden  Lime,  dessen  Projection  auf  der  Ebene 
der  .T ,y,  auf  der  positiven  Seiten  der  Axe  der  ,-r , liegt,  geschnit- 
ten wird;  so  ist,  wenn  cr|t  y,,  3,  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  in  diesem  Theile  der  in  Rede  stehenden  durch  den  Mittel- 
punkt der  Erde  mit  der  die  beiden  Beobachtungsorte  mit  einander 
verbindenden  geraden  Linie  parallel  gezogenen  geraden  Linie  sind, 
offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 


und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

tang  A = ^ 
ist. 
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t lang  Z>  = ±^  cos  A , 

«las  Zeichen  so  »genommen,  dass  taug  D mit  3,  einerlei  Vorzeichen 
erhält.  Nun  überzeugt  man  sich  über  durch  eine  ganz  einfache 
Betrachtung  sehr  leicht,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
zr,  und  cos  A immer  gleiche  Vorzeichen  haben,  und  folglich  in 
völliger  Allgemeinheit  , 

tang  D = — cos  A , 
xx 

also  nach  28. 


31.  tangZ7  = r-^n*~r'  ’,n  y 

° r cos  y cos  15  T ■ 


cos  y,  cos  15  7’, 


zu  setzen  ist. 

Nach  29.  und  31.  ist  nun 

r cos  y sin  13  T — r,  cos  y,  sin  15  7, 

=(r  cos  y cos  157—  r,  cos  y,  cos  15  7,)  tang  A, 
rsiny — r,  siny,  =(rcosy  cos  157—  r,  cosy,  cos  15 7,)  sec  A tang  ZI; 
und  folglich  nach  21. 

sin  (a — a,)  sec  A tang  Dzzz  sin  « tang  äx — sin  o,  tang  3 
* , — (costttahgd, — cos«,  taug  (!)  taug-/, 

oder,  wie  man  hieraus  leicht  findet, 

32.  sin(a  — «,)  taug  />  = sin  (a — A)  tangd,  — sin  (u, — A)  taug  3 


oder 


33.  sin(a, — A)  tang  d— sin  (a — A)  tang  d,-4-siu(a — «, ) tangZ>=0. 

Auf  diesen  Ausdruck  hat  zuerst  ßessel  die  Uedinguugsglei- 
chung  für  das  Schneiden  zweier  Gcsichtslinicn  gebracht. 


$.  4. 

Wenn  die  Beobachtungen  für  zwei  Beohachtungsortc  gleichzei- 
tig sind  und  die  Bedingungsgleichung  23.  erfüllt  ist,  so  wird  mau 
die  Beobachtungen  als  einem  und  demselben  Punkte  der  Bahn  einer 
und  derselben  .Sternschnuppe  entsprechend  betrachten  künneu,  und 
sich  nun  die  Aufgabe  vorlegen,  die  Lage  dieses  Punktes  im  Raume 
zu  bestimmen,  welches  die  Ansicht  ist,  von  welcher  Olbers  •)  bei 
seiner  Auflösung  des  Sternschnuppen- Problems  ausgegangen  ist, 
und  die  auch  wir,  weil  sic  in  der  That  die.  einfachste  ist,  von 
welcher  man  ausgehen  kann,  hier  zuerst  verfolgen  wollen. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  wir  unter  den  gemach- 
ten Voraussetzungen  das  System  der  4t,  y,  3,  zum  Grunde  legen 
können.  Bezeichnen  nun  xx,  y,,  j,  die  Coordinaten  des  beobach- 
teten Punktes  der  Sternschnuppen -Bahn;  so  haben  wir  nach  10. 
zwischen  denselben  die  folgenden  Gleichungen: 


•)  Benzenberg  über  die  Bestimmung  der  geographischen  Länge  durch 
Sternschnuppen.  Hamburg.  1802.  — Gehler  physikaliaches  Wörter- 
buch. Neue  Ausg.  Art.  Feuerkugel.  S.  211. 
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.*,=*,  co*  a cot  d-f -r  (co*  y co*  15  7 — co*  a cot  d sin  y), 
y,  =*,  sio  « cot  d+r  (cos  y sin  15  7 — sin  « cot  d sin  y) 
und  * 

;r,  ==s,  coso,  cotd, -+-r,  (cosy,  cos  15  T, — cos  ot,  cotd,  siny,), 
0 jr,=s,  sin  a,  cotd,-f-r,  (cosy,  sin  15  7, — sina,  cotd,  siny,); 

wobei  wolil  kaum  besonders  bemerkt  zu  werden  braucht,  dass  sich 
das  eine  dieser  beiden  Systeme  von  Gleichungen  auf  den  einen,  das 
andere  auf  den  andern  der  beiden  llcobachtungsorte  bezieht. 

Aus  der  ersten  und  zweiten  und  aus  der  dritten  und  vierten 
dieser  vier  Gleichungen  erhält  man  durch  Elimination  von  x, 

.ar,  sin  a — y,  cos  a=r  cos  y sin  (o  — 15  7), 

.r,  sin  a, — y,  cos  a,=r,  cos  y,  sin  (o, — 15  7,); 
und  folglich 

x, sin(a — a,)— rcosy  cosu,sin(a — 157) — r,cosy,cosasin(a, — 157,), 

y,  sin(o — a,)=r  cosy  sina,  sin(a — 157) — r,cosy,  sinasin(a, — 157,); 
also 

r cos  y cos  q,  sin  (q  — 157) — r,  cos  y , cos  «sin  (q,  — 157,) 
sin(a— a,)  ’ 

r cos  y sin  n,  sin  (q— 157)  — r,  cos  y,  sin  q sin  (q,  — 157,) 
sin  (o— o,) 

Aus  der  ersten  und  dritten  und  aus  der  zweiten  und  vierten  Glei- 
chung erhält  man  durch  Elimination  von  art  und  y,  für  x,  sehr 
leicht  die  beiden  folgenden  Ausdrucke: 

* 

f(cosycosl57cos«cot(h.iny)-ri  (cnsy  ,cosl57, -cos«, cot  d, siny ,) 
cos  a cotd — cosa,  cot  d,  * 

rfcosy  sin  1 5 7-sina  cotdsiny ) -r , (cosy , sin  157,  -sina,  cotd,  siny,) 
sina  cotd — sina,  cotd, 

Man  kann  aber  für  x,  noch  andere  Ausdrucke  finden.  Aus  der 
^ersten  und  zweiten,  und  aus  der  dritten  und  vierten  Gleichung  er- 
hält man  nämlich  leicht 


^r,  cosa-l-y,  sina==x,  cotd-f-r  jcosy  cos(a — 157) — sinycotdj, 
jct  cosa,-l-y, sina,=s, cotd , -+-r , j cosy , cos(u, — 157, ) — siny , cotd,  j 
oder 

jr,  cona-f-y,  sina=(x, — r siny)  cotd-l-rcosy  cos(a  — 157), 

cosa,-4-y,  sioa,=(x, — r,  siny, )cotd,-f-r, cosy,  cos(a, — 157,). 

Nach  34.  ist  aber,  wie  man  leicht  findet, 

, rcosycosfn — a,)siu(a — 157) — r,  cosy,sin(a, — 157,) 
x,  cosoH-y,  s.na= linJi-TT) ’ 

. rcosysinfa — 157)— r,  cosy,  cos(q—«,)äin(q,— 157,) 

■r,cos<*,H-y,  sma,= Sin(<£-Tj 5 

und  folglich  nach  dem  Obigen 
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co»  f «in  («,  — 15  7*)  — r,  cosy,  »in  (c,  — 15  T, ) 
sin  (a  — «,)  cot  d ' 

r cos  <f  sjp  f«  — 157*)  — r,  cos  y,  sin  («  — 157-,) 
sin  (a  — n,)  cot  <f, 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  dem  Moment  der  Beobachtungen  ent- 
sprechende Sternzeit  des  Punktes  der  Erdoberfläche,  in  welchem  * 
dieselbe  von  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  beob- 
achteten Puukte  der  Sternschnuppen  - Bahn  gezogenen  geraden 
Linie  geschnitten  wird,  durch  T\  , und  setzen  der  Kürze  wegen 
A—\$T’,  so  ist,  wie  leicht  erhellen  wird,  in  völliger  Allge- 
meinheit 

37.  lang  A = -~, 

X x 

mit  der  Bestimmung,  dass  in  dem  Palle,  wo  .*•,  and  y , gleiche 
Vorzeichen  haben,  A zwischen  0 und  90°  oder  zwischen  18Ü"  und 
270°  genommen  werden  muss,  jcoachdcm  die  Grössen  jr,,  y, 
beide  positiv  oder  beide  uegntiv  sind;  dass  dagegen  in  dem  Kalle, 
wo  07 , und  y,  ungleiche  \ orzcichen  haben,  A zwischen  99"  und 
180"  oder  zwischen  270°  und  300“  genommen  werden  muss,  jc- 
naebdem  ar,  negativ  und  y,  positiv,  oder  07,  positiv  und  y,  ne- 
gativ ist. 

Bezeichnen  wir  die  geographische  Lange  des  in  Rede  stehen- 
den Punktes  der  Erdoberfläche  in  Bezug  aut'  den  einen  der  beiden 
Bcobnchtungsorte,  welchem  die  Sternzeit  T entsprechen  mag,  als 
Auf'ang  der  Längen  durch  L’ ; so  ist  offenbar 

Z,'=15(T' — T)  oder  Z'=360"  + 15  (T'~ T), 

jennchdem  T’  — T positiv  oder  negativ  ist.  und  die  geographische 
Lange  des  in  Rede  stehenden  Punktes  der  Erdoberfläche  ist  nun, 
wenn  /.  die  geographische  Länge  des  Beobachtungsorles,  welchem 
die  Sternzeit  T entspricht,  bezeichnet, 

Zr-l-Z/  oder  Z>-4 -LI  — 360°, 

irnachdem  kleiner  oder  grösser  als  360°  ist.  Dass  man 

hier  an  die  Stelle  des  Beobachtungsorts,  welchem  die  Sternzeit  T 
entspricht,  auch  den  Beobacht ungsort , welchem  die  Sternzeit  Tx 
entspricht,  setzen  kann,  versteht  sich  von  selbst. 

Nach  34.  und  37.  ist 


36. 


Iz.rsrsiny-f- 
)*,=r,  siny.H 


38. 


tnng  A = 


rcosy  sin«,  sin(« — 157*) — r,  cos y,  sin« sin (ir,  — IST1,) 
r cosy  cos«,  sin(«  — liT)  — r,  cosy,  cos«  sin(a,  — Ihr,)’  t 


woraus  leicht  die  Gleichung  > 

39.  rcosysin(a — 157)sio(«, — ^#)=r,cosy , sin(u, — V>T,)a\o(a—A) 
oder 

r cos  y 1 sin  («|  — IST, ) sin  (« — A) 

r,  cos  y sin  ( a — 15 T)  sin  (a, — A)  ’ 

r,  cos  y sin  (« — 1571)  sin  («, — A)  ^ 

r cos  y,  sin  (a,  — 157*,)  sin  (« — A) 
erhalten  wird.  Also  ist 


\ 
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cos  (f>  sin  («,  — 15 71)—  ^ cos  y,  sin  (a,  — 157*,) 

cos  Sin  (g,  -yisr)  sinfg — A) — sin(«  — 157^)  sinf«, — A) 

™ sin  (a — A)  ’ 

— cos  91  sin  (a— 15  T)  — cos  5P,-sin  (a  — 15  71,) 

sin  (a,  — IST*,)  sin  (a—A) — slh  («  — 157*,)  sin  (g,  — A) 

’ sin  («,  — A)  ’ 

oder,  wie  man  leicht  findet, 

cos  <f  sin  (a , -J  5 T)-^f  cos  g> , sin  %-15  T,)= cos  <p  — 

r • / |*  . / ,w  n i sin  (a-a , ) sin  IA"  1 5 ' I 1 1 

— cos  y sin  (a-loT)  - cosm.  sin  (a-lo  T,)=costp, — ; 

r,  7 ' ' ti  \ i/  ti  sin  («,-,<)  ’ 

und  folglich  nach  36. 

40. 


sin  y sin  (n—.4)-i- cos  7 tnn(r  J sin  (A-KT) 

*l  r sin  («  — A)  * 


siny,  sinf«, — ^)-f-cosy , tangtf,  sin(.V— 157*,) 

3|  r‘  sin  («,—//)  ' 

Berechnet  man  die  Hiilfswinkel  tp  und  tp,  mittelst  der  Formeln 
„O  . tang  tf  sin  (A-IZT)  . lang  if,  sin  {A—VST,) 

42.  lang  V-  = ,^SV,=  -^«7-=^;  5 

so  ist ' 

sin  sinH«r1T|-V'.) 

43.  3.  =r , s.  =r,  — - 1 . 

1 cos  y 1 1 cos  y, 

Mittelst  der  Gleichungen  34.  und  40.  erhält 'man  auch  leicht 

m cnsy  cosafsinfo— 15D cosy,  cos^sinf«,— 1571,) 

• r sin  (a — A)  ’ X'  ~ r*  i ji 


und 


sin  (or,  — A) 


..  cos 7»  sin/dsinfq — IST)  cosy,  sin// sin  (n,  — lSr,) 

r sin  (a—A)  ’ y*  r>  sin  («,  — A)  ’ 

also  * < 

46  i -4_  „ i _ ri  cosy»  sin  («- 137’)«  t cosy, * sin(„,— IST,)’ 

1 sin(n— A)*  1 sinfa,— ,/)* 

Bezeichnen  wir  die  geocentrische  Breite  des  Punktes  der  Erd- 
oberfläche, in  welchem  dieselbe  von  der  von  dein  Mittelpunkte  der 
Erde  noch  dein  beobachteten  Punkte  der  Sternschnuppen -Bahn  ge- 
zogenen geraden* Linie  geschnitten  wird,  durch  H ; so  ist  offenbar 
io  völliger  Allgemeinheit 

47.  tang  U = 7—r~  , 

d.  i.  nach  41.  und  46. 

It  ,.  I tang  y sin  (a  — A)  -+■  tang  <T  sin  (.7—15  7’) 

® sin  (o  — 157’)  ’ 

n , tang  7,  sin  (« , — A)-j-tanf[  cf , sin  (.7  — 157’,) 

tang  B siu  (o,  — 157\)  5 
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das  Zeichen  jederzeit  so  genommen,  dass  tang  B mit  *,  einerlei 
Vorzeichen  erhält,  d,  h.  so,  dass  tang  B positiv  oder  uegativ  wird, 
jenachdem  die  Grössen  » 

sin  (a — A)  und  sin  <p  sin  (a  — A)~ 4-cos  y tang  3 sin  (A  — IST) 
oder 

■ 

sin  (a, — A)  und  sin  y,' sin  (o, — ..^)-f-cos  y , tang  <5,  sin(.d — 15T,) 
gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Auch  ist 

X - JJ 

taoff  /?  = dr  — TT7-  ■■  .g--  = zt  — cos  Ay 

S v 1-t-talg  A*  ' 

das  Zeichen  so  genommen,  dass  tang  B mit  x,  einerlei  Vorzeichen 
erhalt  Nun  erhellet  aber  leicht,  dass  x,  und  cos  A jederzeit 
gleiche  Vorzeichen  liabeu.  Folglich  ist  in  völliger  Allgemeinheit 

49.  fang  B = cos  A. 

Bezeichnet  man  durch  E und  E , die  Entfernungen  des  beob- 
achteten Punktes  der  Sternschnuppen -Bahn  von  den  beiden  Beob- 
achtungsorten; so  ist 

E=  J/  — r cos y cos  15  w+ar,  — r cosy  sin  lSTj’-J-fs, — rsin  y)1, 

E,=\/  (ar1-r1csy,csl5T1)’-+-(y1-rIcs9)Isinl5T1)I-t-(3,-rlsinip1)1; 
und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen,,  wie  man  leicht  findet, 


, „ rcosersin(a, — 1 ST)— r,  cos  y , sin  (re, — IST.) 

x, — rcosy  coslo  T—cxsa : — ^ ! — , 

* r sin  («-*«,) 

■ twi  • rcosysinf«, — IST)— r,  cosar,  sin(o, — IST,) 

v,— rcosy  sinlaT=sina z ; — ; — * ^ ! — , 

y‘  r sin  (re — o,) 

. , rcosy  sin(re, — IST) — r,  cosy,  sin(re,  — IST,) 

x,  — r sin  y = tang  o ; — r 

1 ~ ° sin  (o— «,) 

und 

_ rcosysin(re— IST) — r,cnsy,sin(« — IST,) 

cosy,  coslaT,:=cosa, a~n  («-«,) ’ 

. . rcosysin(re—  IST)—  r,cosy,sin(re — IST,) 

y, -r,cosy,  sin 15T,=s.na, * — » 

. - rcnsysin(« — IST)— r,  cosy,  sin  (re — IST,) 

z, -r,  siny,  = tangd, sin («_«,, . 


ist, 


50. 


/ l_  r cos  y sin  (re,  — IST)  — r,  cosy,  ain  (re,  — IST, ) 

■ sin  (re — «,)  cos  d ’ 

y r cosy  sin  (n  — IST)  — r,  cosy,  sin  (a — IST,). 

1 sin  (re — «,)  cos  d,  ’ 


die  Zeichen  so  genommen,  dass  die  Grössen  auf  den  rechten  Sei- 
ten der  Gleichheitszeichen  positiv  werden.  Mittelst  dieser  Formeln 
erhält  man  ferner,  weil  nach  dem  Obigen 
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cos  5p  sin  (o,  — 15 T)  — ^ cos  <p,  sin  (a,  — 15 7*,) 


•sin  («—«,)  sin  (A—  1 ST’) 
— ros  tt) r11 : ■. 


= COS  (p 


sin  (a — A) 


— cos  w sin  (a — 15T)  — cos  (pl  sin  (a  — 157*,) 

sin  (a — a,)  sin  (A — 157’,) 
— C0S  V'  sin  (o,-,V) 

ist,  leicht 

j , cos  y sin  (A — 157)  „ cosy,  sin  CA — 15 7*,) 

3 ' r cos  tf  sin  (a — A)  ’ r*  cos  et,  sin  (er, — A)  ’ 

die  Zeichen  so  genommen , dass  die  -Grössen  auf  den  rechten  Sei- 
ten der  Gleichheitszeichen  positiv  werden. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  beobachteten  Punktes  der 
Sternschnuppen -Bahn  vom  Mittelpunkte  der  Erde  durch  R\  so  ist 
offenbar  . 

R cos  B=  R=y*' 

und  folglich  nach  -16. 


’-t-y. 

cos  U 


cos  y sin  (« — tö T) cos  y,  sin  fn,  — 157*,) 

cos  R sin  (a — A)  ’ r*  cos  U sin  (o,  — A)  * 

die  Vorzeichen  so  genommen,  dass  die  Grössen  auf  den  rechten  Sei- 
ten der  Gleichheitszeichen  positiv  werden. 

Man  bat  also  jetzt  zur  Berechnung  aller  auf  die  Lage  des  be- 
obachteten Punktes  der  Sternschnuppen -Bahn  im  Raume  Bezug 
habenden  Grössen  die  folgenden  Formeln: 

j r cos  y sin  ß,  sin  (n  — 1571 — r,  cosy,  sinn  sin  (ßjj— •157’,) 

® ' r cos  y cos  ß,  sin  (0  — 157*) — r,  cosy,  cos  a sin  (ß, — IST*,)’ 

cos  y cos  A sin  (it — 157*) cosy,  cos  A sin  (n,  — 15  7*,) 

’t‘  r sin  (n  — A)  sin  (o, — A)  ’ 


y,=r- 


_ cos  y sin  A sin  (o  — 157*) cos  y , sin  A sin  (o,  — 157*,) 

sin  (ß — A)  r‘  sin  (a, — A)  ’ 

taug  <f  sin  (A — 1571  . tang  cf,  sin  (A — 157*, ) 

taD8  * = sin  («-A) > taD«  *■  = sin  (7,-^)  ; 

x ^ sin  (y-t-y) sin  (y,-t-y,) 


COS  \p 


COS  Xpx 


tang  j-  cos  A , 


F , cos  y sin  (A  — 1571  ,, 


li  = d=r 


cos  it  sin  (o — A) 
cos  y sin  (n — 1571 


cos  y,  sin  Cd— 157*,) 
r*  cos  tt,  sin  (o,  — A)  ' 
cosy,  sin  (ß,  — 1571,) 


■~r‘*  cos  B sin  (o, — A) 


cos  U sin  (ß — A) 

in  den  Ausdrücken  für  E,  E, , 11  die  Zeichen  so  genommen,  dass 
die  Grössen  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichheitszeichen  positiv 
werden. 

Den  Ausdrücken  von  E und  E,  kann  man  auch  die  folgende 
Gestalt  geben: 
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. cos  7 tan? _ cos  7,  tang 

t'j  * f*  ■ \ 1 ■ ■ ■■■  I"  ] • | • 

sin  cf  9 1 1 sin  J, 

Verlangt  man  die  Coordmaten  je,,  y,,  s,  nicht  iu  kennen,  so 
stellt  inan  die  Formeln  am  besten  unter  der  folgenden  Gestalt  dar: 


r cos  7 sin«,  sin  («  — IST)  — r,  cos  7,  sin«  sin  («, — IST1,) 

lang  A 

r cos  y cos  rr,  sin  («  — 157*) — r,  cos  y , cos  « sin  (ff,  — 157',)’ 


t a ngtf  sin  {A— 157*) 


tang  tf,  sin  {.4 — 15 y, ) 


»■"&¥  = sit,  («=:/) > *“&*•  — sin  («i-A) 


sin  (ff,  — A)  sin  (y, 


, sin  (« — A)  sin  Of-hV')  _ 

tang  U 

cos  7 cos  7 sin  («-*157')  cos  7 , cos  (/',  sin(«, 


-157’,)’ 


_ . cos  7 tang  „ , cos  7,  tang  7-,  ■ 

M* j - * ‘ 1~  ~ i.  , Mlj  i ■ ■ ■ . ■ t*  | 7 j 

sin  o * 1 1 .sin  cf, 

cos  y sin  (ff — 1571) cos  y,  sin  (o,  — 157*,) 

^ r cos  Zf  sin  (ff  — cos  Zf  sin  (er, — A) 

ln  den  Ausdrücken  von  tang  II  müssen  die  Zeichen  so  genommen 
werden,  dass  tang  II  positiv  oder  negativ  wird,  jcnaclidcm  die 
Grössen  cos  ip,  sin  (<jf>-f-V’)  oder  cos  y>„  sin  gleiche 

oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 

Ohne  Schwierigkeit  kann  inan  nach  nach  den  folgenden  sich 
leicht  aus  dem  Obigen  ergebenden  Formeln  rechnen: 


r cos  7 sin  («,  — 157*)  — r,  cos  7,  sin  (c, — 1 S7* , ) 
" sin  (« — «,) 

je,  =»  cos  a-t -r  cos  71  cos  157’, 
y,  =»  sin  a-F-r  cos  71  sin  15T, 

%,z=n  tang  J-Fr  sin  71, 


tang  ^ = 

tang  B cos  A , 

X 1 

, cos  7 sin  (A  — 157*) 

r cos  tf  sin  (re — A)  ’ 

r , cos  y,  sin  {A—  15T,) 

1 r*  cos  tf,  sin  («,  — A)  J 

* » _i  <*os  7 s,n  (et — 157*) 

r cos  Zf  sin  (ft  — A)  ’ 

oder  auch  noch  den  folgenden  Formeln: 

r cos  7 sin  (« — 157*) — r,  cos  y,  sin  (<*  — 152T,) 
n*  ==  sin  (ff  — «,) 

0:,=»,  cos  a,-f-r,  cos  $p,  cos  15 
yl=snl  sin  a,-4-r,  cos  7,  sin  157\, 
s,  = »«  tang  sin  7,, 

tang  A = ^, 
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taug  U = ~ cos  A, 

, cos  i sin  (A — 157*) 

J r cos  if  sin  (« — A)  ’ 

,, cos  y , sin  (.7  — 157',) 

''  r‘  cos  iT,  sin  (ft, — A)  ’ 

», j_  cos  f , sin  («,  — 1571, ) 

r'  cos  Zf  siu  (o, — A) 

Die  Vorzeichen  in. den  Ausdrucken  von  E,  Et,  lt  müssen  im- 
mer so  genommen  werden,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grossen  po- 
sitiv werden. 


*-5:  . 

Auch  bei  Beobachtungen,  die  sich  als  gleichzeitig  erw  iesen  ha- 
ben, wird  wohl  fast  nie  der  Full  eintreten.  dass  die  Redingungs- 
gleichung  23.  genau  erfüllt  ist,  sondern  dies  wird  immer  nur  uähe- 
rungsweise  Statt  linden.  Dadurch  Ist  Brandes*)  veranlasst  wor- 
den, hei  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  von  einer  andern  Ansicht 
auszugehen,  indem  er  nämlich  auf  den  beiden  Gesiclitslinien  die. 
beiden  Punkte  bestimmt,  deren  Entfernung  von  einander  ein  Mini- 
mum ist,  und  in  der  Grosse  dieser  Entfernung  zugleich  ein  Krite- 
rium für  die  Genauigkeit  der  Beobachtungen  lindet. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Gesiclitslinien  in  dem  Systeme  der 
-r,y,3,,  welches  wir  hier  wieder  zum  Grunde  legen  können,  sind 
nach  10. 

cos  u cot  d-|-r  (cos  y cos  157* — cos  a cot  d sin  y), 
y,  =3,  sin  a cot  d-f-r  (cos  y sin  15 T — sin  a cot  d sin  y) 
und 

.r,  =*,  cos  a,  cot  d,  -f-r,  (cos  y,  cos  15  T,  — cos  «,  cot  d,  sin  y ,), 
y,=3,  sin  a,  cot'd, -f-r,  (cos  y,  sin  157’, — sin«,  ent  d,  siny,). 

Die  Coordinnten  der  beiden  Punkte  dieser  Linien,  deren  Ab- 
stand von  einander  ein  Minimum  ist,  seien  respective  X,  Y,  Z 
und  X',  Y’,  Z1,  und  der  Abstund  dieser  beiden  Punkte  von  einan- 
der sei  S;  so  hat  man  die  loigenden  fünf  Gleichungen: 

fX=Z  cos  « cot  d-f-f  (cus  y cos  15  7* — cos  a cot  d siny), 

[Y=:Z  sin  « cot  J-f-r  (cos  (p  sin  15 T — sin  « cot  6 sin  y); 
^ fX'=Z'  cos«,  cotJl-f-r1  (cosr/,  cos  15  Tx — cos«,  cot<J,  sin <p,), 

^F,=Z'sin«,  cotd,-f-r,  (cosy,  sin  15 7*, — siua,  cotcF,  siny,); 
55.  S2  =(X—  X 4-  ( Y—  Y’Y  4-  (Z-  Z')’. 


•)  Uran  des  Unterhaltungen  für  Freunde  der  Physik  und  Astronomie. 
Leipzig;,  1#26.  Heft  1.  Die  von  mir  im  Folgenden  entwickelten  Formeln 
dürften  übrigens  vor  den  von  Brandes  gegebenen  Formeln  wesent- 
liche Vorzüge  haben,  so  wie  denn  überhaupt  die  von  mir  angewandte 
Analysis  von  der  sich  im  Geiste  der  altern  geometrischen  Analysis  hal- 
tenden Methode  von  Brandes  ganz  verschieden  ist. 

Theil  I.  i 1 


L 
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Noch  den  Bedingungen  der  Aufgabe  müssen  X , Y,  Z und 
X',  Y1,  Z'  so  bestimmt  worden , dnss  S ein  Minimum  wird.  Man 
kann  aber  offenbar  S als  eine  Function  der  beiden  von  einander 
unabhängigen  veränderlichen  Grössen  Z und  Z'  betrachten,  und 
hat  also  nach  den  Principien  der  Differentialrechnung  die  beiden 
folgenden  Gleichungen: 

56-  <Sz)=°>  (rfr)  = °> 

wo  die  Diffcrentialquotientcn  partielle  Differentialquotienten  sind. 
Aus  der  Gleichung  55.  erhält  man  aber,  indem  man  nur  überlegt, 
dass  X und  Y bloss  von  Z , X'  .und  F bloss  von  Z'  abhängcn, 
sogleich 

* Ö = <*- *>  TZ  + ( : r-  Y')  % + z~  z • 
-S(%)  = ( X - X')g-4-(  Y-F)  § + Z-  Z'\ 
und  hat  also  nach  56.  die  beiden  folgenden  Bcdingungsgleichungen: 
(X-X')  g+(Y -F)  g + Z-Z  = 0, 

(X-X')  %+(Y-Y)%+Z-Z/=*. 

Nach  53.  und  54.  ist  aber 


dX 


dZ  — cos 
dX 


dZ 


a cot  3, 
, cot  ff,, 


dY 

dZ 

dir 

dZ- 


= sin  a cot  ff; 
= sin  a,  cot  ff, ; 


und  folglich 

f(X — X')  cos  a cot  ff-t-(l"  — I’’)  sin  a cot  ff-f-  Z — Z'=  0, 

57.  * 

oder 

58. 


{(X  — X')  cos  a 
(X — X')  cosa,  cotff,-f-(Y — Y')  sin  a,  cotff, -|-Z — Z'=0; 
r 

f(X — X')  cos  a-f-(Y — F)  sin  a-f-(Z — Z')  tang  ff=0, 


f(X-X' 

l(X-X' 


’)  cos  o,-|-(Y — F)  sin  a,+(Z — Z')  tang  ff,=0. 

n 53.  un 
Z'  zu  be- 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  den  vier  Gleichungen  53.  und 

‘ > S , 


54.  sind  die  sechs  Coordinaten  X,  Y,  Z und  X', 
stimmen. 

Aus  den  Gleichungen  57.  erhält  man  ohne  alle  Schwierigkeit 
(X — X')  (cos  a cot  ff — cos  a,  cot  ff,)-f-(Y — 1'}  (sin  a cot  ff 

— sin  a,  cot  ff,)  = 0 

und 

(X — X')  sin  (a — a,)  cot  ff  cot  ff, -f-(Z — Z')  (sin  acot  ff 

— sin  o,  cot  J,)=0, 

(Y — F)  sin  (a — a,)  cot  ff  cot  ff, — (Z  — Z')  (cos  a cot  ff 

— cos  o,  cotff,)=0; 

also 
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Y — 1" cosrc  cot tP — cos«,  cocd, 


X—X 


sinn  cotcf— sin«,  cotcP, ' 


_ cos«t»ng<P, — cos«,  tanprf 
«inn  lang (/,  — sinn,  cangif 


60. 


I V Y> s'n  “ cot  <f — sin  «,  tot  cP. 

sin  (u—  n,)  cot  cP  cot  cP, 


oder 


61. 


und 


63. 


^ — r (cos  y sin  1571 — sin  a cot  cf  sin  y) 


Y y> cos  n cot  cP — cos  n,  cot  cP,  . 

sin  (n— n,)  cot  cP  cot  cP, 

1 Y _V—  ain  " t,ng  sin  «.  «ang  J - 
| sin  (n-n.)  Z)i 

y y cna  <*  tang  cf,— cos  at  tang  cf  . 

ain  (<*  — <*,)  (" 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

ß2  [A  = r (cos  SP  cos  157* — cos  a cot  J sin  y), 

\di=r,  (cos  y,  cos  IST,— cos  a,  cot  cf,  sin  y , ) 

(B  = r (c 

==ri  (cos  y,  sin  IST», — sin  u,  cot  cf,  sin  y,); 
so  ist  nach  53.  und  54. 

64-  X-  = cos  a cot  d-f -A,  Y=Z  sin  a cot 
65.  X‘=Z'  cos  «,  cot  U4  Tz=zZ’  sin  «,  cot  cf,  ff, 

nnd  folglich 

X~ X'=A— A,-hZ  cos  a cot  3—Z'  cos  a,  cot  3,, 

•f  1 —ff  Bl~\-Z  sin  a cot  3 — Z'  sin  a , cot  3,. 

Fuhrt  man  dies  in  die  Gleichungen  57.  ein,  so  erhält  man  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen  zwischen  Z und  Z't 

\(A—A,)  cos  a-t-(ff — ff,)  sin  «|  cot  3-\-Z  cosec  cf» 

— Z'jl-4-cos  (a — a,)  cot  3 cot  cf,J=0, 
1(4— A.)  cos  «,  + (/?—  ff,)  .io  «,|  cot  cf,  — Z'  cosec  cf,» 

-+-Z  jl-t-cos  (a  — o,J  cot  3 cot  3,  j =0; 

aus  denen  sich  auf  dem  VVege  der  gewöhnlichen  Elimination  ferner 
die  beiden  folgenden  Gleichungen  ergehen: 

66.  cot  3 cosec  cf,»  j(A— A,)  cos  a + (ff—ff,)  8in  «| 

-cot  cf , 1 1-t-eos  («-« , ) cot  cf  cot  3,  | j (A-A, ) cos  a^ff-ff , )sin  « , | 
= — Z feosec  cf»  cosec  cf, » — (1-f-cos  («—«,)  cot  3 cot  tf,)»|, 
67.  cot  cf,  cosec  cf»  \(A— A,)  cos  «,+(/?_/?,)  sin  a,  | 
—cot  cf  j 1-t-cos  (a—a , ) cot  cf  co  1 3,  | { (A—A,)  cos«  + (ff— ff, ) sin  «( 
= Z'  j cosec  cf»  cosec  cf,»— (1+cus  («—«,)  cot  3 cot  cf,)»J. 
An»  diesen  Gleichungen  ergiebt  sieh  durch  Addition  nnd  Subtrnction 

11* 
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68.  cotdcotd, |cotd,-cos(a-a,)cot dj  j(J4-v4,)cosa-f-{.l?-Zf1)sina| 
-4~cotdcotd,  jcotd-cos(a-a,)cotd,  j ((.^--4, )cosa,-f-( /?-/?, )sina,  j 
= — (Z — Z')  (cosecd1  cosecd,* — (1 -4-cos  (a— a,)  cotd  cotd,)*|, 

69.  cot  d (1-Hcosec  d,’-4-cos  (a — a,)  cot  d cotd,|  j (A — -4,)cosa 

-4 -(B — Zf,)  sinaj 

— cotd,  | l-(-cosec  d*-f- cos  (a — a, ) cot  d cot  d,  j \(A — -z#,)cosa, 

■+■  (B — B,)  sina,} 

=-(Z+Z')  | cosec  d ’ coscc  d,  ’ — (1  -f-cos  (a — a,)  cot  6 cotd,)’  | ; 

oder,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  der  vorhergehenden  und  dieser 
Gleichungen  mit  sin  d*  sin  d,*  multiplicirt: 

70.  — Z |1  — (Bin  d sin  d, -f-cos  d cos  d,  cos  (a — a,))’| 

= sin  d cos  d \(A — A,)  cos  — ß,)  sin  u\ 

— sindcosd,  (sio  dsiud,-4-cosdcosd,  cos(a — o,)j  \(A — A,)cosu, 

-+-{B  — ß,)  sin  o,), 

71.  Z'  |1 — (sin  d sin  d, -4-cos  d cos  d,  cos  (« — «,))’( 

= sin  d,  cos  d,  \(A — At)  cos  a,-f-(/? — B,)  sin  a,| 

— cosdsind,  j sind  sind,  -4- cos  d cos  d,  cos(a — a,)|  \(A — -4,)coscc 

-h(ß — B,)  sin  a| 

nnd 


72.  — (Z — Z')  {1  — (sin  d sin  d,-|-cos  d cos  d,  cos  (a  — «,))’( 
= cosd cosd,  (sindcosd, — cosdsind,  cos(a — a,)|  ((.-# — ./ , ) c os a 

-4 -(B — 2?,)  sin  a| 

-4-cosdcosd,  (cosdsind, — sindcosd,  cos(a — o,)j  \(A — Al)casal 

+ {B  — B,)  sin  a,|, 

73.  — (Z-4-Z')  (1  — (sin  d sin  d,-4-cos  d cos  d,  cos  (a — ot, ) )* | 
= cosd  (sin  d-f-sin  d,  (sind  sind,-4~cosd  cosd,  cos(a — a,))j 

\(A — A,)  cosa-f-(Ä — B,)  sinaj 
— cosd,  (sind, -f-sind  (sind  sin  d, -f-cos  d cosd,  cos  (a — a,))| 

j (A — A,)  cosa,-4-(Ä — 2?,)sina,|. 


Nach  61.  ist 

( x-  xq’-h  y-  r)-— t>ngt>,+ung<f,*~2t*n^<,Ung<f,cos(”'~<t‘)(  z-Z'y 

und  folglich  nach  53.,  wie  man  leicht  findet, 


~ 1— (sin  cf  sin  cf, -»-cos  cf  cos  cf,  cos  («— «,)|*  .„ 

m a •»  /..  _ \ t ("  ")  ) 


oder 


cos  cf*  cos  <f , 3 sin  (« — a,)’ 


-jh  g 1 (z  z'iV  l~^in  J >in  tf‘~*~cos  Jco*  cos  (“—“■)!* 

' ' cos  cf  cos  cf,  sin  (a — «,)  ’ 

das  Zeichen  immer  so  genommen,  dass  S positiv  wird. 

Wir  haben  nun  alle  znr  Berechnung  von  X,  Y,  Z und 
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X',  Y',  Z'  und  S nöthigen  Formeln.  Durch  Einführung  zweier 
Hülfswinkel  kann  man  eich  jedoch  die  Rechnung  noch  bedeutend 
erleichtern.  Weil  nämlich 

sin  3 sin  3,  -p-cos  3 cos  3l  cos  (o — a,) 

= sin  3 jsin  3 , -p-cos  3,  cos  (a  — u,)  cot  <f| 
ist;  so  ist,  wenn  man 

75.  cot  $ = cos  ( u — o,)  cot  3 

setzt, 

76.  sin  3 sin  J, -P-cos  3 cos  3,  cos  (a — g,)  = ^ cos  (ff, — 5). 

Auf  folgende  Art  kann  aber  leicht  gezeigt  werden,  dass  über- 
haupt der  absolute  Werth  von 

cos  a cos  b -+-  sin  a sin  6 cos  C 


nie  grösser  als  die  Einheit  ist,  was  auch  a,  b,  C sein  mögen. 

Sowohl  der  absolute  Werth  von  cos  a cos  b , als  auch  der  ab- 
solute Werth  von  sin  a sin  b cos  C ist  niemals  grösser  als  die 
Einheit. 

Hohen  also  die  Grössen  cos  a cos  b und  sin  a sin  b cos  C 
entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  ist  offenbar  der  absolute  Werth  von 

cos  0 cos  b -p-  sin  a sin  b cos  C 
nicht  grösser  als  die  Einheit. 

Haben  aber  die  Grössen  cos  a cos  b und  sin  a sin  b cos  C 
gleiche  Vorzeichen,  so  seien  dieselben  zuerst  beide  positiv.  Dann 
ist  offenbar,  wenn  sin  a sin  b positiv  ist, 

cos  a cos  4-p-sin  a sin  b cos  Chicos  a cos  i-p-sin  a sin  b, 
d.  i. 


cos  0 cos  ff  -p-  sin  a sin  b cos  cos  (0  — b), 

woraus  das  zu  Beweisende  folgt.  Wenn  aber  sin  0 sin  b negativ 
ist,  so  ist  offenbar 


cos  0 cos  b -4-  sin  0 sin  b cos  C ^ cos  0 cos  b — sin  0 sin  b, 
d.  i. 

cos  0 cos  ff  -p-  sin  0 sin  b cos  cos  (g-p-ff), 

woraus  wieder  das  zu  Beweisende  folgt. 

Wenn  ferner  die  Grössen  cos  0 cos  b und  sin  0 sin  b cos  C 
beide  negativ  sind;  so  sind  die  Grössen  cos  (180° -p-g)  cos  b und 
sin  (180*  + 0)  sin  b cos  C beide  positiv,  und  nach  dem  Vorher- 
gehenden ist  folglich 

cos  (180° -p-0)  cos  ff  -p-  sin  (180°  -p-0)  sin  b cos 
d.  i. 

— cos  0 cos  b — sin  0 sin  b cos  C~^\. 

Es  ist  aber 
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— cos  n cos  b — sin  a sin  b cos  C * • 

der  absolute  Werth  von 

cos  a cos  d-f-sin  a sin  b cos  C, 

und  hierdurch  folglich  auch  in  diesem  Falle  unser  Satz  bewiesen, 
so  dass  derselbe  also  jetzt  allgemein  bewiesen  ist. 

Dass  auch  der  absolute  Werth  von 

cos  a cos  b— ‘sin  a sin  b cos  C 

niemals  grösser  als  die  Einheit  ist,  ergiebt  sich  aus  dem  Vorher- 
gehenden unmittelbar,  wenn  man,  was  verstauet  ist,  — u lur  n setzt. 
Dass  auch  der  absolute  Werlh  von 

sin  a sin  ddbeos  a cos  b cos  C 

niemals  grösser  als  die  Einheit  ist,  folgt  aus  dem  Vorhergehenden 
sogleich , wenn  man  für  a und  b respeetive  90“  — a und  90°  — b 
setzt. 

Weil  also  hiernach  der  absolute  Werth  von 

sin  d sin  d,  -{-cos  d cos  d,  cos  (a  — = cos  (d,  — £) 

nicht  grösser  als  die  Einheit  ist,  so  kann  man  den  Hiilfswinkel  ip 
mittelst  der  Forrnol 

i7.  cos  t p = ^-n-|  cos  (d,  — 5) 

berechnen. 

Alles  dieses  vorausgesetzt,  haken  wir  nur  zur  Berechnung  der 
gesuchten  Grössen  die  folgenden  aus  dem  Obigen  sich  leicht  erge- 
benden F'ormeln: 

A = r (cos  y cus  iöT — cos  a cot  d sin  yj, 

B — r (cos  y sin  IST — sin  a cot  d sin  y), 

A , =r,  (cos  y,  cos  IST,  — cos  n,  cot  d,  sin  y,), 

B , —rx  (cos  y,  sin  IST,  — sin  a,  cot  d,  sin  y,), 

K—{A  — At)  cos  u~Y(ß — Zf,)  sin  a, 

K , =:(A  — A,)  cos  o,  -t-(B  — B,)  sin  o,, 

— Z sin  y2=:sin  d (A’  cos  d — K , cos  d,  cos  y), 

Z'  sin  t fi2  = sin  d,  (Ä",  cos  d,  — K cos  d cos  tfi), 

A ~ A -f~  Z cos  a cot  d,  Y = B -p-  Z sin  u cot  d; 

X!  ■=  A\  Z'  cos  a,  cot  d,,  >'p=  B , ■+•  Z'  sin  a,  cot  d,  ; 

l_  _ (Z  — JT)  sin  <!> 

cos  «fco*  tf,  sin  (a  — «,)’  ' 

wo  in  der  letzten  Formel  das  Zeichen  immer  so  genommen  werden 
muss,  dass  S positiv  wird. 

Wos  man  nun  noch  zu  wissen  verlangt,  lässt  sich  mittelst  der 
durch  die  vorhergehenden  Formeln  bekannt  gewordenen  Grossen 
mit  Hülfe  der  bekannten  Formeln  der  noalytischcn  Geometrie  im- 
mer ohne  Schwierigkeit  linden.  Bezeichnen  wir  nämlich  z.  B. 
durch  A und  U die  geocentrischen  Breiten  der  Punkte  der  Erd- 
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oberlläclic,  in  denen  dieselbe  von  den  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  nach  den  Punkten  (XYZ1  und  X'Y'Z’)  gezogenen  geraden 
Linien  geschnitten  wird,  und  durch  R und  R die  Entfernungen 
der  Punkte  (XYZ)  und  ( X'Y'Z ')  vom  Mittelpunkte  der  Erde; 
so  ist 

78.  tung  L = tang  V = ^=E= 

und 


79.  R = 


V/JC*  -a-  F> 


cos  L 


, A = 


Kv+r» 

cos  li  ’ 


oder  nach  dem  Vorhergehenden 


80.  li  = 


sin  V 


R — 


L" 


Um  sich  die  Berechnung  von  L und  L'  mittelst  der  Formeln  78. 
zu  erleichtern,  berechne  man  zwei  Hülfswinkel  0 und  Q'  mittelst 
der  Formeln 


81.  tang  0 = -Jr,  tung  0'  = -^-,; 

dann  ist 


82.  tang  E = rfc:  ^ cos  0,  tang  U = : 


: cos  ©*, 


wo  die  Zeichen  immer  so  zu  nehmen  sind,  dass  tang  E und 
taug  11  respective  mit  Z und  Z'  gleiche  Vorzeichen  erkulten. 

Sind  E und  E\  die  Entfernungen  der  Punkte  (XYZ)  und 
(X'Y'Z')  von  den  beiden  Beobachtungsorten,  deren  geoceutrische 
Breiten  <p  und  <p,  sind;  so  ist 

E=\/ (X— r cos y cos  lSX’J*— |— ( Y — r cos  1/1  sin  15  T)*-\-(Z — rsin  5p)’, 

^i—l/ (X'-r1cs9J,csl57’1)I+(  y'’-r1csy,sinl57,,):,-t-(Z'-r,sing)1)1; 

und  folglich,  wie  man  mittelst  des  Obigen  leicht  findet, 

83,  E=±Z~r  7 y,  Ex  ==fc?-r,Jis.gi, 

sin  (f  * 1 sin  <f, 

die  Zeichen  so  genommen , dass  die  Grössen  E und  E positiv 
werden. 


§ 6. 

In  neuester  Zeit  haben  Queteleh*)  und  Besse!  **)  eine  an- 
dere Berechnungsart  der  Sternschnuppen  in  Vorschlag  gebracht,  bei 


')  CotTespondance  rnathem.  et  physique  publice  par  A.  Quctelet.  Tom. IX. 
Bruxelles.  1837.  p.  189.  Uebrigens  ist  die  folgende  Analysis  nebst  den 
Formeln  von  der  Herrn  Quetelets  ganz  verschieden. 

**)  Schumachers  astronomische  Nachrichten.  Band  XV).  Altona.  1839. 
S.  321.  Leber  diese  wichtige  Abhandlung  wird  späterhin,  wie  schon 
oben  erwähnt  worden  ist,  eine  ausführliche  Relation  in  dem  Archive 
geliefert  werden.  Hier  mag  nur  erwähnt  werden,  dass  sich  Bessel 
durchaus  bloss  der  sphärischen  Trigonometrie  auf  eine  äusserst  ele- 
gante Weise  bedient,  und  zu  höchst  eleganten  Formeln  gelangt. 
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während  der  immer  nur  sehr  kurzen  Dauer  ihrer  Sichtbarkeit  eine 
gerade  Linie  ist.  Zugleich  setzt  diese  Berechnungsart  voraus,  dass 
an  jedem  der  beiden  Beobachtungsorte  sowohl  der  Punkt  des  Ent- 
stehens,  als  auch  der  Punkt  des  Erlöschens  der  Sternschnuppe  be- 
obachtet worden  ist.  so  dass  man  also  an  jedem  der  beiden  llc- 
obachtungsortc  die  Rectnsccnsioii  und  Declination  dieser  beiden 
Punkte  erhält.  Die  immer  sehr  kleine  Zwischenzeit  zwischen  dem 
Entstehen  und  Erlöschen  wird  unberücksichtigt  gelassen  oder  als 
verschwindend  betrachtet,  und  daher  die  Erde  während  der  ganzen 
Dauer  des  Phänomens  als  ruhend  im  Raume  angenommen , weshalb 
wir  also  auch  jetzt  das  Eoordinntensystem  der  .r,y,3,  werden  zuin 
Drunde  legen  können.  Durch  jeden  Beobachtungsort  und  die  bei- 
den von  demselben  nach  der  Sternschnuppen- Bahn  gezogenen  Ge- 
sichtslinien wird  eine  Ebene  gelegt,  uud  die  Sternschnuppen -Babu 
als  die  Dnrchschnittslinie  der  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen 
Ebenen  betrachtet.  Diese  Berechnungsurt  hat  offenbar  den  Vortheil, 
dass  bei  ihr  nicht  angenommen  wird,  dass  die  Sternschnuppe  von 
beiden  Beobachtern  gleichzeitig  entstehend  und  gleichzeitig  er- 
löschend gesehen  wird,  eine  Annahme,  die  allerdings  nur  unter  der 
Voraussetzung  eines  ganz  plötzlichen  Entstehens  und  Erlöschens 
der  Sternschnuppen  zulässig  ist.  gegen  deren  Richtigkeit  nament- 
lich Kessel  sehr  gegründete  Zweifel  erhoben,  und  eben  deshalb 
die  vorher  iu  kurzen  Umrissen  dargclegte  neue  Berechnungsart  in 
Vorschlag  gebracht  hat,  die  allerdings  auch  geometrisch  genau  ist, 
insofern  man  die  Bahnen  der  Sternschnuppen  während  der  Dauer 
ihrer  Sichtbarkeit  als  geradlinig  und  die  Zwischenzeit  zwischen 
den  Momenten  des  Entstehens  und  Erlöschens  als  verschwindend, 
die  Erde  also  während  dieser  Zeit  als  ruhend  im  Raume  betrach- 
ten darf. 

Indem  wir  nun  den  so  eben  in  der  Kürze  vorgezeichneteo  Weg 
etwas  weiter  verfolgen  wollen,  bezeichnen  wir,  alle  übrigen  im 
Vorhergehenden  gebrauchten  Symbole  auch  jetzt  beibchaltend , die 
Rcctnsceosion  und  Dccliuution  der  Punkte  des  Entstehens  und  Er- 
löschens un  dem  einen  Beobachtungsorte  durch  a,  S und  d’,  an 
dem  andern  Beohnchtungsorte  durch  al,  d,  und  (J,'. 

Fassen  wir  zunächst  bloss  den  erstett  Benbuchtungsort  in’s 
Auge  und  setzen  der  Kürze  wegen 

A = r (cos  if)  cos  15  T — cos  u cot  S sin  <p), 
lizzzr  (cos  <f  sin  IST — sin  a cot  <J  sin  <jp), 

A'  = r (cos  <fi  cos  15  T — cos  «'  cot  d1  sin  tp ), 
ß'=r  (cos  (f  siu  157’ — sin  «'  cot  d*  sin  <p); 

so  sind  nach  10.  die  Gleichungcu  der  heideu  nach  der  Sternschnup- 
pen-Bahn  gezogenen  Gesichtslinicn 

85.  ,z-,  =s,  cos  « cot  S-\-  .4,  y,  sin  a cot  d-F-  // 

und 

86.  a-,  =s,  cos  a’  cot  <J ' — f -.4',  y,  =3,  siu  «’  cot  <F-t-  ft". 

Die  Gleichung  der  durch  diese  beiden  Gesichtslinicn  bestimmten 
Ebene  sei 
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87.  Car,  — Dy,  — Es,  — F—  0; 
so  ist  noch  85.  und  86.  für  jedes  3, 

(C  cos  ß cot  d — D sin  a cot  d — E)  s,  -\-AC — BD — F=  0, 
( C cos  a!  cot  d' — D sin  ut  cot  ä' — E)  s,  -f -A'C — B'D  — 
und  folglich 

C cos  a cot  d — D sin  a cot  d — E=  0, 

C cos  «'  cot  d' — D sin  a'  cot  d' — E= 0 

und 


AC—  BD  — F=  0, 

A'C—  B’D  — F=  0. 

Also  ist 

(A  — A)  C-(B  — B’)D  = 0, 

(cos  a cot  d — cos  a'  cot  d’)  C — (sin  a cot  d — sin  a’  cot  d")  Dz=  0; 
und  folglich 

A — A'  cos  « cot  if  — cos  «'  rot  iP  „ 

B — B'  sin  a cot  if  — sin  u eot  tT 


Ferner  findet  man  leicht 


und 


oder 


E= 


sin  (ot  — «')  cot  <f  cot  A 
sin  « cot  ä — sin  u cot  <f 


c 


F— 


AB — AB  „ 
B-B  1 


F 


--/(sin  a cot  J — sin  a cot  (f ) — Af(cos  « cot  cf — cos  a cot  cT) 
sin  a cot  cf  — sin  a cot  f 


c. 


Daher  kann  man 

C=  sin  a cot  d — sin  o'  cot  <f , 
D — cos  a cot  d — cos  a!  cot  d', 
F — - sin  (a  — a')  cot  d cotd', 


F—  AC—  BD 


setzen.  * 

Setzt  man  also  jetzt  für  den  einen  Beobachtunggurt 


1A-=.r  (cos  <p  cos  15  T — cos  « Cot  d sin  y), 
B=.r  (cos  y sin  15  T — gin  a cot  d sin  y), 
A'  — r (cos  y cos  IST — cos  «'  cot  d’  sin  y), 
B'  — r (cos  <p  sin  1571 — sin  a'  cot  $ sin  y), 
C=sin  u cot  d — sin  a'  cot  d1, 

D = cos  a cot  d — cos  a'  cot  d', 

A'=sin  (a — a')  cot  d cot  d’ 
und  für  den  andern  Beobachtungsort 
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IA,  = r,  (cos  y,  co*  15T,  — cos  «,  cot  <J,  sio  y,), 

B,  = r,  (cos  y,  sin  1571,  — sin  a,  cot  d,  sin  y,), 

A,'  — r,  (cos  y,  cos  15T,  — cos  a,'  cot  J,'  sin  y,), 

ß,'z=r,  (co*  y,  sin  15T,  — sin  cot  (?,'  sin  y,), 

C,  = sin  a,  cot  d,  — sin  <*,'  cot  d,’, 

D , =cos  a,  cot  d,  — cos  o,'  cot  <f,', 

E,  =sin  («,  — o,')  cot  d,  cot  d,' ; ^ 

so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  durch  die  Beobachtuugaorte 
und  die  entsprechenden  Gesichtslinien  gelegten  Ebenen 

QQ  |Cfi  — B'J\ — Es , — A C -f-  BD  — 0, 

I C,x | — D j y,  — — A ,C,  /f , D,  — 0 5 

oder 


91  lC(x,—A)  — D(y,—ß)—E*,=Q, 

‘ I — A,)  — D,(y,  — B,)—  E,x,  =0; 

und  diese  Gleichungen  sind  also  auch  zugleich  die  Gleichungen  der 
Durchschnittslinie  der  beiden  in  Rede  stehenden  Ebenen,  d.  i.  die 
Gleichungen  der  Sternschnuppen -Bahn.  Eliminirt  man  aus  diesen 
Gleichungen  nach  der  Reihe  y,,  jr , , so  erhält  man  die  drei 
folgenden  Gleichungen: 


92. 


(CE,  — C,E)a. r,  — (DE,  — D,E)y,  — ( AC — BD)E, 

~t~(A,C,  — ß,D,)E=:0, 

I (CD,  — C,D)x,  -I- (DE,  — D,E)X,  —(AC—  BD)D, 

| + (A,C,-B,D,)D  = 0, 

(CD,  — C,  D)y,  -+-  (CE,  — C,  E)s,  — (AC- BD)C, 

+ (A,C,-B,D,)C=  0; 


welche  die  Gleichungen  der  Projectionen  der  Sternschnuppen -Buhn 
auf  den  drei  Coordinateoebenen  sind.  Die  Gleichungen  der  Pro- 
jectionen einer  durch  den  Anfang  der  Courdinatcn,  d.  i.  den  Mit- 
telpunkt der  Erde,  gelegten,  der  Sternschnuppen -Bahn  parallelen 
geraden  Linie  sind: 


I(CE,  — C,E)x,  —(DE,  — D,E)y,  =0, 
(CD,  — C,D)x,  +(DE,  —D,E)s,  =0, 
(CD,  — C,D)y,  + (CE,  — C,E)*,=zQ. 


Bezeichnet  R die  Rectasccnsion  des  Punktes  der  Sphäre,  io 
welchem  dieselbe  von  dem  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der 
x,s,  liegenden  Theile  der  in  Rede  stehenden  Linie  geschnitten 
wird;  so  ist,  weil 


fc’g,  -C,g 

Vl  ~ OE,-B,E 


ist,  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 


94. 


tang  R = 


CE,  —C,E 
DE,  — DtE' 
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wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  Jt  immer  positiv  und  offenbar  nie 

grösser  als  180°  ist. 

Ferner  sei  die  Declinntion  des  Punktes,  in  welchem  die 
Sphäre  von  dem  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  x,*,  lie- 
genden Theile  der  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  mit  der 
Sternschnuppen -Kolm  parallel  gezogenen  geraden  Linie  geschnitten 
wird,  wobei  man  nicht  zu  übersehen  hat,  dass  & positiv  oder  ne- 
gativ ist,  jenachdem  der  in  Rede  stehende  Theil  der  durch  den 
Anfang  der  Coordinaten  mit  der  Sternschnuppen -Buhn  parallel  ge- 
zogenen geraden  Linie  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der 
Ebene  der  x,y,  liegt,  so  ist  nach  den  Principien  der  analytischen 
Geometrie 

. A1 (CD,  — C\D)‘‘  

8,n  a “ (CD,  — C,D)*  + (CE,  — C, E)*  -+■  (DB,  — D , E)" 
und  folglich 

. A a (CD,-C,Dp 

tang  a — (C£|  _ Cj£)*  ( DE , - D,E)" 

also  nach  94.,  wie  man  leicht  findet, 

95.  tang  A*  = (/)g‘  • cos  A’. 

Nach  93.  ist 

x, CD,  — C,D 

x, — DE,  — D,E 

die  Gleichung  der  Projection  der  durch  den  Anfang  der  Coordina- 
ten mit  der  Sternschnuppen -Bahn  parallel  gezogenen  geraden  Linie 
auf  der  Ebene  der  x,*,. 

Ist  nun  zuvörderst  A-<90o,  also  cos  Jt  positiv,  ao  ist  offen- 
bar A,  und  folglich  auch  tang  positiv  oder  negativ,  jenachdem 
in  obiger  Gleichung  x,  und  s,  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen 

haben,  d.  i.  ^ oder 

* CD,  — C,D 

DE,—D,E 

positiv  oder  negativ  ist,  und  folglich  nach  95.  in  diesem  Falle 
offenbar 

■ . A CD,  —C,D  „ 

tang  \ = -jr,E,-D,E  cos  A 

Wenn  ferner  Ä>90“,  also  cos  Jt  negativ  ist,  so  ist  offenbar 
und  folglich  auch  tang  positiv  oder  negativ,  jenachdem  io  obiger 

Gleichung  x,  und«,  ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen  haben,  a.  i. 

■JT  0<*er 

' CD,  —C,D 

DE,  — D,E 

negativ  oder  positiv  ist,  und  nach  95.  ist  bIbo  io  diesem  Falle 
offenbar  wieder 

. CD,  - C,D  _ 

A — DE,  — D,E  C08 
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Daher  ist  io  völliger  Allgemeinheit 

„ . CO,  — C,D  ,, 

%.  tang  A — OE,  — D,E  cos  Ä' 

Bezeichnen  X,  Y die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkteg  der 
Sternschnuppen  - Bahn  mit  der  Ebene  der  x,  y,  oder  mit  der  Ebene 
des  Aequators;  so  ist  nach  92. 


97. 


(AC—  BD)D , - (A,C,  - B,D,)D 
A — CD,—CxO  ’ 

„ (AC-BB)C,-(A,C,-B,D,)C  _ 

r — CO, — c,o  ’ 


und  durch  die  Formeln  94.,  99.  und  97.  ist  nun  offenbar  die  Lage 
der  Sternschnuppen -Bahn  im  Raume  vollständig  bestimmt. 

Zur  Bestimmung  von  X und  Y "erhält  man  auch  aus  den 
Gleichungen  90.,  wenn  man  in  denselben  x,  — X,  y,=  Y, 
x,  = 0 setzt, 


Also  ist 


und  folglich 


C\X-A)  = B(Y-  B), 

C,(X  — Jl)  = JOl(Y—Bt). 

~ ( X — A)  = Y-B,-(ß-B,), 


oder 


£ (X-A)  = ^ (X—  4,)-(B-B,) 
% (X-A)-  %-{X-A,)  = -{B-B,), 


und  folglich 

(§-%)  (X-A)  = {A-A,)  <fr-(B-ß,) 

oder 

-(\-<§f)(X-A)  = A-A,-(B-B,) 


also 


oder 


' OC,> 

A-A  ,-(B-B,)^ 

X — A = — — 1 


1 — 


CO, 

oc. 


X-A=-(A  — A,)  . 


. B-B,  D, 

» < J 


C, 


1_£  Dy 


und  folglich 


" D ‘ C, 

f B — B,  Dt 

X=sA  — (A  — A,). Ä~c'b°K 

x~~d  : cl 
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Dir  Grösse  1'  findet  man  dann  ferner  mittelst  der  Ausdrücke 
Y=B  + %(X-A)  = B,+^  (X 
Berechnet  man  die  Uülfswinkel  ?,  t ft,  i(t,  mittelst  der  Kormelu 
98.  lang  $ = tang  V = -§,  taug  V • = i 


so  ist 


oder 


Y ,/ LA i \ 1 tang  { tang  ifi, 

A — 1 •'**'  • 1 —cot  ^ tang  ifi, 

X=A-(A-A,)  si"  t 801 

' 1 ' cos  { sin  {ifi  — ifi ,) 


und  folglich 


Y=ß  — (A  — A,) 


sin  ifi  ros  (f-f-y.,) 
cos  { sin  {ifi  — if'  | ) 


cot 


d.  i. 


Y=ß  — (A- A,) 


COS  Ifi  COS  ({-+-1/0 


cos  { sin  (i fi — ifi,)' 

Daher  hat  man  jetzt  zur  Berechnung  von  X,  Y die  Formeln 

, sin  ifi  cos  ({ 

I — l"  —-“ll  t «in 

99. 


| X = ^f  — (if A , ) r : — —7, 

I ' ‘'COS  { Sill  {ifi Ifi,) 

COS  Ifi  cos  (| -+-■/>,) 


Y—B-(A—A,) 


cos  { sin 


oder,  wenn  man 


100.  A = 


{A  — A,)  COS  ({-+-■//,) 


cos  { sin  — ifi,) 

setzt,  die  Formeln 

101.  X = A — K sin  ifi,  Y=B  — K ' cos  t p. 

Die  kürzeste  Entfernung  P des  Mittelpunkts  der  Erde  von  der 
Sternschnuppen-Bahn,  oder  die  Länge  des  von  dem  Mittelpunkte 
der  Erde  auf  die  Sternschnuppen-Bahn  gelallten  Perpendikels  kann 
mnn  auf  folgende  Art  finden. 

Die  Gleichung  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  durch  den 
Dorchschnittspunkt  der  Sternschnuppen-Bahn  mit  der  Ebene  des 
Aequators  gezogenen  geraden  Linie  ist  nach  dem  Obigen 


102.  y,  =-j  x„ 


oder,  wenn  wir 


103.  tttnpf  42  = 


setzen,  so  sind  vielmehr 

. 104.  y,  = x,  tang  ß,  *,  =0 

die  beiden  Gleichungen  der  in  Rede  stehenden  Linie.  Weil  ferner 
nach  94.  und  90. 
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CE,  — C,E  „ CD,  — C,D  tang  A 

DE,-D,E=ta^  R DE^Djl  ~ ~ wt/T 
ist;  so  sind  nach  93. 

tAIlGf  A 

105.  y , ==.*,  tang  R,  *,  = ar, 

die  Gleichungen  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  mit  der  Stern- 
schnuppen-Buhn  parallel  gezogenen  geraden  Linie.  Bezeichnen  wir 
uun  jeden  der  beiden  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die 
Sternschnuppen -Bahn  mit  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  und 
ilireu  üurchscbnittspunkt  mit  der  Ebene  des  Aequntors  gezogenen 
Linie  einscliliesst,  durch  ©;  so  ist  vermöge  der  Gleichungen  104. 
und  105.  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 

, 1 -t-  tang  Ä tang  Sl 

cos  (y  -4—  — — . 

y (l-+.tang  Ä»)  (1-f-tang  Ä»  -f- 

und  folglich,  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  mit  cos  Jt  cos  S2 
multiplicirt, 

106.  cos  0 = cos  A cos  (Ä — J2). 

Auf  der  Stelle  erhellet  nun  aber,  dass 

P=  sin  0 1/ .\’+  l’=±.\’  sin  © l/l-f-tang  ä*, 
und  folglich 

107.  />=db^  X 

• cos  Si 

ist.  wo  das  Zeichen  immer  so  genommen  werden  muss,  dass  P po- 
sitiv wird. 

Die  Gleichungen  92.  der  Sternschnuppen -Bahn  können  nun 
auch  auf  folgenden  einfachem  Ausdruck  gebracht  werden. 

Zuerst  erhält  man  uus  92.  und  97.  auf  der  Stelle  die  Glei- 
chungen 

(CD,  - C,D)  (x,  - X)  + (DE,-D,E)x,  =0, 

( CD,  — C, D)  (y,  — 1) -+-  (CE,  — C,E)s,  =0. 

Ferner  ist  nach  94.  und  96. 

CE,  — C,E=  (DE,  — D,E)  tang  Jt, 

DE,  — D,E— — (CD,  — C,D)  cos  R cot  A, 
und  folglich 

CE,  — C,E=  — (CD,  — C,D)  sin  R cot  A. 

Führt  man  diese  Ausdrücke  von  DE, — D,E  und  CE,  — C,E 
nun  in  die  obigen  Gleichungen  ein,  so  erhält  man 

x,  — X — *,  cos  R cot  A — 0,  y,  — Y — *,  sin  R cot  A =0 
oder 

108.  zr , = X cos  R cot  y,=  F-l-3,  sin  R cot  A, 

welches  die  Gleichungen  der  Sternschnuppen -Bahn  sind.  Auch  er- 
hält men  leicht 
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(.r,  — X)  »in  Ä = (y,  — Y)  co»  R 

109.  x,  sin  R — y,  cos  R = -V  sin  R — Y cos  R. 

Die  Gleichungen  der  von  desi  Bcobnchtungsorte,  dessen  geo- 
centrische  Breite  <p  ist,  nach  dem  Punkte  der  Sphäre,  dessen  Rect- 
ascension  und  Declination  wir  durch  u und  o bezeichnet  haben, 
gezogenen  Gesichtslinie  sind  nach  85. 

+ cos  « cot  3,  y,  = /?-+-  3 , sin  a cot  3. 

Bezeichnen  wir  nnn  die  Coordinaten  des  Dnrchschnittspunktes  die- 
ser geraden  Linie  mit  der  Sternschnuppen -Bahn  durch  2-,  17,  £;  so 
haben  wir  zur  Bestimmung  dieser  Grössen  nach  dem  Vorhergehen- 
den die  folgenden  Gleichungen: 

, \%=zA  -+-£  cos  a cot  3,  tj  = /?  + £ sin  a cot  3; 

1 1U.  \ 

(?  = X-t-£  cos  R cot  A,  9 = y+C  sin  R cot  A; 
aus  denen  sich  leicht 

111.  r= Yr  Y =_ 11  ~I 

cos  a cot  ö — cos  R cot  A sin  a cot  cf — sin  R cot  A 
ergiebt.  Diese  Ausdrücke  reichen  in  Verbindung  mit  den  Formeln 

jjj  — A + t cos  a cot  3=  X-l-J  cos  R cot  A, 
li/  = Zf-t-£  sin  u cot  d = 1-+- £ sin  R cot  ^ 

oder 

X cos  a cot  J — A cos  R cot  A 
cos  a cot  <f — cos  R cot  A ’ 

1'  sin  a ent  S — B sin  R cot  A 
siu  a cot  <f — sin  R cot  A 

zur  Bestimmung  der  Coordinaten  £,  tj,  £ bin. 

Bezeichnen  wir  die  Rectasceusion  und  geocentrische  Breite  des 
Punktes  der  Erdoberfläche,  in  welchem  dieselbe  von  der  von  dem 
Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Punkte  (£ij£)  der  Sternschnuppen- 
Bahn  gezogenen  geraden  Linie  geschnitten  wird,  durch  15/  und  p-, 
so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

114.  tang  15/=  y, 

mit  der  Bestimmung,  dass  in  dem  Falle,  wo  £ und  tj  gleiche  Vor- 
zeichen haben,  15/  zwischen  0 und  90°  oder  zwischen  180°  und 
270°  genommen  werden  muss,  jenachdem  die  Grössen  £ und  tj  beide 
positiv  oder  beide  negativ  sind;  dass  dagegen  in  dem  Falle,  wo  £ 
und  tj  ungleiche  Vorzeichen  haben,  15/  zwischen  90°  und  180° 
oder  zwischen  270°  und  360°  genommen  werden  muss,  jenachdem 
£ negativ  und  tj  positiv  oder  £ positiv  und  tj  negativ  ist. 

Bezeichnen  wir  die  geographische  Länge  des  in  Rede  stehen- 
den Punktes  der  Erdoberfläche  in  Bezug  aut  den  Beobachtungsort, 
dessen  geocentrische  Breite  tf  ist,  als  Anfang  der  Laugen  durch 
1,  so  ist 

1 = 15 {T—t)  oder  1 = 360° + 15(5P—/), 


Digitized  by  Google 


176 


jenachdem  T — t positiv  oder  negativ  ist,  und  die  geographische 
Länge  des  in  Rede  stehenden  Puuktes  der  Erdoberfläche  ist  nun, 
wenn  L die  geographische  Länge  des  Beobachtungsorts,  dessen 
geocentrische  Breite  ip  ist,  bezeichnet 

£ + A oder 

jcnachdem  L- f-X  kleiner  oder  grösser  als  360°  ist. 

Ferner  erhellet  sogleich,  dass  in  völliger  Allgemeinheit 

tang  /*  = ^===, 

und  folglich,  weil  £ und  cos  15/  oflenbar  immer  einerlei  Vorzeichen 
haben,  tang  p aber  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  f hat,  , 

• 115.  tang  n — y cos  15/. 

Dass  man  ganz  ähnliche  Formeln  auch  für  die  Funkte  der  Stern- 
schnuppen- Bahu,  welche  den  nach  den  Funkten  der  Sphäre,  deren 
Rectascensionen  3'  und  a,,  3, ; a,',  3,'  sind,  von  den  Beobach- 
tungsorten gezogenen  Gesicbtslinien  entsprechen,  entwickeln  kann, 
versteht  sich  von  selbst. 

§•  ". 

Man  kann  das  Sternschnuppen -Problem  noch  aus  einem  ganz 
andern  Gesichtspunkte  auffassrD,  und  dieser  Gesichtspunkt  würde 
eigentlich  der  strengste  und  allgemeinste  sein,  von  dem  man  über- 
haupt ausgehen  kanu,  weil  derselbe  gar  keine  andere  Voraussetzung 
als  dass  der  Weg  einer  beobachteten  Sternschnuppe  für  dio  immer 
nur  sehr  kurze  Dauer  ihrer  Sichtbarkeit  geradliuig  sei,  in  Anspruch 
nimmt,  worüber  wir  hier  nur  Folgendes  in  der  Kürze  und  bloss 
ganz  im  Allgemeinen  bemerken,  weil  tbeils  im  Obigen,  theils  in 
dem  vorhergehenden  Aufsätze  (Nr.  XXI.),  schon  Alles  enthalten  ist, 
w'us  zur  Ausführung  der  Rechnungen,  die  wir  jetzt  andeuten  wol- 
len, erforderlich  sein  dürfte. 

Wenn  man  sich  durch  die  nahe  Gleichzeitigkeit  der  Beobach- 
tungen, wobei  §.  3.  zu  vergleichen  ist,  die  lleberzeugung  ver- 
schallt hat,  dass  in  einem  jeden  von  vier  Beobuebtungsorten  eine 
und  dieselbe  Sternschnuppe  wenigstens  ein  Mul  beobachtet  worden 
ist;  so  kennt  mau  die  Gleichungen  der  vier  von  diesen  Beobach- 
tungsorten narb  der  Sternschnuppe  gezogenen  geraden  Linieu  ent- 
weder nach  15.  in  Bezug  auf  das  System  der  .rya,  dessen  Anfang  * 
der  Mittelpunkt  der  Sonne  ist,  wenn  man  auf  die  Bewegung  der 
Erde  um  die  Sonne  während  der  Dauer  des  Phänomens'  gehörig 
Rücksicht  nehmen  will,  wie  es  in  der  Tbnt  erforderlich  ist,  wenn 
man  die  grösste  Strenge  zu  erreichen  beabsichtigt , oder  nach  10. 
in  Bezug  auf  das  System  der  jr.y.s,  , dessen  Anfang  der  Mittel- 
punkt der  Erde  ist,  wenn  man  die  Bewegung  der  Erde  um  die 
Sonne  während  der  immer  nur  sehr  kurzen  Dauer  des  Phänomens 
unberücksichtigt  lassen  will . und  die  Lage  der  Sternschnuppen- 
Bahu , als  eine  die  vier  in  Rede  stehenden  gegebenen  geraden  Li- 
nien schneidende  gerude  Linie  betrachtet,  wird  non  mittelst  der  im 
vorigen  Autsatzc  vollständig  aufgelösten  Aufgabe  bestimmt  werden 
können.  Es  ist  auch  hinreichend,  wenn  man  aus  einem  jeden  von 
zwei  Beobachtungsorten  eine,  aus  einem  dritten  Beobachtungsorte 


Digitized  by  Google 


177 


dagegen  zwei  Beobachtungen  einer  Sternschnuppe  hat,  und  die 
Lage  der  Bahn  würde  auch  in  dem  Falle,  wenn  man  aus  einem 
jeden  von  zwei  Beobachtungsorten  zwei  Beobachtungen  einer  Stern- 
schnuppe bat,  mittelst  der  im  vorigen  Aufsatze  aufgelösten  Aufgabe 
zu  bestimmen  sein,  wenn  man  auf  die  Bewegung  der  Erde  uni  die 
Sonne  während  der  Zwischenzeit  der  Beobachtungen  gehörig  Rück- 
sicht nehmen  wollte.  Freilich  lasst  die  im  vorigen  Aufsätze  aufge- 
löste Aufgabe  immer  entweder  zwei  Auflösungen  oder  gar  keine 
zu ; jedoch  wird  man  gewiss  in  jedem  einzelnen  Falle  nus  den  bei 
demselben  vorkonnneoden  besondern  Umständen  zu  beurtbeilen  im 
Stande  sein,  welche  der  beiden  Auflösungen,  wenn  die  Aufgabe 
Überhaupt  möglich  ist,  diesem  Falle  entspricht.  Diese  wenigen  An- 
deutungen werden  hinreichend  sein,  um  unsere  Ansicht  ’)  über  die- 
sen Gegenstand  deutlich  darzulcgen. 

* 8. 

Wir  wollen  nun  noch  zeigen,  wie  man  für  einen  Pnnkt  der 
Erdoberfläche  die  geocentrische  Breite  <p  und  die  Länge  des  nach 
diesem  Funkte  gezogenen  Erdradius  r aus  der  Polhöbc  ca  des  in 
Rede  stehenden  Punktes  der  Erdoberfläche  nach  unserer  Ueberzeu- 
gung  auf  die  einfachste  Weise  linden  kann , da  diese  beiden  Ele- 
mente im  Obigen  häutig  gebraucht  worden  sind. 

Der  Uulbmesser  des  Erdäquators  sei  «,  die  halbe  Erdaxc  sei 
6;  so  ist 

116.  (-*-)’ + (f-)*  = l 

die  Gleichung  des  durch  den  in  Rede  stehenden  Punkt  der  Erdober- 
fläche gelegten  Erdmeridians,  wobei  ohne  weitere  Erläuterung  so- 
gleich erhellen  w'ird,  wie  das  Coordinateusystem  der  a;y  angenom- 
men worden  ist. 

Bezeichnen  nun  ar,  y die  Coordinaten  des  in  Rede  stehenden 
Punktes  der  Erdoberfläche,  so  ist  nach  den  Principicn  der  hühern 
Geometrie 

117.  a-y=  — ^ («  — *) 

die  Gleichung  der  durch  diesen  Punkt  gezogenen  Normale  des 
Erdsphäroids,  und  folglich,  wenn  wir,  was  offenbar  verstauet  ist, 
annebmeD,  dass  die  Coordinaten  jr,  y beide  positiv  sind, 

118.  fang  ai  = — 

Nun  ist  aber  offenbar 

119.  tang  y = db  -j-. 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  der 
Punkt  der  Erdoberfläche,  dessen  geocentrische  Breite  g>  ist,  in  der 
nördlichen  oder  südlichen  Hälfte  der  Erdoberfläche  liegt.  Also  ist 
nach  dem  Vorhergehenden 


•)  Diese  Ansicht  würde  nur  erst  dann  vielleicht  weiterer  Berücksichtigung 
werth  sein,  wenn  es  möglich  geworden  ist,  den  Beobachtungen  der 
Sternschnuppen  ein  hohem  Grad  von  Genauigkeit  zu  geben. 

Tbeü  I.  . 12 
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J20  »ng  y_  — » 

Ung  tu  ' x ' dx~ 

Diflerentiirt  man  aber  die  Gleichung  116.,  so  erhält  man 

_ y dy_ 

x ' dx  «*' 

' Also  ist  nach  120. 

K1-  ,aD&  'f=z±bi  teng  «• 

Setzt  man  die  sogenannte  Abplattung  ”-g  * =«t,  so  ist  ^-  = 1 — *, 
und  folglich 

122.  tang  y = ±(l — «)*  tang  a>, 

immer  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen , jenaebdem  der 
Punkt  der  Erdoberfläche,  dessen  geoeentrisebe  Breite  y ist,  in  der 
nördlichen  oder  südlichen  Hälfte  der  Erdoberfläche  liegt. 

Den  nach  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  der  Erdoberfläche 
gezogenen  Erdradius  r kann  man  nun  auf  folgende  Art  finden. 
Weil  nach  119. 


ist,  so  ist  nach  116. 

nnd  folglich 
£ 


y=d -x  tang  y 


a%h2 


a2b2  cos  9* 


a 2 tang  9* a3  sin  — |—  <6*  cos  9** 

Nun  ist  aber 

r*  = x7  -4-y*  =^r*(l  -f-  tang  ys)  = .ra  sec  9*. 

Also  ist 

123.  r== 


ah 


Auch  ist 


Nach  121.  ist  öber 


\x  a2  siu  cos  9* 

a 2 


a* 

cos  9*  -f-—  sin  9* 


er2 
h2  ' 


tang  w 


cos  9 sm  ö) 


tang  9 


sin  9 cos  cü 


und  folglich 


ä2  . „ cos  9 , , . . 

cos  y’-f-rj  sin  y*  = — ^ (cos  y cos  w =fc  sin  y sin  co), 


d.  i. 


p.  , 

cos  y’  ■+■  jji  sin  ya ; 
Also  ist  nach  dem  Obigen 


COS  f>  . 


COS  (<pZfZtl>). 
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„ 124.  r = 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  der  Punkt 
der  Erdoberfläche,  dessen  geocentrische  Breite  <p  ist,  in  der  nörd- 
lichen oder  südlichen  Hälfte  der  Erdoberfläche  liegt. 


COS  tf  COS  (<f  : po)’ 


XXIII. 

lieber  das  vollständige  Vicrseit  und  vollstiln 
dige  Viereck. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Rädell 

zu  Berlin. 


1.  Lehrsätze.  «.  Sind  zwei  Gerade  nach  vier  Punktenpaaren  pro- 
jectivisch  und  bleiben  sie  auch  projectiviscb , wenn 
man  in  der  einen  Geraden  die  Reihenfolge  der 
Punkte  unverändert  lässt,  während  man  in  der  an- 
deren Geraden  zwei  niobt  unmittelbar  neben  einan- 
der liegende  Punkte  vertauscht,  so  sind  die  vier 
Punkte  in  der  einen  und  anderen  Geroden  harmo- 
nisch liegende  Punkte. 

ß.  Sind  zwei  Strahlenbüschel  nach  vier  Strahlen- 
paaren projectiviscb  und  bleiben  sie  auch  projecti- 
visch,  wenn  mun  in  dem  einen  Büschel  die  Reihen- 
folge der  Strahlen  unverändert  lässt,  während  man 
iu  dem  anderen  Büschel  zwei  nicht  unmittelbar  ne- 
ben einander  liegende  Strahlen  vertauscht,  so  sind 
die  vier  Strahlen  in  dem  einen  und  anderen  Strah- 
lenbüschel harmonisch  liegende  Strahlen. 

Beweise,  o.  Sind  die  Geraden  A und  A'  in  Beziehung  auf  die 


Pankte  a und  b und  b',  < und  d,  b und  b'  projectiviscb,  so  ist 

^ : -rrr.  Sind  ferner  dieselben  Geraden  A und  A'  in 

ab  co  ab  cb 

Beziehung  auf  die  Punkte  a und  d,  b und  b',  c und  a',  b und  b' 


12* 
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projectivisch , so  ist  auch  jjj|  : ^ Hieraus  folgt 

o'b'  c'b'  c'b'  a'b'  . , ,fl'b'  .c'b' 

3r  : 7F  = W : W>  uUu  durcl*  M““p'lc“tlon  (^)*  = (tf)*. 

also  auch  fl'b'  : n'b'  = t'b'  : c'b'  d.  h.  fl',  b',  c',  b'  und  folglich 
siud  auch  a,  b,  (,  6 harmonisch  liegende  Punkte. 

ß.  Sind  die  Strahlcnbüschel  23  und  23'  in  Beziehung  auf  die 
Strahlen  a und  0 und  V,  c und  d,  d und  d’  projectivisch,  und 
legt  inan  durch  den  ersten  Büschel  die  Gerade  A,  welche  die 
Strahlen  desselben  respeclive  in  den  Punkten  fl,  b.  t,  b schneidet, 
durch  den  Büschel  li'  aber  die  Gerade  A\  welche  die  Strahlen 
desselben  respective  in  den  Punkten  b',  c',  b'  schneidet,  so  sind 
auch  die  Geradcu  A und  A'  nach  den  Punkten  a und  fl',  b und  b', 
C und  c',  b und  b'  projectivisch.  Sind  nun  nach  die  Strahlenhü- 
schel  23  und  23'  nach  den  Strahlen  a und  d,  i und  V,  c und  a, 
d und  d'  projectivisch,  so  sind  auch  die  Geraden  A und  A'  nach 
den  Punkten  fl  und  c',  b und  b’,  c und  a',  b und  b'  projectivisch. 
Hieraus  folgt  nach  {aj,  dass  die  Punkte  fl,  b,  C,  b und  a',  b',  c',  b' 
zwei  Gruppen  harmonisch  liegender  Punkte  bilden;  folglich  sind 
auch  die  Strahlen  a,  6,  c,  d,  so  wie  V,  d,  d’  harmonisch  Be- 
ende Strahlen. 

L Lehrsätze.  «.  I)ic  Endpunkte  einer  jeden  Diagonale  eines  voll- 
ständigen Yierseits  bilden  mit  den  Durcbschnitts- 
punkten  dieser  Diagouale  und  der  beiden  anderen 
Diagonalen  des  Vierseits  vier  harmonisch  liegende 
Punkte,  und  zwar  sind  die  beiden  ersteren  und  die 
beiden  letzteren  Punkte  harmonisch  zugeordnete 
Punkte. 

ß.  Je  zwei  gegenüberstehende  Seiten  eines  vollstän- 
digen Vierecks  bilden  mit  den  Verbindungslinien 
des  Durchschnittspunktes  dieser  beiden  Seiten  und 
der  Durcbschnitlspunktc  der  beiden  anderen  Paare 
gegenüberstehender  Seiten  des  vollständigen  Vier- 
ecks harmonisch  liegende  Strahlen  und  zwar  sind 
die  beiden  ersteren  Seiten  und  die  beiden  letzteren 
Verbindungslinien  harmonisch  zugeordnete  Gerade. 
Beweise  o.  Betrachtet  inan  in  dein  Vierseit  I II  III  IV  (Taf.  II. 
Fig.  1.)  die  beiden  Diagonalen  it  b ( b und  a'  b'  c'  b',  so  sind  sie 
nach  den  Punkten  A und  fl',  b und  b',  t und  t',  b und  b'  perspeciivisch, 
weil  sic  ihren  pcrspectivischen  Mittelpunkt  in  23  haben.  Dieselben 
Diagonalen  sind  aber  auch  nach  den  Punkten  fl  und  (',  b und  b', 
t und  fl',  b und  b'  perspeciivisch , weil  sic  für  diesen  Fall  ihren 
pcrspeclivisehen  Mittelpunkt  in  23'  haben;  folglich  sind  n,  b,  c,  b 
und  a',  b',  b'  harmonisch  liegende  Punkte  (1.  «.).  Auf  dieselbe 
Weise  Hisst  sich  aber  der  Satz  auch  für  die  dritte  Diugonale  be- 
weisen. 


ß.  Betrachtet  man  in  dem  Viereck  I II  III  IV  (Tnf.  II.  Fig.  2.) 
die  bitrahlenhüschel  n 6 c d uud  a'  Id  d d\  so  sind  sie  nach  den 
Strahlen  a und  a',  t>  und  !>',  c und  d,  d und  d'  perspei  livisch, 
weil  sic  ihren  perspcclivischen  Durchschnitt  in  A haben.  Dieselben 
Struhlenbüschel  sind  aber  auch  perspeciivisch  nach  den  Strahlen  a 
und  d,  0 und  c und  d uud  d\  denn  sie  haben  für  diesen 
Fall  ihren  pcrspeclivisehen  Durchschnitt  in  A’\  folglich  sind  die 
Strahlen  a,  0,  c,  d uud  a\  Id,  d,  d'  harmonisch  liegende  Strah- 
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len  (1.  ß.).  Ebenso  lässt  sich  dies  für  das  dritto  Seitenpaar  be- 
weisen. 

Anmerkung.  Der  unter  (I)  mitgetheilte  Satz  dürfte  um  so  bc- 
merkenswertber  sein,  da  er  ganz  allgemein  das  Verhältnis;  angiebt, 
welches  den  harmonisch  liegenden  Punkten  und  Geraden  in  Be- 
ziehung auf  die  projectivischen  Punkte  und  Strahlcnbüschel  zu- 
kommt.  Er  führt,  wie  wir  gesehen,  zum  einfachsten  Beweise  des 
Lehrsatzes '(2)  und  weist  diesem,  welcher  in  der  neueren  Geometrie 
eine  so  bedeutende  Rolle  spielt  ? seine  eigentliche  Stelle  in  der 
letzteren  an. 


XXIV. 

Von  der  Projection  der  Figuren  in  einer  und 
derselben  Ebene. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Rädel I 

zu  Berlin. 


Poncclet  hat  in  seinem  berühmten  Werke  Propridtds  pro- 

t‘  ectives  des  iigures  nach  Mongc’s  Vorgang  die  Projection  der 
iguren  dazu  angewandt,  unregelmässige  Figuren  auf  regelmässige 
zurückzufiihren  und  die  Eigenschaften  der  erstcren  aus  den  leichter 
zu  entwickelnden  Eigenschaften  der  letzteren  abzuleitcn,  indem  er 
z.  B.  aus  den  Ecken  einer  beliebigen  geradlinigten  Figur  nach  ir- 
gend einem  Punkte  ausserhalb  der  Ebene  gerade  Linien  zieht,  die 
dadurch  entstandene  Pyramide  durch  eine  neue  Ebene  dergestalt 
schneidet,  dass  der  Schnitt  eine  einfaehere  Figur  wird,  als  die 
ursprüngliche,  und  nun  die  Beziehungen  dieses  Vielecks  aus  den 
Eigenschaften  des  Durchschnitts  ableitet.  Wie  man  sieht,  werden 
hiedurch  stcreometrische  Betrachtungen  eingeführt,  welche  der  ur- 
sprünglichen Figur  und  ihren  Eigenschaften  an  und  für  Bich  fremd 
sind,  und  es  schien  mir  nicht  uninteressant  zu  untersuchen,  ob  der 
Durchgang  durch  die  Stereometrie  nicht  ganz  und  gar  vermieden 
werden  konnte.  Die  Möglichkeit  ergab  sich  daraus,  dass  die  zu  pro- 
jicirende  Ebene  und  die  Projectionsebene  jeden  beliebigen  Winkel 
mit  einander  bilden  können  und  dass  man  dieselben  aiso  nur  um 
ihren  Durchschnitt  zu  drehen  hat,  bis  beide  Ebenen  auf  einander 
fallen.  — ln  der  Tbnt  habe  ich  meinen  Zweck  auf  einfachem 
Wege  erreicht  und  Resultate  gewonnen,  deren  Entwickelung  ich, 
wenu  sie  auch  nicht  neu  sind,  wenigstens  noch  nirgends  so  elementar 
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gelesen  habe.  Da  sich  dieser  Theil  der  Geometrie  überdies  von  der 
Geometrie  unserer  Zeit  ganz  absondern  lässt  und  in  seinen  Be- 
trachtungen eben  so  einfach  ist,  als  diese  letztere,  so  halte  ich  ihn 
um  so  mehr  für  geeignet,  hier  mitgetheilt  zu  werden,  als  sich  da- 
durch mancher  Lehrer  bewogen  fühlen  dürfte,  vermittelst  desselben 
seine  Schüler  mit  den  hauptsächlichsten  Resultaten  der  neueren 
Geometrie  bekaunt  zu  machen.  Man  begreift  leiebt,  dass  sich  nicht 
alle  Anwendungen  dieser  Lehre  hier  ausgeführt  finden,  der  Selbst- 
lernenden willen  glaubte  ich  aber  in  der  Eotwickelung  der  Prinzi- 
pien etwas  ausführlicher  sein  zu  dürfen. 

Von  der  Projection  der  geradlinigten  Figuren. 

1.  Erklärung.  Wenn  irgend  eine  vielseitige  Figur  a b c b 
dergestalt  gezeichnet  ist,  dass  ihre  Ecken  io  den  Strahlen  eines 
StralilcnbUschcls  a b c d zu  liegen  kommen,  so  sagt  man,  die  Fi- 

fur  und  der  Strnblcnbiischel  liegen  perspectivisch  und  jede 
cke  der  Figur  entspreche  demjenigen  Strahl,  in  welchem  sie  liegt, 
jede  Seite  der  Figur  aber  demjenigen  Winkel,  welchen  die  durch 
ihre  Endpunkte  gehenden  Strahlen  des  StrahlenbUschels  mit  einander 
bilden,  in  Tnf.  11.  Fig.  3.  entsprechen  sich  also  a und  a,  b und  b, 
r und  c,  b und  d\  so  wie  ob  und  L.(ob),  ac  und  l_  (ac),  ab  und 
L(nd),  bc  und  L(dc),  bb  und  L(bd),  cb  und  L (cd)  perspec- 
tivisch. 

2.  Aufgabe.  Es  sind  drei  Strahlen  eines  Strnhlenbüscbels  und 
ein  Dreieck  gegeben,  mau  soll  beide  Figuren  in 
perspectivischc  Lage  bringen , dergestalt,  dass  je- 
dem gegebenen  Strahle  eine  gegebene  Ecke  des 
Dreiecks  entspricht. 

Analyse.  IstTaf.  II.  Fig.3.  a,  b,  c der  Strahlenbüschel  und  a b c 
das  Dreieck,  sind  n und  a,  b und  b,  c und  c entsprechende  Stücke, 
JE  aber  derjenige  Punkt,  von  welchem  aus  die  nach  n,  b,  c gezoge- 
nen Strahlen  einen  dein  et,  b,  c congruenteu  Strahlenbüschel  bil- 
den, so  muss  JE  1,  in  der  Peripherie  eines  Kreises  liegen,  welcher 
über  der  Sehne  ab  einen  Pcriphericwinkel  gleich  [_  (<*A)  hat  und 
2,  in  der  Peripherie  eines  anderen  Kreises,  welcher  über  der  Sehne 
OC  einen  Pcriphericwinkel  gleich  [_  (ac)  hat.  Demnach  wird  JE 
also  iin  Durchschnittspunkte  beider  Kreise  liegen. 

3.  Zusätze,  a.  Jedes  beliebige  Dreieck  kann  mit  jeden  be- 
liebigen drei  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  perspectivisch  gelegt 
werden  und  zwar  so,  dass  jeder  beliebige  Strahl  des  Strahlenbü- 
schcls  jeder  beliebigen  Ecke  des  Dreiecks  entspricht,  aber  nur  auf 
eine  einzige  Weise.  \ 

b.  Eine  mehrseitige  Figur  lässt  sich  nur  unter  besonderen 
Bedingungen  mit  den  Strahlen  des  Strahlenbüschels  pcrspcetivisch 
legen  und  zwar  auch  in  diesem  Falle  nur  auf  eine  einzige  Art. 

c.  Zwei  Dreiecke  (oder  zwei  mehrseitige  Figuren)  können  nur 
auf  zwei  verschiedene  Arten  mit  den  Strahlen  des  Strahlenbüschels 
perspectivisch  gelegt  werden , wenn  jeder  Strahl  des  Strablen- 
büschels  einer  gegebenen  Ecke  entsprechen  soll;  und  zwar  einmal 
so,  dass  beide  Dreiecke  (oder  mehrseitige  Figuren)  entweder  auf 
derselben  Seile  des  Durchschnittspunktes  der  Strahlen  oder  auf 
verschiedenen  Seiten  desselben  liegen. 

4.  Erklärung.  Liegen  zwei  Dreiecke  mit  ein  und  dcmsel- 
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ben  Strahlenbüscbel  perspectivisch , so  sagt  man , die  Dreiecke  lie- 
get! unter  sieb  perspectivisch;  betrachtet  die  drei  Ecken  des 
einen  Dreiecks  als  Projectionen  der  drei  Ecken  dps  anderen, 
und  die  drei  Seiten  des  einen  Dreiecks  als  Projectionen  der 
drei  Seiten  des  anderen  Dreiecks.  Den  Mittelpunkt  des  Strahlen^ 
büscheis  nennt  man  den  Anfangspunkt  der  Projection. 

5.  Lehrsatz.  Liegen  zwei  Dreiecke  perspectiv isch , so  liegen 

die  Durchschnittspunkte  ihrer  entsprechenden  Sei- 
ten in  einer  und  derselben  Geraden. 

Beweis.  Sind  (Taf.  II.  Fig.  4.)  a b c und  «'  b'  c'  die  beiden 
Dreiecke,  welche  dergestalt  liegen,  dass  an’,  bb',  cc'  sich  in  dem 
Punkte  23  schneiden,  so  sollen  y,  ß,  a als  respective  Durchschnite 
von  ab  und  a'b',  ac  und  a'c',  bc  und  bV  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegen. 

Man  ziehe  durch  b ba"  parallel  mit  b'a'  und  bc'  parallel  mit 
b'c',  verbinde  a"  mit  c"  und  verlängere  diese  Verbindungslinie,  so 
wie  ac,  bis  sie  sich  in  ß'  schneiden,  ziehe  endlich  bß’.  Es  verhält 
sich  nun 

23b  : 25b'  = ba'  : b'c'  = ba"  : bc"  und  da  überdies  vermöge 
der  Parallelität  a" bc"  = L a'b'c',  so  ist  auch  a"c"  r^r  a'c'.  Weil 
nun  bc"  c'«  und  c"b  zfr  l'ß,  sn  verhält  sich 

cc"  : cc'=cb  -:  co  = cb  : cß , also  sind  die  Scheiteldreiecke 
beß  und  aeß  ähnlich,  mithin  bß'  uß.  Ebenso  ist  b/S'  ^ ay  und 
folglich  liegen  o,  ß,  y in  einer  und  derselben  Geraden.  • 

6.  Lehrsatz.  Liegen  zwei  Dreiecke  in  einer  Ebene  dergestalt, 

dass  die  drei  Durcbschnittspuukte  der  Seiten  des 
eiucn  Dreiecks  mit  den  Seiten  des  anderen  Drei- 
ecks in  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  so 
liegen  die  Dreiecke  perspcctivisck;  je  zwei  und 
■ - zwei  Seiten,  welche  einen  Durchscbnittspunkt 

bilden , sind  entsprechende  Seiten  und  ihre  End- 
punkte entsprechende  Ecken. 

Der  Beweis  ergiebt  sieb  sehr  leicht  aus  der  Umkehrung  des 
vorhergehenden. 

7.  Erklärung.  Die  Gerade,  in  welcher  die  Durchschuitts- 
punkte  der  entsprechenden  Seiten  zweier  perspectivisch  hegenden 
Dreiecke  liegen,  ueuut  mau  den  Durchschnitt  der  Projection. 

8.  Zusätze,  a.  Ein  Projcctionssystem  ist  festgestellt  1,  durch 
zwei  perspectivisch  liegende  Dreiecke,  2,  durch  drei  Strahlen  eines 
Strahlenbüscbcls,  zwei  ursprüngliche  Punkte  mit  ihren  Projections- 
pnukten  und  die  Richtung  des  Durchschnitts  der  Projection,  3,  durch 
den  Anfangspunkt  der  Projection,  den  Durchschnitt  derselben  und 
einen  ursprünglichen  Punkt  nebst  seinem  Projectionspunkte. 

h.  Sind  in  Taf.  II.  Fig.  4.  in  drei  Strahlen  «,  6 und  c eines 
Strablenbüschels  beziehlich  drei  Punkte  a,  b und  t als  ursprüngliche 
und  drei  andere  a'  b'  und  t'  als  Projectionspunkte  gegeben . so 
kuun  man  dies  als  ein  Projectionssystem  anschon,  indem  mau  ab 
und  a'b'  so  wie  ac  und  a'c  bis  zu  den  Durchschnittspunkteu  y und 
ß verlängert  und  durch  die  Punkte  y und  ß den  Durchschnitt  sl  der 
Projection  legt.  Zu  jedem  neuen  Punkte  b in  irgend  einem  Strahle 
d des  Strablenbüschels  lindet  man  dann  den  Projectionspunkt,  in- 
dem man  b mit  einem  der  ursprünglichen  Punkte  z.  B.  a verbin- 
det, die  Verbindungslinie  ba  bis  zürn  Durchschnitt  der  Projection 
verlängert,  diesen  Durcbschnittspunkt  d mit  dem  Projectionspunkte 
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o'  des  ursprünglichen  Punktes  a verbindet  und  die  Verbindungslinie 
bis  zum  Durchschnitt  mit  dem  Strahl  d verlängert.  Dieser  Durch- 
schnittspunkt b'  ist  alsdann  der  Projectionspunkt  des  gegebenen 
Punktes  b. 

Anmerkung.  Wäre  die  Linie  da'  parallel  dem  Strahle  d,  so 
würde  daraus  hervorgehen,  dass  der  Punkt  b keinen  Projections- 
punkt hat,  oder  dass  für  das  zu  Grunde  liegende  Projectionssyslem, 
wie  man  zu  sagen  pflegt,  der  Projectionspunkt  von  b im  Unend- 
lichen liegt. 

e.  ln  einem  jeden  fcstgesteHten  Projectionssvsteme  hat  jeder 
gegebene  Punkt  nur  einen  einzigen  Projectionspunkt,  welcher  mit 
llim  in  demselben  Strahle  liegt.  Jeder  Punkt  des  Durchschnitts  der 
Projection  aber  ist  zugleich  sein  eigener -Projectionspunkt;  so  wie 
jeder  Strahl  der  Richtung  nach  sein  eigener  Projectionsstrahl  ist. 

d.  Betrachtet  man  in  einem  Projectionssysteme  die  Projections-  , 
punkte  als  ursprüngliche  Punkte,  so  sind  die  ursprünglichen  Punkte 
die  Projectionspunktc  dieser  letzteren. 

e.  Alle  Projectionspunktc  der  Punkte  einer  und  derselben  Ge- 
raden bilden  gleichfalls  eine  Gerade,  und  umgekehrt:  liegen  die 
Projcctionspunkte  mehrerer  Punkte  in  einer  Geraden,  so  liegen  die 
Punkte  selbst  in  einer  Geraden. 

f Um  eine  Gerade  zu  projiciren  hat  man  nur  zwei  beliebige 
Punkte  derselben  zu  projiciren  und  diese  Projectionspunktc  mit 
einander  zu  verbinden. 

g.  Kinc  Gerudc  und  ihre  Projection  werden  durch  jeden  durch 
den  Anfangspunkt  der  Projection  gehenden  Strahl  dergestalt  ge- 
schnitten, dass  der  Durchschnittspunkt  der  erstcren  den  Durch- 
schnittspunkt der  letzteren  zur  Projection  hat. 

9.  Zusätze,  a.  Die  Projectionspunktc  von  vier  harmonisch 
liegenden  Punkten  sind  wiederum  vier  harmonisch  liegende  Punkte. 

b.  Projicirt  man  vier  harmonisch  liegende  Punkte  dergestalt, 
dass  die  Projection  eines  dieser  Punkte  in  die  Mitte  der  beiden 
anderen  einuuder  harmonisch  zugeordneten  Punkte  fällt,  so  fällt 
die  Projection  des  vierten  Punktes  ins  Unendliche. 

c.  Projicirt  man  vier  harmonisch  liegende  Punkte  dergestalt, 
dass  die  Projection  eines  dieser  Punkte  ins  Unendliche  fällt,  so 
fällt  die  Projection  des  demselben  harmonisch  zugeordneten  Punk- 
tes in  die  Mitte  der  Projection  der  beiden  audereu  Punkte. 

d.  Lassen  sich  vier  Punkte  einer  Geraden  dergestalt  projici- 
ren , dass  die  Projection  des  einen  derselben  in  die  Mitte  der  Pro- 
jectionen  zweier  anderen  und  die  Projection  des  vierten  Punktes 
ms  Unendliche  fällt,  so  sind  die  vier  ursprünglichen  Punkte  harmo- 
nisch liegende  Punkte,  und  der  erste  und  vierte,  so  wie  der  zweite 
und  dritte  Punkt  sind  einander  harmonisch  zugeordnet. 

10.  Lehrsatz.  Der  Durchschnittspunkt  zweier  Projectionsgera- 
den  ist  der  Projectionspunkt  des  Durchschnitts- 
punktes der  beiden  projicirten  Geraden. 

Beweis.  Ist  n'b'  die  Projection  von  ab  und  t'b'  die  Projec- 
tion von  cb,  so  ist  t'  der  Projectionspunkt  irgend  eines  Punktes 
sowohl  der  Geraden  ab  als  auch  der  Geraden  cb , weil  er  in  a'b' 
und  c'b'  liegt,  folglich  ist  t'  der  Projectionspunkt  von  e als  Durch- 
schnittspunkt von  ab  und  cb. 

11.  Zusätze,  a.  Schneiden  sich  drei  oder  mehrere  Geraden 
iD  einem  einzigen  Punkte,  so  schneiden  sich  ihre  Projectionen 
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fleichfalls  io  einem  einzigen  Punkte  und  umgekehrt:  schneiden  sich 
ie  Projectionen  dreier  oder  mehrerer  Geraden  in  einem  einzi- 
gen Punkte,  so  schneiden  sich  die  Geraden  selbst  in  einem  ein- 
zigen Punkte. 

b.  Die  Projectionen  von  vier  harmonisch  liegenden  Geraden 
sind  gleichfalls  vier  harmonisch  liegende  Geraden  und  umgekehrt: 
liegen  die  Projectionen  von  vier  Geraden  harmonisch,  so  liegen  die 
Geraden  seihst  harmonisch. 

c.  Projicirt  man  vier  harmonisch  liegende  Geraden  dergestalt, 
dass  die  Projectionen  irgend  zweier  einunder  harmonisch  zugeord- 
neten Geraden  auf  einander  senkrecht  zu  stehen  kommen,  so  bilden 
die  Projectionen  der  beiden  anderen  Geraden  mit  jeder  Projeetion 
der  beiden  erstcren  gleiche  Winkel. 

il.  Projicirt  man  vier  harmonisch  liegende  Geraden  dergestalt, 
dass  die  Projectionen  irgend  zweier  einander  harmonisch  zugeord- 
neter Geraden  mit  den  Projectionen  der  beiden  anderen  Geraden 
gleiche  Winkel  bilden,  so  stehen  die  Projectionen  der  beiden  er- 
steren  Geroden  auf  einander  senkrecht. 

e.  Lassen  sich  vier  Strahlen  eines  Strahlcnhiischels  dergestalt 
projiciren,  dass  die  Projectionen  zweier  derselben  auf  einander 
senkrecht  stehen,  und  die  Projectionen  der  beiden  anderen  Geraden 
mit  denen  der  beiden  ersteren  gleiche  Winkel  bilden,  so  sind  es 
vier  harmonisch  liegende  Strahlen , und  die  beiden  ersten  und  die 
beiden  letzten  sind  einander  harmonisch  zugeordnet. 

12.  Aufgabe.  In  einem  beliebigen  Strahl  eines  gegebenen  Pro- 
jectionssystems  denjenigen  Punkt  zu  linden,  des- 
sen Projeetion  im  Unendlichen  liegt. 

Analyse.  Ist  Taf.  II.  Eig.5.  das  gegebene  Projectionssystem,  b 
der  gewählte  Strahl  und  p derjenige  Punkt  desselben,  dessen  Projec- 
tion  im  Unendlichen  liegen  soll,  so  muss,  wenn  man  ra  dergestalt 
verlängert,  dass  es  A in  t)  schneidet  und  durch  t)  und  a'  die  Linie 
])'  zieht,  diese  Linie  mit  b parallel  sein.  Da  nun  der  Punkt  <t'  mit 
dem  Projectionssystem  gegeben  ist,  so  ist  hierdurch  die  Richtung 
von  ))',  so  wie  auch  die  von  tja  mit  bestimmt,  folglich  auch  der 
Punkt  p. 

Zusatz.  In  einem  jeden  gegebenen  Projcctionssysteme  existirt 
für  jeden  Strahl  ein  Punkt,  dessen  Projeetion  im  Unendlichen  liegt. 

13.  Lehrsatz.  Liegen  die  Projectionen  zweier  Punkte  einer 
Geraden  im  Unendlichen,  so  liegt  die  Projec- 
lion  eines  jeden  anderen  Punktes  dieser  Gera- 
den gleichfalls  im  Unendlichen. 

Beweis.  Liegen  die  Projectionen  zweier  Punkte  einer  Ge- 
raden im  Unendlichen,  so  liegt  die  Verbindungslinie  dieser  beiden 
Projectionen  ihrer  ganzen  Richtung  nach  im  Unendlichen,  weil  sie 
nicht  durch  den  Anfangspunkt  des  Projectionssystems  gehen  kann. 
Es  wird  folglich  auch  jeder  Punkt  der  ursprünglichen  Geraden 
seine  Projeetion  im  Unendlichen  haben,  weil  diese  sich  in  einer 
Geraden  befindet,  die  ihrer  ganzen  Richtung  nach  im  Unendlichen 
liegt. 

Zusatz.  Liegen  die  Projectionen  dreier  oder  mehrerer  Punkte 
eines  Projectionssystems  im  Unendlichen,  so  liegen  die  Punkte 
selbst  in  einer  und  derselben  Geraden. 

14.  Aufgabe,  ln  einem  gegebenen  ProjectionssyBteme  dieje- 
nige Gerade  zu  construiren,  deren  Projeetion  im  Unendlichen  liegt. 
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Analyse.  Ist  (T»f.  II.  Fig.  5.1  yro  die  verlangte  Gerade,  so 
müssen  die  Projectionen  von  y und  ro  im  Unendlichen  liegen  und 
ist  dieses  der  Fall,  so  hat  jeder  Punkt  von  yro  seine  Projection 
im  Unendlichen.  Hieraus  bestimmt  sich  ym  nach  (12.). 

Zusatz,  ln  einem  jeden  gegebenen  Projectionssysteme  giebt 
es  eine  und  zwar  nur  eine  einzige  Gerade,  parallel  mit  dem  Durch- 
schnitte der  Projection,  deren  Projection  im  Unendlichen  liegt. 

15.  Aufgabe,  ln  einem  Projectionssysteme  ist  die  Richtung 
des  Durchschnitts  unbestimmt  gelassen,  man  soll  denselben  so  be- 
stimmen, dass  die  Projection  eines  gegebenen  Punktes  im  Unend- 
lichen liegt. 

Analyse.  Ist  Taf.  II.  Fig.  5.  das  gegebene  Projectionssystem, 
sind  ab  und  a'b'  bis  zum  Durclischnittspunkt  y verlängert,  so  muss 
der  gesuchte  Durchschnitt  der  Projection  A durch  y gehen.  Ist  ferner 
y der  Punkt,  dessen  Projection  im  Unendlichen  liegen  soll,  zieht 
man  ya , verlängert  ya  bis  zum  Durchschnitt  y mit  A und  verbin- 
det endlich  t)  mit  a',  so  muss  diese  Verbindungslinie  ))'  parallel 
mit  dem  Strahle  b sein,  in  welchem  ))'  liegt.  Hierdurch  ist  zu- 
nächst die  Lage  von  }j'  und  dann  vermittelst  des  Durchschnitts 
derselben  mit  ya  ein  zweiter  Punkt  t)  bestimmt,  durch  welchen  die 
Gerade  A gleichfalls  gehen  muss. 

16.  Zusätze,  a.  ln  jedem  Projectionssysteme,  in  welchem  die 
Richtung  des  Durchschnitts  unbestimmt  gelassen  ist,  lasst  sich  diese 
Richtung  immer,  uher  nur  auf  eine  eiuzige  Weise  dergestalt  be- 
stimmen, dass  die  Projection  eines  beliebig  gegebenen  Punktes  im 
Unendlichen  liegt. 

b.  ln  einem  jeden  Projectionssysteme,  in  welchem  die  Rich- 
tung des  Durchschnitts  der  Projection  unbestimmt  gelassen  ist, 
kunu  man  diese  Richtung  immer,  aber  nur  aut"  eine  einzige  Weise 
dergestalt  bestimmen,  dass  die  Projectionen  zweier  gegebenen  Ge- 
raden parallel  sind , indem  man  die  Projection  des  Durchschnitts 
dieser  Geraden  ins  Unendliche  fallen  lässt. 

c.  Schneiden  sich  drei  oder  mehrere  Gerade«  in  einem  einzi- 

gen Punkte  und  sind  die  Projectionen  zweier  derselben  parallel, 
so  sind  die  Projectiooeu  aller  parallel.  s, 

d.  Sind  die  Projectionen  dreier  oder  mehrerer  Geraden  in  ir- 
gend einem  Projectionssysteme  parallel , so  schneiden  tgeh  diese 
Geraden  in  einem  einzigen  Punkte. 

17.  Aufgabe.  In  einem  Projectionssysteme  den  Durcli8Cl|nllt 

der  Projection  dergestalt  zu  bestimmen,  dass  die  Projection  einer 
gegebenen  Geraden  im  Unendlichen  liegt.  * , 

Analyse.  IstTaf.lI.  Fig.5.  das  gegebene  Projectionssystem’. a 
die  Projection  von  a,  und  ym.  diejenige  Linie,  deren  Projection  P 
Unendlichen  liegen  soll,  A endlich  die  verlangte  noch  unbekannt 
Lage  des  Durchschnitts,  so  muss  der  Durchschnittspunkt  von  y, 
und  die  Parallele  aus  a'  mit  dem  Strahl  6 in  A liegen;  ebenso 
muss  der  Durchschnittspunkt  von  roa  und  die  Parallele  aus  a'  mit 
dem  Strahle  c in  ,/  liegen.  Da  nun  die  Lage  beider  Parallelen, 
so  wie  die  der  Verbindungslinien  ya  und  roa  als  bekannt  ange- 
nommen werden  können,  so  lässt  sich  auch  die  Lage  von  A be-  \ 
stimmen. 

Anmerkung.  Schneiden  sich  ya  und  die  Parallele  aus  a' 
mit  dem  Strahle  6 in  y',  so  kann  man  die  Lage  von  A auch  da- 
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durch  bestimmen,  dass  man  durch  f eine  Parallele  durch  pro  zieht 
(14.  Zusatz.). 

18.  Zusätze,  a.  Ist  in  einem  Projectionssysteme  die  Lage 
des  Durchschnitts  der  Projection  unbestimmt  gelassen,  so  kann 
man  dieselbe  immer,  aber  nur  auf  eine  einzige  Weise  dergestalt 
bestimmen,  dass  die  Projection  einer  beliebig  gegebenen  Geraden 
ins  Unendliche  fällt. 

I.  ist  in  einem  Projectionssysteme  die  Lage  des  Durchschnitts 
unbestimmt  gelassen,  so  kann  man  dieselbe  immer,  aber  nur  auf 
eine  einzige  Weise  dergestalt  bestimmen,  dass  die  Projection  eines 
beliebig  gegebenen  Vierecks  ein  Parallelogramm  wird , indem  man 
die  Projection  der  Durchschnittspunkte  der  gegeniiberstebendeu  Sei- 
ten des  Vierecks  ins  Unendliche  fallen  lässt. 

Als  Anwendung  dieser  Theorie  mögen  vorläufig  folgende  Bei- 
spiele dienen. 

Lehrsatz  1.  Die  Endpunkte  einer  jeden  Diagonale  eines  voll- 
ständigen Vierseits  bilden  mit  den  Durchscbnitts- 
punkten  dieser  Diagonale  und  der  beiden  ande- 
ren Diagonalen  des  Vierseits  vier  harmonisch  lie- 
gende Punkte,  und  zwar  sind  die  beiden  ersteren 
und  die  beiden  letzteren  harmonisch  zugeordnete 
Punkte. 

Beweis.  Man  projicire  (Taf.  II.  Fig.  1.)  das  vollständige  Viereck 
I 11  Hl  IV  dergestalt,  dass  die  Projection  vou  33a’  58V  ein 
Parallelogramm  wird.  Alsdann  fällt  die  Projection  von  b' 
in  die  Mitte  von  5833',  die  Projection  von  b aber  zugleich 
mit  den  Projectionen  vou  a und  c ins  Unendliche,  folglich 
sind  33,  b',  58,  'b  in  angegebener  Reihenfolge  harmonisch 
liegende  Paukte  (9.  Zusatz  d.). 

Lehrsatz  2.  Je  zwei  gegenüberstehende  Seiten  eines  vollstän- 
digen Vierecks  bilden  mit  den  Verbindungslinien 
des  Durchsrhnittspunktcs  dieser  beiden  Sditen  und 
der  Durcbschnittspunktc  der  beiden  anderen  Paare 
gegenüberstehender  Seiten  das  vollständigen  Vier- 
ecks harmonisch  liegende  Strahlen  und  zwar  sind 
die  beiden  ersteren  Seiten  und  die  beiden  letzte- 
ren Verbindungslinien  harmonisch  zugeordnete 
Strahlen. 

Beweis.  Man  projicire  das  Viereck  1 II  III  IV  (Taf.  II.  Fig.  2.) 
dergestalt,  dass  seine  Projection  ein  Parallelogramm  wird,  alsdann 
fällt  die  Projection  voti  a in  die  Mitte  der  Projection  von  II  und 
III,  weil  die  Projection  von  aft  durch  den  Durchscbnittspunkt  der 
Diagonalen  des  projicirten  Parallelogramms  gehen  muss.  Die  Pro- 
jection von  y fällt  aber  ins  Unendliche,  folglich  sind  II,  a,  III,  y 
in  der  angegebenen  Reihenfolge  harmonisch  liegende  Punkte  (9. 
Zusatz  d),  und  mithin  auch  a,  6,  c,  d harmonisch  liegende  Strahlen 
und  zwar  so,  dass  a dem  c und  b dem  d zugeordnet  sind. 

Lehrsatz  3.  Werden  zwei  Geraden  von  drei  oder  mehreren 
’ Strahlen  eines  Strahlenbüscbels  geschnitten  , und 

verbindet  man  die  wechselseitigen  Durchschnitts- 
punkte  mit  einander,  so  liegen  die  Durchscbnitts- 
puuktc  der  entsprechenden  Verbindungslinien  mit 
dem  Durcbschnittspunkte  der  beiden  Geraden  in 
einer  und  derselben  Geraden. 
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Beweis.  Sind  (Taf.  II.  Fig.  6.)  A und  A‘  die  beiden  Geraden,  a, 
b,  c die  Strahlen  des  Strnblenbüschels,  und  man  projicirt  die  Figur  der- 
gestalt, dass  accV  zur  Projection  ein  Parallelogramm  erhält,  so  wird 
auch  bb',  weil  es  mit  den  Strahlen  a und  c den  Punkt  -SB  gemeinschaft- 
lich hat,  zur  Projection  eine  Gerade  habeu , die  mit  aa'  parallel  ist 
(16.  Zusatz  c.).  Es  werden  folglich  die  Projectionen  von  a,  ß,  y als 
Durcbscbnittspunkte  der  Diagonalen  bei  Parallelogrammen  zwischen 
den  parallelen  Projectionen  von  <ic  und  o't'  gleichen  Abstand  haben, 
die  Projection  von  SB'  aber  wird  ins  Unendliche  fallen,  also  liegen 
die  Projectionen  von  a,  ß,  y und  18',  folglich  auch  a,  ß,  y und  58’ 
selbst  in  einer  und  derselben  Geraden  (8.  Zusatz  e.). 

Anmerkung.  Der  umgekehrte  Satz  lässt  sich  auf  ähnliche 
Weise  darthun. 

Lehrsatz  4.  Liegen  von  den  sechs  Eckeu  eines  Sechsecks  drei 
und  drei  abwechselnd  in  zwei  Geraden,  so  liegen 
die  drei  Durcbscbnittspunkte  je  zweier  gegen- 
überstebenden  Seiten  in  einer  und  derselben  Ge- 
raden. 

Beweis.  Ist  (Taf.  If.  Fig.  7.)  ABCDEF  das  in  Rede  stehende 
Sechseck,  in  welchem  A,  C,  E in  einer,  B,  D,  F in  einer  anderen 
Geroden  liegen,  so  projicire  man  dieses  Sechseck  in  abedt f derge- 
stalt, dass  ab  parallel  de  und  bc  parallel  ef  wird;  schneiden  sich 
nun  ace  und  bdf  in  k,  so  ist,  weil  ab  parallel  de  ist, 

/ca  : ke  = kb  : kd, 
und  weil  bc  parallel  ef  ist, 

ke  : kc  = kf  : kb, 

also 


' ka  : kc  = kf  : kd, 

folglich  cd  parallel  fa.  Es  liegen  also  die  Projectionen  der  drei 
Punkte  a,  ß,  y im  Unendlichen,  folglich  diese  Punkte  selbst  in  einer 
und  derselben  Geraden  (13.  Zusatz.). 

Lehrsatz  5.  Schneiden  sich  von  den  sechs  Seiten  eines  Secbs- 
scits  drei  und  drei  abwechselnd  in  zwei  Punkten, 
so  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien  der 
gegenüberstehenden  Ecken  in  einem  einzigen 
Punkte. 

Beweis.  Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  8.)  ABCDEF  Aas  gegebene  Scchs- 
seit,  in  welchem  sich  die  Seiten  1,  3,  5 im  Punkte  G und 
2,  4,  6 im  Punkte  //  schneiden.  Projicirt  man  nun  dies 
Secbsseit  dergestalt  in  abedef  dass  die  Projectionen  von 
G und  //  ins  Unendliche  fallen,  und  schneiden  sich  ad  und 
be  in  «,  so  ziehe  man  ic,  welche  die  de  in  k schneidet 
und  verbinde  c mit  f.  Weil  nun  de  parallel  ba  ist,  so 
verhält  sich 

cl  : Ib  cd  : ba, 
und,  weil  de  parallel  Ib  ist, 

lb  : md  = ba  : ma, 

also,  weil  überdies  noch  md  = cb  und  ma  = ef  ist,  auch 
cl : lb  = cd  : ef. 
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Non  ist  aber  de  parallel  ef,  also 

de  : ef  — kd  : ’ke, 

mithin 


kd  : ke  = cd  : ef, 

folglich  liegen  i,  e,  f in  einer  und  derselben  Geraden,  oder  ad, 
be  und  cf  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  i.  Da 
nun  diese  drei  Geraden  Projectionen  von  AD,  BE  und  CF  sind, 
so  schneiden  sich  auch  diese  in  einem  und  demselben  Punkte  I 
(11.  Zusatz  a.). 

(Diese  Betrachtungen  werden  späterhin  fortgesetzt  werden.) 


XXV. 

Bemerkungen  zu  dem  Aufsatze  III.  im  Archive 
der  Mathem.  und  Phys.  I.  Tüeii  I.  Heft. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Men  sing 

zu  Erfurt. 


Die  vom  Herrn  Professor  Dr.  Grunert  gegebene  Auflösung 
der  quadratischen  Gleichung  ist  zwar  sinnreich,  aber  nicht  die  kür- 
zeste. folgende  möchte  sich  in  dieser  Hinsicht  empfehlen. 

Heisse  die  quadratische  Gleichung 

x*  -I-  2 ux  — i’ “0 

so  sind  die  Wurzeln x’= — «-J-l/a’-J-Ä1  kleinere  Wurzel  positiv 
x"— — (o+l/or’-l-A’)  grössere  - negativ. 
Setze  tg  %>  = 4-  so  wird  ^=<v(^A^  — 1) 

2 sin  7»  sin  y cos  y sin  27»  sin  (p 

° cos  * cos  (f>  a cos  2y>  * cos  tp  ’ 

x'  — a tg  2y.  tg  s p = b tg  9 >, 

• 1} 
und  eben  so  x”— — — . 

l69 
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Diese  Gleichungen  tg  2y  =p  und  x'  — b . tg  gp  . ...  x"  = — — 

sind  gewiss  die  bequemsten,  welche  sich  auflinden  lassen. 

Es  folge  das  ira  Archive  berechnete  Beispiel.  Dafür  ist 

Ä=V/f8ls0tg2Sp  = |-=\/f  .£. 

Man  lasse  sich  nicht  verleiten,  den  letzten  Aosdruck  abzukür- 
zen; er  ist  so  am  besten,  wie  sich  gleich  ergeben  wird. 

log  A*  = 1,2006710  

• log  fi=  2,0631006-1 

:2I  log  * = 0,8624296-1  ~ ’ ' 

; ; ; ; log  b = 0,6003353 

\o  . log  y=  9.0054819  — 10 

: : log  tg  2 cp  = 10,4682500  - 10 2y  = 71 . 12.39,82 

; ; . log  tg  5p  = 9,8549589  — 10  y = 35 . 36 . 19,91 

: : log  oc?  zur  0,4552944  x>=  2,852952  . . . 

! log  — jr"  = 0,7453766  x"= — 5,563865  . . . 


Die  zweite  und  dritte  Zeile  werden  zuerst  hingescbrieben , nach 
oben  subtrahirt,  dieser  Rest  durch  2 dividirt,  wodurch  die  vierte 
Zeile  entsteht  u.  s.  w.  Wäre  * nicht  an  die  Stelle  wo  es  steht 
gebracht,  so  hätte  man  es  noch  einmal  schreiben  müssen,  deshalb 
ut  auch  der  Werth  von  tg  2<p  nicht  abgekürzt. 

Es  wird  kuum  zu  bemerken  nüthig  sein,  dass  für  die  Grund- 
gleichung 

.r*  — 2 ax  — b*  = 0, 

woraus  x1  also  die  grössere  Wurzel  positiv  wird 

und  x"  = = — b tg  y also  die  kleinere  Wurzel  negativ  wird, 
die  Aullösungsart  ganz  dieselbe  wie  oben  bleibt. 

Für  die  Grundgleichung  + 2 ax •+• b2  = 0 

erhält  man  x'  = — a -f-  V o1  — 

_ ■ beide  Wurzeln  negativ. 

x"  = — a — Va'—b' 


Hier  setzt  man  sin  2<p  = — , wodurch  x’= — 6 tg  <p  und  x"= — 
werden. 

Endlich  entstehen  aus  der  Grundgleicbung . ..  .x* — <lax-t-b*=A 


’ = «-|-l/fl’  — i’l 
’ — a — Va'  — b'J 


die  Wurzeln  ,3/ = « -1- l/«1 — 4’] 
x”: 


beide  Wurzeln  positiv 


welches  die  nämlichen,  jedoch  positive  Resultate  im  Vergleich  mit 
den  vorigen  gieht. 

Ich  habe  diese  Auflösung  überall  da  recht  nützlich  gefunden, 
wo  ich  geometrische  Aufgaben  dadurch  zu  lösen  hatte;  um  sie  aber 
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noch  brauchbarer  zu  machen,  wäre  es  sehr  bequem,  mit  den  trigo- 
nometrischen Funktionen  noch  die  Tangenten  für  die  halben  Win- 
kel gleich  neben  den  ganzen  zu  haben.  ... 


XXVI. 

Note  sur  les  Tables  Trigonom&riques. 

Par 

Mr.  C.  J.  D.  Hill, 

Prof,  des  inatb.  ä l'univcrsite  de  Lund. 


Lea  Tables  ordinaircs  ne  donncnt  que  sept  ddcimales.  Or  il  sc 
trouve  souvent  qu’on  a besoin  de  tnblea  plus  dtendues,  et  mdme 
qu’on  doute  de  i’exactitudc  d’un  chilTre  de  ccux,  qui  s’y  trouvent. 
Dans  ces  cas  les  formules  suivantes  seront  d’un  grand  usage. 

Soit  -T  le  rapport  de  la  circonfcrence  au  diametre,  et  y~ll“  15’ 
$ 

(ou  tp  = 0,125  d’apres  la  division  nouvelle)  et  tp  un  angle  donnd, 

dont  l’arc  correspondant  sc  (savoir  = ou  = ) eat  plua 

2?0O 

petit  que  T‘ä  fou  bien  ip  < 5°  37’  30"  = 0*0623). 

Cela  posd,  on  aura  le  sinus  de  tp,  ou 

Cette  formule  algdbrique  tres  simple  et  müme  rationelle  reprdsente 
la  fonction  sinus  (reputde  jusqu’ici  si  transccndante)  a un  dcgrd 
d’exactitude  remarquable,  puisque  on  trouve  en  employant  les  dd- 
veloppements  counus  que  la  correction  qu’il  faut  y appliquer  est 

environ  = iä^ööö  + et<;- 

On  peut  aussi  la  vdriQer  par  un  exemple  numrrique.  Rn  efiet, 
soit  4r=Q,l,  et  cette  formule  donueraSin  (0,1)=0, 0908331166168284, 
et  cette  vuleur  ne  diffcrera  de  la  valcur  juate  (trouvde  par  interpo- 
lation  ou  autrement)  que  de  deux  unitds  dans  la  dcrniere  place  dd- 
cimale.  Dans  les  limites  presentes  eile  donne  ainsi  quinze  chiffres 
exactcs.  En  y joignant  donc  les  formules  connues: 

S (ty-i~rp)=&rtp . CSp-\-Cry  . Stp  et  Cip=u&(y — tp)  = l/l — ( Stp )*, 
on  remplacera  les  tables  trigonomdtriques  a XV  ddcimales  complct- 
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tes  ct  a 5-100  nomkres  calculds  par  uoe  semblable  a buit  seuleraent, 
savoir  teile -ci: 


r 

Cos.  (ry) 

Sin.  (ry) 

i 

0,98078  52804  03230 

0,19509  03220  16128 

7 

2 

0,92387  95325  11287 

0,38268  34323  65090 

6 

3 

0,83146  96123  02545 

0,55557  02330  19602 

5 

4 

0,70710  67811  86548 

0,70710  67811  86548 

4 

Sin.  (r>) 

Cos.  (r’y) 

r 

Et  cd  y appliquant  les  formales  p rdeddentes , od  trouvera  le  sinus 
d’un  angle  quclcouque  a quinze  decimales  exactes. 

Ni  l’on  se  conteuteru  de  XIII  ddcimales,  on  employcra  cette 

formule  plus  simple  Cos. x=  =t  -r^- . (1  — dont  la  correctiou 

^ I 

est  = ■+"6Ö48ÜÖ‘  ^ang  une  »pproximation  plus  rüde  ou  se  con* 

tentera  des  formules  Sin.  x — x (1  — -j^)*  et  Cos.  =(1 — g-)T, 
qui  sont  plus  applicables  aux  Logaritkines.  La  formule  semblable 

Taug,  x — , , donne  cncore  sept  chiffrcs  exacts,  lorsque 

^ 15*^ 

x — 0J2  = I,  ou  ^°  = ll*  18'  36". 

Au  contraire,  si  les  fouctions  sont  donndes,  on  trouvera  l’arc 
enrrespondant  moyeunont  une  petite  fable  des  Logaritbmes  naturels 
(/,)  d’apres  la  formule 

Are.  Tang,  (x)  = 2 . (x  y ~ +)  — - ^ . L ~^==£x. 

Qu’on  demandc  p.  ex.  £ h XV  ebilTres  exacts: 

* , • .1 

Resol.  ^ = 0,027397'  260273:  9726 

{(i)*  =0,000000'  000102'  9503 
— $£^  = -0,013699'  487094:  0572 
Doncjt  Ji  = 0,013697'  773372:  866. 

Les  formules  algdbriques 

X 3024  -H  2352  ar»  + 204,8  x* 

— 8’  1U0S -t-  1120  x1  -f. 240  x* 
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et  Are  Sin  x = x.f  ■ 4 ^ --Hg  • ( ■■■— L-^r.  ■ 

uh|),£. 

E,  = (1  + l/y)*  et  P=  (1  - 

15 

so  nt  encore  tres  exactes,  puisque  les  corrcctions  sont  ■ &l  1 et 

+ 3SÖM-  La  f°rmule  ArC*  SiD-  X—T'  f4  ~*~W  V~ 

v k>-t 

est  plus  simple,  mais  eile  exige  une  correction  un  peu  plus  grantle 
(-t-  . x' -4-..).  Ndanmoios  eile  donne  Arc.Sin^OjlJzsOjlQDlöT'AäO, 

ou  il  manque  moins  qu’une  unite  decimalc  du  IX'  ordre. 


XXVII. 

Ueber  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  ver- 
schiedenen Arten,  auf  welche  sich  ein  weck 
durch  Diagonalen  in  lauter  /«ecke  zerlegen 
lässt,  mit  Bezug  auf  einige  Abhandlungen  der 
Herren  Lamd,  Rodrigues,  Binet,  Catalan 
und  Duhamel  in  dem  Journal  de  Mathemati- 
ques  pures  et  appliqudes,  publie  par  Joseph 
Liouvillc.  T.  III.  IV. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  den  Noris  Commentariis  Academiae  scientiarum  imperialis 
Petropolitanae.  T.  VII.  p.  203  findet  man  eine  Abhandlung  von  Segner, 
iu  welcher  derselbe  eine  recurrircndc  Auflösung  für  die  folgende,  nach 
seiner  eignen  Angabe  ihm  von  Euler  mitgetheilte  Aufgabe  giebt: 
TScU  L 13 
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Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten  zu  bestimmen, 
auf  welche  sich  ein  beliebiges  Vieleck  durch  Diagona- 
len in  Dreiecke  zerlegen  lässt. 

ln  dem  Summarium  Dissertationum , quas  continet  novorum 
C'ommentariorum  T.  VII.  wird  bei  der  Angabe  des  Inhalts  dieser 
Abhandlung  erinnert,  dass  a summo  quodam  Gcometra  c)  die  Be- 
merkung gemacht  worden  sei,  dass  die.  von  Segner  berechnete 
Tafel  nur  bis  zu  dein  Funfzchneck  richtig  sei,  und  zugleich  wird 
ohne  Beweis  eine  schöne,  von  demselben  grossen  Geometer  gefun- 
dene ganz  independente  Formel  zur  Auflösung  des  in  Rede  stehen- 
den Problems,  so  wie  auch  eine  bis  zum  Fiinfundzwnnzigeck  be- 
rechnete Tafel  mitgethcilt. 

In  neuester  Zeit  ist  diese  Aufgabe  von  den  Herren  Lamti, 
Rodrigucs.  Binet  und  Catnlnn,  so  wie  auch  in  gewisser  Be- 
ziehung von  Herrn  Duhamel,  wieder  aufgenommen,  und  die  Un- 
tersuchung vorzüglich  darauf  gerichtet  worden,  genügende  Beweise 
für  die  von  Euler  gegebene  ganz  independente  Auflösung  zu  fin- 
den, wobei  jedoch  nicht  unerwähnt  bleihcn  darf,  dass  die  Herren 
Binet  und  Gatulan  auf  ganz  verschiedenen  Wegen  auch  zu  einer 
bis  jetzt  noch  völlig  unbekannten  Relation  gelangt  siud.  Alle  die- 
sen Gegenstand  betreffende  Abhandlungen  findet  rann  in  dem  Jour- 
nal de  Mathematiques  pures  et  nppliquies,  publid  par  Joseph  Liou- 
ville.  T.  III.  et  IV. 

Der  vorliegende  Aufsatz  hat  nun  zunächst  den  Zweck,  die  ge- 
nannten Herren  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass,  was  denselben 
völlig  entgangen  zu  sein  scheint,  schon  eiu  älterer  trefflicher  Mathe- 
matiker, Nicolaus  Fuss,  in  den  Novis  Actis  Acndomiuc scientiarum 
imperialis  Pctropolitanae.  T.  IX.  p.  2-13.  eine  W’eit  allgemeinere  Auf- 
gabe, die  ihm  nach  seiner  eignen  Angabe  von  Johann  Friedrich 
Pf  aff  vorgelegt  worden  war,  augelöst  hat,  nämlich  die  Aufgabe: 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten  zu  bestimmen, 
auf  welche  sich  ein  »eck  durch  Diagonalen  in  lauter 
«necke  zerlegen  lässt. 

Die  von  Fuss  für  diese  allgemeinere  Aufgabe  gegebene  Auf- 
lösung, welche  ebenfalls  nur  recurrirend  zu  der  gesuchten  Grösse 
gelangt,  will  ich  jetzt  in  der  Kürze  mittheilen. 

Zuerst  ist  kiur,  dass  nicht  jedes  »eck  durch  Diagonalen  in 
lauter  «necke  getheilt  werden  kann,  sondern  dass,  wenu  dies  mög- 
lich sein  soll,  zwischen  den  Zahlen  » und  m eine  bestimmte  Re- 
lation Statt  linden  muss,  und  man  wird  sich  durch  eine  ganz  ein- 
fache Betrachtung  sqgleicli  überzeugen,  dass  nur  entweder  »=r«r, 
oder,  indem  X*  eine  beliebige  positive  gauzc  Zähl,  die  Null  einge- 
schlossen, bezeichnet, 

n — (m  — 1)  -+-  X (m  — 2)  — | - (**  — 1)  = (A-p-  2)  m — 2 (X-  -f-  1 ) 

sein  kann.  Aus  der  letzten  Formel  erhält  man  n=m  für  A= — 1, 
und  cs  kann  also  uur 

#s  = (X-t-2)  m — 2(4+1) 

sein,  für  X-  = — 1,  0,  1,  2,  3,  4 Setzt  man  A + 2z=i,  also 

A-t-l,==* — I,  so,  kann  nur 


*)  Auf  jeden  Fall  Euler. 
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«i  = im  — (2  i — 2) 

«ein,  für  »'  = 1,  2,  3,  4,  5, . . . d.  h.  für  jedes  positive  ganze  », 
mit  Ausschluss  der  Null. 

Aus  der  Betrachtung,  durch  welche  man  zu  den  Formeln 
n — m oder  «»  = (A -t- 2)  «w — 2(A-+-1) 

für  «t  = 0,  1,  2,  3,  4 gelangt,  geht  zugleich  auch  unmittel- 

bar hervor,  dass  die  Anzahl  der  Diagonalen,  welche  zur  Zerlegung 
des  »ecks  in  lauter  «necke  erforderlich  sind,  rcspcctive  0,  A-f-1, 
und  dass  die  Anzahl  der  «necke,  welche  man  dadurch  erhält,  re- 
spective  1,  A-+-2  ist.  Setzt  man  also  allgemein 

n * (X  + 2)  «n  — 2 (X  ■+•  1) 

für  /c  — — 1,  0,  1,  2,  3,  4,  . . . .,  so  ist  die  Anzahl  der  zu  der 
Zerlegung  des  «ecks  in  lauter  «necke  erforderlichen  Diagonalen 
allgemein  X-+  1,  und  dib  Anzahl  der  «necke,  welche  mau  durch 
diese  Zerlegung  erhält,  ist  allgemein  A-f-2.  Wird  also 

n = im  — (2«  — 2) 

für  «'=1,  2,  3,  5 gesetzt,  so  ist  die  Anzahl  der  zu  der 

Zerlegung  des  «ecks  in  lauter  «necke  erforderlichen  Diagonalen 
allgemein  *' — 1,  und  die  Anzahl  der  «necke,  welche  mau  durch 
diese  Zerlegung  erhält,  ist  allgemein  i. 

Wir  wollen  nun  für 

i = l,  2,  3,  4,  5,  ....  i 

die  Anzahl  der  Zerlegungen  der  entsprechenden  Vielecke  in  lauter 
«necke,  d.  h.  die  Anzahl  der  Zerlegungen  eines 

««ecks,  (2jw — 2)ecks,  (3a«  — 4)ecks,  ...  j im — (2i  — 2)jccks 
in  lauter  «necke,  respective  durch 

A t,  . . , Ai 

bezeichnen,  und  wollen  zuvörderst  bloss  eine  Winkelspitze,  die  im 
Allgemeinen  durch  K bezeichnet  werden  mag,  eines  |«'«n — (2« — 2)jecks 
betrachten. 

Aus  der  Winkelspitze  K lassen  sich  offenbar  zwei  Diagonalen 
imsers  j»'*n — (2i  — 2)|ecks  ausziehen.  von  deren  jeder  dasselbe 
in  ein 

«weck  und  ein  |(«— l)«n  — (2«  — 4)|eck 

. y . 

getheilt  wird.  Da  nun  A,  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  erstem 
in  lauter  «wecke,  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  letztem  in 

lauter  «wecke  ist;  so  ergehen  sich  hieraus  ollenbur  2 A,  A,—i  Zer- 
legungen unsers  j»'»n — (2i — 2)jecks  in  lauter  «»ecke. 

Von  der  Winkelspitze  K aus  lassen  sich  ferner  zwei  Diagona- 
len unsers  jr«w  — (2«'  — 2) (ecks  ziehen,  von  deren  jeder  dasselbe 
in  ein 

(2«w  — 2)eck  und  ein  |(«’  — 2)««  — (2<  — C)jeck 

getheilt  wird.  Da  nun  A3  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  erstem 
in  lauter  mecke,A/—i  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  letztem  in 
lauter  «necke  ist;  so  ergehen  sich  hieraus  offenbar  2 Aa  Ai—i  Zer- 
legungen unsers  j»»j  — (2i  — 2)  | ecks  in  lauter  «necke. 

13* 
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Ferner  lassen  sieb  von  der  Winkelspitie  K ans  zwei  Diagona- 
len unsers  J im  — (2 i — 2)jecks  ziehen,  von  deren  jeder  dasselbe 
in  ein 

(3 m — 4)eck  und  ein  j(i  — 3)«  — (2f — 8)jeck 

gethcilt  wird.  Da  nun  A,  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  erstem 
in  lauter  «necke,  A,- j die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  letztem  in 
lauter  «necke  ist;  so  ergeben  sich  hieraus  2 A,  Ai- j Zerlegungen 
unsers  j/«n  — (2*  — 2)jecks  in  lauter  wecke. 

Ist  nun  i eine  ungerade,  also  die  Anzahl  < — 1 der  zur  Zerle- 
gung unsers  |«w — (2/ — 2)jecks  in  lauter  wecke  nüthigen  Diago- 
nalen eine  gerade  Zahl;  so  wird  man,  auf  die  obige  Weise  fort- 
gehend, immer  endlich  auf  zwei  von  K ausgehende  Diagonalen 
kommen,  von  deren  jeder  unser  .J/'w — (2# — 2); eck  in  ein 

|{(i  — l)w — (» — 3)jeck  und  ein  J J(<  — 1 ) *>» • — («‘  — l)|eck 

getlr  ilt  wird,  und  da  nun  A\(i—  i)  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des 
erstem  iu  lauter  «necke,  At[,+ ;)  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des 
letztem  in  lauter  «necke  ist,  so  ergehen  sich  hieraus  'ZA^i—i) 
A (,+D  Zerlegungen  unsers  j im — (2«  — 2)|ccks  in  lauter  «necke. 

Wenn  dagegen  i eine  gerade,  also  die  Anzahl  i — 1 der  zur 
Zerlegung  unsers  j im — (2*  — 2)|ecki  in  lauter  wecke  nöthigen 
Diagonalen  eine  ungerade  Zahl  ist.  so  wird  man,  auf  die  »Inge 
Weise  fortgehend,  immer  endlich  auf  eine  von  K ausgehende  Dia- 
gonale kommen,  von  welcher  unser  |iw — (2< — 2)jeck  in  zwei 

jjrm — (i  — 2)jecke 

gcthcilt  wird,  und  da  nun  A^  die  Anzahl  der  Zerlegungen  dieses 
|Ji«o  — («‘  — 2)jecks  in  lauter  wecke  ist,  so  ergehen  sich  hieraus 
A\i  A\i  Zerlegungen  unsers  j»w  — (2t  — 2)|ccks  in  lauter  wecke. 

Die  Anzahl  aller  auf  die  obige  W’eise  sich  ergebenden  Zerle- 
gungen unsers  jiw  — (2»  — 2)jecks  in  lauter  wecke  ist  folglich 

2 A , Ai—i  -f-  2 At  A,-i  2 A , Ai- j -+-  ...  -+-  iA^i-t)  A^i+u 

oder 

2A,  A,—i~t-2A,  A,—i-t-iA,  A,-j~i- ...~i-2A ^i—i)A ^ (h-2) I ■' 
jenachdem  i eine  ungerade  oder  eine  gerade  Zahl  ist,  und  also, 
wie  leicht  in  die  Augen  fallen  wird,  für  jedes  gerade  oder  un- 
gerade < 

A l Ai—iA-A , ./,-i  -+-  A,  Ai—t  -f- . . . -+-  Ai  2 Ai  -f-  A,—\  Axt 

oder,  mit  Hülfe  einer  leicht  verständlichen  abkürzenden  Bezeichnung, 


,/=•— 1>  y- 

~x=  I,  y=r 


Um  A 


Da  nun  im — (2i  — 2)  die  Anzahl  der  Winkelspitzen  unsers 
\im  — (2/  — 2)jecks  ist,  die  ohigen  Betrachtungen  sich  aber  offen- 
bar hei  jeder  eiuzclucu  Winkclspitzc  anstellen  lassen;  so  ist 


{ im  — (2<  — 2JJ 


y. 

~-r=t.  y=« 


u* 


Ay 


die  Wnzahl  der  sich  auf  die  in  Rede  stehende  ’lVcisc  ergebenden 
Zurlegungea  unsers  |«w — (2<  — 2)jecks,  und  es  fragt  sich  nun 
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bloss  noch,  ob  unter  diesen  Zerlegungen  nicht  vielleicht  identische 
Vorkommen,  welche  Frage  auf  folgende  Art  beantwortet  werden 
kann. 

Denken  wir  uns  irgend  eine  bestimmte  Zerlegung  unsers 
j im  — (2*  — 2j.|ecks  in  lauter  «necke;  so  erscheint  dieselbe  in  der 
obigen  Aufzählung  offenbar  in  Bezug  auf  eine  jede  der  in  ihr  vor- 
kommenden Diagonalen,  d.  h.  weil  die  Anzahl  der  zu  der  Zerle- 
gung unsere  | im  — (2*  — 2)jecks  in  lauter  «necke  erforderlichen 
Diagonalen  « — 1 ist,  i — 1 Mal.  Ferner  ist  aber  z.  B.  die  Diago- 
nale KL  sowohl  bei  der  Wiukclspitze  Ä",  als  auch  bei  der  Win- 
kelspitze L in  Betrachtung,  oder  sowohl  von  K nach  L , als  auch 
von  L nach  K gezogen  worden,  woraus  sich,  in  Verbindung  mit 
dem  Vorhergehenden,  crgiebt,  dass  die  in  Kcde  stehende  bestimmte 
Zerlegung  unsere  |in» — 72»  — 2)jecks  in  lauter  «necke  in  der  obi- 
gen Aufzählung  2(i  — 1)  Mal  vorkommt,  und  da  dies  nun  natürlich 
von  einer  jeden  solchen  Zerlegung  gilt,  so  ist  klar,  dass 


im  — (2/  — 2)  1,  y=l  . 

2i— 2 **=1,  y=i — l' 


Ay 


die  Anzahl  der  wirklich  von  einander  verschiedenen  Zerlegungen 
unsere  |»s»  — (2»‘  — 2)|ecks  in  lauter  «necke,  oder  dass,  weil  nuch 
dem  Obigen  die  Anzuhl  dieser  Zerlegungen  durch  Ai  bezeich- 
net wird, 


Ai  = 


im  — (2i  — 2) 
2«  — 2 


vr=*— i,  y- 

"x=»,  y=i 


\A* 


Ay 


ist 

Aus  dieser  Formel  ergeben  sich,  da  offenbar  A,  = 1 ist,  die 
folgenden  Gleichungen  zur  Berechnung  der  Grössen  Alt  At,  A ,, 

A„  At,  ...... 

A,=  1, 


A, 


AlAl, 


(AtAt  -t-  AtAt), 


A.  = - ^ (A,A,  + AtAt  + A,A,), 

At  = 5^  ( A,A 4 -»-  AtA,  -+-  A,At  -+-  A\A,), 

U.  B.  w. 

oder 


i. 

2ffi  — 2 
2 


AtA„ 


A,=^~  . 2 :A,A„ 

pjtA'+A,A,\. 
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A,=^~  ^AtAt  + 2AtAt), 

A,  = (2A , A , -+-  2A,A,  + A.A,), 

A,  =~^  (ZA.A.+iA'At+ZA.A.), 

U.  S.  W.  '• 

deren  Gesetz  ganz  deutlich  vor  Augen  liegt. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  hat  Puss  die  folgende  Tafel 
berechnet. 


i 

m = 3 

m = 4 

m = 5 

i 

1 

' 1 

1 

2 

2 

3 

4 

3 

5 

12 

22 

4 

14 

55 

140 

5 

42 

273 

969 

0 

132 

1428 

7084 

7 

429 

7752 

53820 

8 

1430 

43203 

420732 

9 

4802 

246675 

3362260 

i 

Jtl  — 6 

' 

77t  =1 

m = 8 

i 

1 

1 

1 

2 

5 

6 

7 

3 

35 

51 

70 

•4 

285 

506 

819 

5 

2530 

5481 

10472 

0 

23751 

62832 

141778 

7 

231880 

749398 

1997688 

8 

2330445 

9203634 

28989675 

9 

23950355 

115607310 

430321633 

Wenn  man  aus  den  obigen  reenrrirenden  Formeln  die  Grössen 
A„  A%>  A„  At,  At, nach  der  Keihe  entwickelt,  so -er- 

hält man  ohne  alle  Schwierigkeit 

At  = 1, 


(m  — 1)  (3m  — 4) 

1.2 
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_ (m  — . 1)  (km — 5)  (4m — 6) 

, . A*  — 1.2.3  ’ 

, • (m  — 1)  (5m  — 6)  (5m  — 7)  (5m  — 8) 

— 1 . 2 . 3 . 4 ’ 

U.  K.  W. 

woraus  man  durch  luductiiiu  schliesst,  dass  allgemein  für  ( 2 

. (m  — 1)  (t'm  — « — 1 ) (im  — i — 2)  {im  — « — 3)  . . . (im  — (1i — 2) ) 

Ai — 1 . 2 . 3 . 4 («  — 1) 

ist,  und  es  würde  nun  darauf  aukommcn,  diese  von  Fuss  nicht 
angegebene  ganz  independente  Formet  allgemein  zu  beweisen, 
welches  Stoff  zu  einer  nicht  uninteressanten  Untersuchung  geben 
dürfte.  Für  •=!  und  s = 2 ist  nach  dem  Obigen 


Setzen  wir  im  — (2i  — 2)  = »,  so  erhalten  wir 


und  folglich  » = » — 2 für  m = 3.  Also  ist  nach  dem  Obigen  für 
m = 3 und  n — 2 >-2,  d.  i.  »_>-4, 

. 2»f«  -t-  1)  (n  -+-  2)  . . . (2n  — 5) 

1 . 2 . 3 . 4 . . . (it  — 3)  • 

Für  » = 3 und  » = 4 ist  nach  dem  Obigen,  immer  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  m = 3 ist, 

A,  = 1,  A,=2. 

Nach  Euler  ist  für  den  Fall  a*  = 3 allgemein 

. 2 ■ 6 . 10  - 14  ■ 18  ...  (4a  — 10) 

A„-i  2 . 3 , 4 . 5 . 6 ...  (*  — 1)  5 

und  es  wird  nun  darauf  ankommen,  die  Uebereinstimmung  dieses 
Ausdrucks  mit  dem  vorher  gefundenen  Ansdrucke’  von  A^—i  zu  be- 
weisen, d.  h.  zu  zeigen,  dass  für  *s>4  allgemein 

2«(»  -4—  1)  (»  + 2)  ...  (2n  — 5)  2 . G . 10  . 14  . 18  . . . (4n  — 10) 

1 . 2 . 3 . 4 . ..  (»  — 3)  2 . 3 . 4 . 5 . 6 ...  (*— 1) 

ist,  welches  sehr  leicht  auf  folgende  Art  geschehen  kann. 

Ist  die  vorstehende  Gleichung  richtig,  so  ist  auch  die  Gleichung 

2«(n-»-l)  (n  — f—  2)  ..  (2n  — 5)  1 . 3 . 5 . 7 ...  (2n  — 5)  . 2"-2 

1 . 2 . 3 . 4 ...  (*  — 3)  2. 3.  4.  5 («  — 1)  , 

richtig,  und  umgekehrt.  Ist  aber  die  letzte  Gleichung  richtig,  so 
ist  auch  die  Gleichung 

2. 1.2. 3. 4...  (2a — 5)=1 . 2 . 3 ..(<* — 3) .1.3.5 . 7..(2js — 5) . 2«— 4 

richtig,  und  umgekehrt.  Wenn  aber  die  letzte  Gleichung  richtig 
ist,  so  ist  offenbar  auch  die  Gleichung 

2.1 .2. 3 .4  ...  (2» — 5)  = 2 .2 . 4 . 6 ..  (2»— 6) . 1 . 3 . 5 . 7 ..(2*— 5), 
d.  i.  die  Gleichung 
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2.1 .2.3.4..  .(2»  — 5)  = 2. 1.2. 3. 4...  (2»  — 5) 

richtig,  und  umgekehrt.  Weil  nun  die  letzte  Gleichung  eine  iden- 
tische Gleichung  ist,  so  ist  hierdurch  offenbar  die  Richtigkeit  der 
Gleichung 

2n(»  1)  (n  + 2)  . . (2n  — 5)  2 . 6 . 10  . 14  . 18  . . . (4n  — 10) 

1 . 2 . 3 . 4 . . . (*  — 3)  — 2.  3 . 4 . 5 . fl  ...(»  — 1) 

für  »i>4  bewiesen. 

Aus  der  Gleichung 

. 2 ■ 6 ■ 10  . 14  . 18  ...  (4w  — 10) 

”~2—  2 . 3 . 4 . 5 . 6 ...  (»  — 1)  ' 

ergiebt  sich  für  « = 3 und  » = 4 respective 
^#,  = 1 und  A^z=z1, 

wie  es  nach  dem  Obigen  sein  muss;  daher  ist  die  für  den  Fall 
m — Z von  Euler  gegebene  Gleichung  ganz  allgemein,  und  lässt 
sich,  wie  mau  sieht,  aus  dem  Obigen  ohne  Schwierigkeit  ableiten. 

Euler  hat  mittelst  seiner  Formel  die  folgende  Tafel  berechnet: 

Ax  =1 
A,  =2 
A,  = 5 
At  =14 
A,  =42 
A,  = 132 
A 7 =429 
A,  =1430 
A,  =4862 
Alt  — 16796 
Axl  =58786 
Al%—  208012 
Ax,z=  742900 
Ax,=  2674440 
Alt—  9694845 
=35357670 
AX1  = 1296-44790 
A,,  =477638700 
^,,  = 1767263190 
Aiö  =6564120420 
A,,  =24466267020 
^„=91482563640 
At,  =343059613650 

Der  vorliegende  Aufsatz  ist  lediglich  geschrieben,  nicht  um 
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den  in  Rede  stehenden  interessanten  Gegenstand  zu  erschöpfen, 
sondern  vielmehr  um  zu  einer  neuen  Untersuchung  desselben  anzu- 
regen, welche  uns  auch  nach  den  von  den  oben  genannten  treff- 
lichen französischen  Mathematikern  mitgetheilten  Untersuchungen 
noch  sehr  nöthig  und  in  jeder  Beziehung  wünschenswert)!  zu  sein 
scheint.  Vorzüglich  würde  es  natürlich  auf  die  Auffindung  eines 
ganz  allgemeinen  Beweises  für  die  oben  von  uns  gegebene  Glei- 
chung 

J (m  — 1)  {im  — i — 1)  {im  — i — 2) '{im  — « — 3) . . . (im — (2t— 2) ) 

‘ 1 . 2 . S . 4 ...  (<—  1) 

ankommen,  und  diese  Gleichung  würde  entweder  aus  den  von 
Fuss  gefundenen  recurrirenden  Formeln  durch  allgemeine  Schlüsse 
abzuleiten  oder  unabhängig  von  diesen  Formeln  zu  beweisen  sein, 
ln  letzterer  Beziehung  dürfte  es  vielleicht  angemessen  sein,  zu  un- 
tersuchen, ob  die  von  den  genannten  französischen  Mathematikern 
in  dem  Falle  *n  = 3 angewandten  Methoden  nicht  vielleicht  einer 
Verallgemeinerung  fähig  sind,  zu  welcher  Untersuchung  ich  na- 
mentlich die  genannten  Herren  selbst  hier  nufzufordern  mir  erlau- 
ben möchte.  Da  übrigens  F'uss  ausdrücklich  bemerkt,  dass  ihm 
von  Pfaff  geschrieben  worden  sei,  dass  auch  er  eine  allgemeine 
Auflösung  unsers  Problems  gefunden  Labe,  so  würde  sich  Herr  Pro- 
fessor Dr.  Gartz  in  Halle  die  Mathematiker  gewiss  sehr  verbinden, 
wenn  er  in  den,  wie  wir  wissen,  in  seinen  Händen  befindlichen 
nachgelassenen  Panieren  Pfaffs  nnchsucben  wollte,  ob  sich  in 
denselben  einige,  der  öffentlichen  Mittheilung  werthe  Aufzeichnun- 
gen über  diesen  Gegenstand  befinden.  In  dem  Archive  wird  den- 
selben sehr  gern  eine  Stelle  eingeräumt  werden. 

Fuss  macht  nm  Ende  seines  Aufsatzes  noch  die  folgende  nicht 
nnbeachtet  zu  lassende  Bemerkung.  Man  setze 

Z«  + ^,0?*  -J-vfiJ?1  -f* 

and 

! = O -f-  Cxx  + C%xr  -f-  + . . . •; 

so  ist 

(w  — 1)  / (1  -|-  A x X -f*  A2x*  -f-  A,X'  -f-  AaX*  -f-  . • • .) 

“ l (C+  Cx x -f-  C2x*  + C2i r1  + CAx*  -+-  ....), 

und  folglich,  wenn  man  differentiirt, 

, A , -+- ZA,x ZA, J1  KAtx‘  •+• 

^ ' l+i,i  + i,i’  + dlx,+ 

C,  -f-  2 C,x  -f-  3C, x7  ■+.  \CAx‘  -4- 

C-j-Cxx -t-t'2x7 -t-C,x7  - 1- ’ 

woraus  sich  ohne  alle  Schwierigkeit  die  folgenden  Gleichungen 
ergeben : 

(m  — 1)  A,C 

C‘  — i » 

„ (m-2)  AxCx  + (2m- 2)  A,C 

o , 
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„ (m  — .1)  — 3)  -f-  (Im  — 3)  ^,C 

*'»  — J i » 

„ (m  — 4)  AyC,  + (2m — 4)  A,C,  — 4)  ^C,  -f-(4m — 4) 

et=  - ^ 


n.  s.  w. 


Offenbar  muss  nun  C=  1 sein,  und  wenn  man 

— z-d%>  = ^n  ... 

setzt;  so  werden  die  obigen  Gleichungen 

^.=1, 

2m  — 2 


A*  = 


AxAiy 


A,=^~  2A,At, 

^ = 4»-6  (%AlAt  + AaAt), 

A,=  (2AlAt  -+•  2A,A,), 


A,=- 


(2^,^.  -t-2 -+-  A,A,), 


A7  =~^  (2AtA,  -+-2AaA,  -t-2A,A4), 


U.  8.  W. 


Hieraus,  in  Verbindung  mit  dem  Obigen,  ergiebt  sich  nun  un- 
mittelbar, dass  die  oben  durch 

bezeichneten  Grössen  die  Coefficienten  in  der  Entwickelung  der 
Function  Z in  eine  Reibe  sind,  welche  den'  beiden  Bedingungen 

Z — 1 -f*  At  & -+-  A4jc*  — f-  Atxl  + A4jc*  + . . . ., 

Z"  * = Ax  -h  A f -f-  A aj?*  + A4tc*  -+-  Aajc*  -4-  . . ■ 
d.  b.  welche  der  Gleichung 


Zm~1  = 


oder  der  Gleichung 


genügt,  und  man  kann  also  die  in  Rede  stehenden  Grössen  auch 
linden,  wenn  man  die  Function  Z in  eine  Reibe  entwickelt. 

Von  dieser  schon  von  Fuss  dem  Wesentlichen  nach  angege- 
benen Methode  der  Entwickelung  der  Grössen  A„  At,  A,,  At, 
ist  die  von  Herrn  Binet  in  dem  Falle  » = 3 angewandte  Methode 
nicht  verschieden.  In  diesem  Falle  geht  nämlich  die  obige  allge- 
meine Gleichung  in  die  quadratische  Gleichung 

ZJ  — - Z-h-  = 0 

X 1 X 
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über,  und  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  ergicbt  sich 
Z=2j(l±l/T=4^), 

wo  man  aber  offenbar  das  untere  Zeichen  nehmen,  und  folglich 

i!t  • . . .1,  . 1 t •-*  i* 

setzen 'muss,,  weil  offenbar  . • „ .•  s 

für  .r  = 0 nicht  der  Einheit  gleich  werden  kann,  wie  es  wegen 
der  Gleichung 

Z = l + jf,s;4-  A^jc'1  Atx'  + A,a:*  + .... 

erforderlich  ist.  

Entwickelt  man  nun  V\ — 4 a;  nach  dem  Binomischen  Lehr- 
sätze in  eine  Reihe,  so  erhält  man 

Z=i-{|.4+2;v4^+^.4^*+2-^.4‘o:*-|-....j, 

» ' •«!<«».  * . » ' . 

und  folglich  . . ■ , .t. 

. 1 * ■ » • 5 . 7 ...  (Sn  — S)  .. 

Am-i  2 *2.4. 6. 8...  (8*  — 2}  * * ’ ' 


also,  weil  4»— 1 = 22t’’— D ist. 


A _l.».».7...(3n-5) 

An-1 — 1 . 2 . 3 . 4 ...  (n  — 1)  • ^ ’ 

-.  \7.:. 


An  * = 


2 . 0 . 10  . 14  . 18  ...  (4» — 10) 
2 . 3 . 4 . 5 . 0 ...  (/»  — 1)  * 


welches  ganz  die  von  Euler  für  den  Fall  w»  = 3 gegebene  For- 
mel ist,  welche  wir  schon  oben  auf  andern)  Wege  gefunden  haben. 


-i-  . I - 
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xxvm. 

Ceber  die  Differentialquotienten  von  log  x und 
ax  in  Bezug  auf  eine  Bemerkung  des  Herrn 
Liouville  in  dessen  Journal  de  Matkdmatiques. 
Aoüt  1840.  p.  280. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Cauchy  bat  bekanntlich  die  Entwickelung  der  wichtigen  Dif- 
ferentialquotienten der  Functionen  log  x und  az  auf  den  Satz  ge- 
gründet, dass  »ich  die  Grösse  (l-f-0)8,  wenn  0 sich  der  Null 
nähert,  der  Summe  der  convergirenden  Reihe 

.11  1 1 

*’  1 ’ 1.2’  1.2.1’  1 . 2 . 3 . 

welche  wir  wie  gewöhnlich  durch  e bezeichnen  wollen,  als  ihrer 
Gränze  nähert,  und  diese  Entwickelung  verdient  allerdings  ganz 
besondere  Empfehlung,  weil  sie  als  eine  völlig  elementare  bezeich- 
net werden  kann,  indem  dabei  ausser  dem  Binomischen  Lehrsätze 
für  positive  ganze  Exponenten  und  der  Lehre  von  den  geometri- 
schen Progressionen  bloss  noch  der  Satz  vorausgesetzt  wird,  dass 
die  obige  Reibe  eine  convergirende  Reihe  ist,  und  folglich  eine 
bestimmte,  vorher  durch  c bezeichnete  Summe  bat,  wovon  man 
sich  aber  sehr  leicht  auf  folgende  Art  überzeugen  kann. 

Man  setze 

*"  = 1 “*■  T 1 . 2 + 1 . 2 . J + ,,,  + 1 . . . »’ 

so  ist  offenbar  für  »>2 

'«  < 2 4-  y 4-  (y)  4- (y)  4-  • ■ . + (y)  > 

und  folglich  nach  der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen 

z-o-dr1, 

also  immer  r„<3,  da  «,=2  und  «,  =2,  5 ist.  Weil  nun  «*, 
wenn  n wächst,  fortwährend  wächst,  aber,  wie  gross  auch  n wer- 
den mag,  doch  immer  kleiner  als  3 ist,  so  muss  sich  r„  offenbar 
einer  gewissen  bestimmten  endlichen  Gränze  immer  mehr  und  mehr 


Digitized  by  Google 


205 


und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern,  wenn  n in’s  Unend- 
liche wächst,  wodurch  die  Convergenz  der  Reihe  1,  -j-,  -j — • 

j i — j,  ....  bewiesen  ist. 

Gegen  den  von  Canchy  gegebenen  Beweis  des  oben  im  Ein- 
gänge erwähnten  Satzes  hat  aber  Herr  Liouville  in  seinem  Jour- 
nal (Aoüt.  1840.  p.  280)  die  sehr  gegründete  Einwendung  gemacht, 
dass  demselben  die  Annahme  zum  Grunde  liege,  dass  das  Product 

(1 — ) ...  (1  — für  »n  = CO  der  Einheit  gleich 

werde,  welches  zwar  dann  seine  Richtigkeit  habe,  wenn  n eine  be- 
stimmte von  m unabhängige  Zahl  sei,  sich  aber  dann  offenbar 
nicht  mehr  behaupten  lasse,  wenn  n von  m abhängig,  z.  B.  n = m 
oder  n = m — 1 sei,  und  siebt  sich  dadurch  veranlasst,  den  fol- 
genden Beweis  des  in  Rede  stehenden  Satzes  zu  geben,  welchen 
wir  liier  mitthcilen  wollen,  da  wir  ihn  für  völlig  streng  halten,  in- 
dem wir  zugleich  nicht  unerwähnt  lassen  können,  dass  nach  Herrn 
Liouvillcs  eigner  Bemerkung  Herr  Lejeune-Dirichlet  ähnliche 
Betrachtungen  in  einer  seiner  Abhandlungen  sehr  glücklich  ange- 
wandt hat  *). 

Wir  wollen  zuerst  nnnehmen,  dass  0 = “ sei,  wo  p eine  po- 
sitive ganze  Zahl  bezeichnen  soll.  Dann  wird  unser  Satz  bewie- 
sen sein,  wenn  wir  zeigen  können,  dass  die  Grösse 

(I+7/ 

sich,  wenn  die  positive  ganze  Zahl  fi  in’s  Unendliche  wächst,  der 
Grösse  e als  ihrer  Gränze  nähert.  Diess  lässt  sich  aber  auf  fol- 
gende Art  beweisen. 

Es  ist 


e — l-4“i  — J)  < 

"1*  1 . ! . n 1*1-1)  (» -t- 2)  ”!"■*■  j ’ 

und  nach  dem  Binomischen  Lehrsätze  für  positive  ganze  Exponen- 
ten ist 


•)  ln  schien  an  eben  erschienenen  Le^ons  de  Calcul  differentiel  et  de  Cal- 
cul  integral,  redigees  d’aprcs  les  methodes  et  les  ouvrages  publies  ou 
inedits  de  M.  Cauchy.  T.  1.  Paris.  1840.  p.  XXII.  hat  sieh  zwar  Herr 
Abbe  Mnigno  gegen  die  obige  Bemerkung  des  Herrn  Liouville  er- 
klärt, aber,  wie  es  uns  scheint,  aus  wenig  haltbaren  Gründen.  Auf  je- 
den Fall  müsste  doch  bewiesen  werden,  dass  (1 8)w  sich  wirklich 
einer  bestimmten  Gränze  nähert,  wenn  8 sich  der  Null  nähert,  dass 

(l_p_©)G  für  8 = 0 wirklich  einen  bestimmten  Gränzwerth  hat,  auch 
für’s  Erste  ganz  abgeaehen  von  der  Grösse  dieses  Werths.  Aber  eben 
dieses  erhellet  aus  dem  auf  p.  3.  ff.  von  Herrn  Abbe  Moigno  gegebe- 
neu  Beweise  gar  nicht  mit  der  nötbigen  Strenge,  und  diesen  Beweis 
trifTt  nach  unserer  Ueherzeugung  ganz  die  obige  von  Herrn  Liouville 
gemachte  sehr  richtige  und  beachtungswerthe  Einwendung. 
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g-y- 


0— i)  0-|)--(>-V)|1 | 


(>-■?) 

1 .TS  — 1) 

ff 


1.2.3...« 

(1-7)  (!-") 


(1-^)..(1-^) 


1-1 


-1 c C. 1_  . C c ( . 

^ («4-0  (»4-2)  (»4-1)  («4-2). ..,u  V 

Nun  ist  aber 

1,1  . 1 


-+- 


*rr*+a^ («-»-1) (»-+-S)  c«+i) (»+.2) («-+- *> ••••• 

< 1 + TT^Ti  + +(^TT^ 

und  folglich  nach  der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen 

1 _i_ _L_  _i ! 1 ! — . 1 

^ «4-1  ^ («4-0  (»4-2)  ^ (»4-1)  («4-2)  (»4-3)  f • • • • f „■ 
Also  kann  man 

1 + («4-1)  («4-2)  ~f"  (>i+l)  (n+2)  («4-3)  = 1 + n ' 

wo  £ einen  positiven  echten  Brach  bezeichnet,  und  folglich  nach 
dem  Obigen 


er  = 1 — | — j — h j-y-jj-t-  •'•“*" 

setzen. 

Olfenbar  ist  aber 


!...(»  — 1),+  1...B  (1+ 


i-J  (»— JH1 

1 4 CI  _1 “ 

» 4*  1 (B  4~  1)  (ft  4-  2) 


L 


1 


1 


) (1  --)..(1— 

(«4-  1)  (»4-2)  . ..ft 
' f- 


<1  + »4-l'r  (»4-1)  (»4-2)  ' (»4-1)  (»4-2)  («4-3) 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  um  so  mehr 


1- 


1-^  (i_  ") 

it  ' /l7  ' U ' 


(l--J,..(l-f^)  : j 

«4-1  + («4-1)  («4-2)  +"-"t‘(»4-l)  (»4-2)...,u<1'1'  »’ 


also 

1-t 


i“  / M ’ ■“ 


»4-1  (»4-1)  (»4-2) 


4-  , f — i.l 

^•••+(n+iK»4-2).r./.-1+ff> 


wo  ij  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet;  folglich  nach  dem 
Obigen 
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0+t>  = 1 -+-  y+" 


■1— =■  o— jf) 


,U'  • i TT2  "*■  1.2.3  -T-  ■ • 

(1_1)  (1--)  ..  (1-— ) (I— -V(l— -)  ..(1— — ) 

v f*'y  t*’  1 <“  , v 7 /,  . _JLj 

I . 2 . 3 ...  («  — 1)  ~r"  1.2.3...»  ' T 

Hieraus  folgt  über  sehr  leicht 


1 u 11 

(1-f--)  =H-T-t-T7i+- 


+ 


1 


!...(*— 1)  ' 1...» 


wo  t eine  Grosse  bezeichnet;  welche  für  jedes  bestimmte  von 
fi  unabhängige  » sieb  der  Null  nähert,  wenn  /*  wächst,  und 
derselben  beliebige  nabe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur  /ts 
gross  genug  werden  lässt. 

Aus  dem  Obigen  ergiebt  sich  nun  unmittelbar  die  Gleichung 


e-(l  + 


Weil  5 und  17  positive  echte  Brüche  sind,  so  ist  der  absolute 
Werth  von 

1 $-1 

i ...  n’  n ; 

nie  grösser  als 

1 _L 

1 . . . n n’ 


und  es  ist  folglich,  wenn  wir  den  absoluten  Werth  von  e im  All- 
gemeinen durch  e'  bezeichnen,  der  absolute  Werth  von 


nie  grösser  als 


1777»  ‘ «■  “*“  **' 


Nimmt  man  nun  n nur  gross  genug  an,  so  kann 

1 1 
1 ...»  ' n 


der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden.  Lässt  man  dann,  indem 
n seinen  jetzt  bestimmten  Werth  fortwährend  behält,  fi  in’s  Unend- 
liche wachsen , so  nähert  sich  nach  dem  Obigen  f'  der  Null  bis  zu 
jetjem  beliebigen  Grade,  und  man  sieht  also  nun  hieraus,  dass  sich, 
wenn  in's  Unendliche  wächst. 


1 n 

der  Null,  also  (1-p-— ) der  Gränze  e bis  zu  jedem  beliebigen 

Grade  nähert,  wie  behauptet  wurde. 

Ist  ferner  & kein  positiver  Bruch,  dessen  Zähler  die  Einheit, 
der  Nenner  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  sondern  überhaupt  nur 
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eine  positive  Grösse,  so  seien  fi  und  fi'=ftr+-l  die  beiden  positiven 
ganzen  Zahlen,  zwischen  denen  der  Bruch  g liegt  Dann  ist 

* i_ 

wo  x und  x*  zwei  positive  echte  Brüche  sind.  Die  Grösse  (l-f-©)W 
ist  offenbar  zwischen  den  Gränzen 


enthalten.  Lässt  man  nun  © sich  der  Null  nähern,  so  werden  ft 
und  ft'  sich  dem  Unendlichen,  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 
die  Grössen 

(1+if  a+jr 

sich  beide  der  Gränze  e nähern.  Weil  ferner  x und  x7  positive 
echte  Brüche  sind,  so  nähern  sich,  wenn  0 sich  der  Null  nähert, 

1-F-  — und  1 * beide  der  Einheit  als  ihrer  Gränze,  und  die 

f*  t* 

Grössen 

j(n-^ni+£ und 

nähern  sich  folglich  offenbar  beide  der  Grösse  e als  ihrer  Gränze. 

Da  nun  aber  zwischen  diesen  Grössen  die  Grösse  (1 -4-0)8  ent- 
halten ist,  so  nähert  sich  auch  diese  Grösse,  wenn  0 sich  der  Null 
nähert,  offenbar  der  Grösse  e als  ihrer  Gränze. 

Wenn  endlich  0 negativ  ist,  so  kann,  da  man  sich  0 der 
Null  nähern  lässt,  immer  angenommen  werden,  dass  der  nksolute 
Werth  von  0 kleiner  als  die  Einheit  ist  Setzt  man  nun  unter 
dieser  Voraussetzung 


Ui: 


9 


so  ist  offenbar  to  positiv  und  nähert  sich  der  Null,  wenn  0 sich 
der  Null  nähert.  Also  nähert  sich  nach  dem  Vorhergehenden 

jt 

(1  -f-  w)ui 

der  Gränze  e,  wenn  © sich  der  Null  nähert,  und  l-f-w  nähert  sich 
unter  derselben  Voraussetzung  der  Einheit  als  Gränze.  Folglich 
nähert  sich  offenbar  auch 

1 lH-tü 
(1  -4- ui)") 

der  Grösse  e als  Gränze,  wenn  0 sich  der  Null  nähert.  Nun 
ist  aber 


i(. 


(,+e)9=(  ■ )- 


= {(1-4-01)“ 
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uud  es  wird  sich  also  auch  (1-1-0)®  der  Gräoze  e nahem,  wenn 
0 sich  der  Null  nähert. 

Hiermit  ist  nun  gauz  im  Allgemeinen  bewiesen,  dass  die  Crüsse 
(L  -f-0)® 

sich,  wenn  0 sich  der  Null  nähert,  immer  der  Grösse 

e~  1 “*~T  1 . 2 1.2.3  1 ...4  "*■ 


als  ihrer  Gränze  nähert. 

Von  diesem  Satze  lässt  sich  jetzt  die  folgende  Anwendung  zur 
Entwickelung  der  Differentialquotienten  der  beiden  Functionen 

y = log  x und  y — az 

machen. 

Sei  zuerst  y = log  x,  so  ist 

fay  = log  -+-  A^)  — log  X = log  (1  -+-  ^r), 

und  folglich 

Ax  Ax 

Setzen  wir  nun  fax  = 0.r,  so  ist 


Ay  __  log  (1  -i-  9)  _ log  ■ (I  -f-  8)® 
Ax  8x  x 


Wenn  fax  sich  der  Null  nähert,  so  nähert  sich  offenbar  auch  0 der 

Null,  und  (1  -+-0)®  nähert  sich  folglich  der  Gränze  e,  wie  im  Vor- 
hergehenden gezeigt  worden  ist.  Also  nähert  der  Differenzenquo- 

tient  sich  der  Gränze  — — , wenn  fax  sich  der  Null  nähert. 

Die  Gräoze,  welcher  der  Diff'enzenquotient  ^ sich  nähert,  wenn 

fax  sich  der  Null  nähert  , ist  aber  bekanntlich  der  Diffcren- 

tialquotient  . und  es  ist  folglich 

dy  log  e , . log  e 

-r-  = oder  d log  x = ax. 

ax  x D x 


Sei  ferner  y = ax,  so  ist  log  y=x  log  a,  und  folglich 

_ i"g  y 

log  a' 

Daher  ist  nach  einem  bekannten  Elementarsatzc  der  Differential- 
rechnung und  nuch  dem  Vorhergehenden 

dx 1 d log  y log  e log  e 

dy  log  a ' dy  y log  a a * log  a' 


Nach  einem  andern  bekanuten  Satze  der  Differentialrechnung  ist 

aber 

Tb«U  I.  l i 
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und  folglich 


dx 

dy  ' 


dy  dx . 

dx  dx  ’ 

dy  dx 

dx  dy’ 


Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

dg  log  a , , loje  a , 

■ -T~  = t a 1 oder  d . ax  = az  dx. 

dx  log  e log  e 

Die  aus  dem  Obigen  bekannte  Zahl  e betrachtet  man  bekannt, 
lieh  als  die  Basis  eines  eignen  logarithiniscben  Systems,  welches 
man  das  natürliche  oder  hyperbolische  System  nennt,  und 
bezeichnet  die  Logarithmen  dieses  Systems  gewöhnlich  bloss  durch 
l.  Ist  nun  fr  die  Basis  der  durch  log  bezeichneten  Logarithmen 
und  X eine  beliebige  Zahl,  so  ist 

X=6  'OS  A'  = ^'V, 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  natürlichen  Logarithmen 
nimmt, 

IN 

log  X . lb  = IX  pder  log  X=  -jr. 


Folglich  ist 
und  daher  nach  dem  Obigen 


, k 1 

*=«  = Tb' 


dx 


dx 


Ferner  ist 


d log  x = —(j,  also  dlx  = — . 

, la  . U 1 

log  a=zjr,  log  e = jr  = TT, 


also 


ih 
log  a 


= lOy 


log  e ' 

und  folglich  nach  dem  Obigcu 

d . az  = az  ladx. 


Digitized  by  Google 


211 


w XXIX. 


Mathematische  Bemerkungen  von  dem  Herrn 
Major  und  Ritter  Dr.  G.  W.  Müller  zu 
Hannover. 


Euklid  stellt  folgenden  Satz  an  die  Spitze  des  lOten  Bucks: 
,.Wcnu  zwei  ungleiche  Grössen  gegeben  sind  und  cs  wird  von  der 
grösseren  mehr  als  die  Hälfte  (oder  auch  nur  die  Hälfte)  wegge- 
n o in  men,  von  dem  Reste  abermals  mehr  als  die  Hälfte  (oder  auch 
nur  die  Hälfte),  und  dies  immer  so  fort:  so  bleibt  einmal  ein 
Rest,  welcher  kleiner  ist,  als  die  gegebene  kleinere  Grösse.“ 

Man  kann  diesem  Satze  folgende  Erweiterung  geben: 

,.Wenn  von  einer  gegebenen  Grösse  G der  m tc  Theil,  d.  b. 

~G.  weggenomincn  wird , von  dem  bleibenden  Reste  wiederum 

dessen  twter  Theil  und  dies  immer  so  fort:  so  bleibt  einmal  ein 
liest,  welcher  kleiner  ist,  als  jeder  gegebene  «te  Theil  der 
Grösse  fr.“ 

Beweis:  Es  bezeichne  G den  rten  Rest,  so  ist 


(<■) 

0 = 

o - 

1 

. G-m~'  . 

G 

(1) 

m 

m 

G = 

(»1  — 

_1) 

«=(”— V. 

, G 

(2) 

m 

tu  m 

G = 

J)r. 

G 

• 

(r) 

y m 

Nun  wird  G<^  . G sein,  wenn  \ oder  >u, 

also,  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen  genommen,  wenn 
r(log  »-log  (/«  — l))>log  » d.  h.  ist. 

Da  nun  in  dieser  Beziehung  m und  u positive  Zahlenwertlie  bedeu- 


ten die  crosser  als  1 sind , so  bat  der  Quotient  , f- 7 

. . . log  m — log  (m  — 1) 

einen  in  jedem  vorliegenden  Falle  angebbaren  positiven  Zahlen- 
werth, mithin  kann  die  für  die  ganze  Zuhi  r geforderte  Bedingung 
jedesmal  erfüllt  werden. 

Es  folgt  also  hieraus,  dass  durch  Fortsetzung  der  Wegnahme 
des  «»len  Thcils  jedes  Restes  einmal  ein  Best  kommen  wird'kleiner 


14* 


Digitized  by  Google 


212 


wie  jeder  gegebene  Theil  der  Grösse  und  noeb  um  so  mehr,  wenn 
bei  jeder  Wegnahme  nocli  mehr  wie  der  mte  Theil  genommen  wird. 
Bei  der  Lehre  von  der  Convcrgenz  der  Reihen  lässt  sich  von  die- 
sem erweiterten  Satze  nützliche  Anwendung  machen. 


li. 

Bei  der  Bildung  successiver  Differenzreihen  aus  einerlei  Grund- 
reihe lässt  sich  die  Frage  aufwerfen  ,,wie  und  aus  welchen  Glie- 
dern der  Grundreihe  ist  das  »te  Glied  der  mten  Differenzreihe  zu- 
sammengesetzt ( “ l)i«  Beantwortung  wird  durch  folgende  combi- 
uutorischc  Betrachtung  sehr  erleichtert. 

Es  sei  a,  b.  c,  d,  . . eine  Reihe  von  Elementen,  aus  denen 
durch  Zusammenstellung  von  je  zwei  benachbarten  eine  Reihe  von 
Complexionen  ab,  bc , cd , . . . gebildet  wird,  so  entsteht  io  dieser 
letzteren  jede  nachfolgende  Complcxion  dadurch  aus  der  vorher- 
gehenden Complexion,  dass  jedes  Element  mit  dem  nächsthöheren 
vertauscht  wird.  Wird  aus  der  so  gebildeten  Reihe  auf  gleiche 
Weise  eine  neue  Reihe  von  Complexionen  abbe,  beed , . . . darge- 
stellt, so  gilt  in  dieser  für  die  Entstehung  einer  nachfolgenden  aus 
der  vorhergehenden  Complcxion  dasselbe  Gesetz;  das  höchste  Ele- 
ment der  nachfolgenden  kommt  also  nicht  in  der  vorhergehenden 
und  das  niedrigste  der  vorhergehenden  nicht  in  der  nachfolgenden 
Complcxion  vor,  die  zwischen  liegenden  Elemente  sind  aber  in  bei- 
den zugleich  vorhanden.  Eine  neue  Zusammenstellung  von  zwei 
benachbarten  Complexionen  wird  also  das  niedrigste  Element  der 
vorhergehenden,  das  höchste  der  nachfolgenden  und  die  zwischen- 
liegenden Ellemente  beider  enthalten. 

Hieraus  folgt,  dass  in  jeder  neuen  Reihe  von  Complexionen, 
die  durch  Zusammenstellung  von  je  zwei  benachbarten  Complexio- 
nen  einer  vorhergehenden  Reihe  gebildet  wird, 

1)  jede  nachfolgende  Coinplexion  aus  der  vorhergehenden  durch 
Vertauschung  der  Elemente  mit  dcu  nächsthöheren  erhalten 
wird; 

2)  in  die  Zusammensetzung  jeder  Coinplexion  ein  successives  Ele- 
ment mehr  eingeht  als  in  die  der  vorhergehenden  Reihe. 

Da  nun  in  der  lten  Complexionen -Reihe  in  jeder  Complcxion 
2 successive  Ellemente  Vorkommen,  so  enthalten  die  Complexionen 
der  2ten  Reihe  3,  der  3ten  Reihe  4 und  allgemein  der  mten  Reihe 
(m-f-  1)  successive  Elemente.  Das  Anfangs-Element  der  Coinplexion 
bestimmt  sich  dabei  durch  die  Stelle  welche  die  Coinplexion  in  ihrer 
Reihe  einniinmt;  es  ist  das  gleichliohc  Element  aus  der  Reihe  der 
Elemente,  d.  h.  das  Ellement,  welches  in  dieser  in  der  gleichhohen 
Stelle  verkommt. 

Die  Zahlen  welche  die  Zusammensetzung  der  Complexionen 
aus  den  successiven  Ellementen  angeben,  sind  für  die  **te  Com- 
plexionen-Reihe  die  Binomial-Coefficienten  der  mten  Potenz.  Denn 
offenbar  sind  für  die  lte  Complexionen -Reihe  ab,  bc,  cd,  . ..  jene 
Wiederbolungszahlen  1 und  1 die  Binomial-Coefficienten  der  lten 
Potenz,  desgleichen  für  die  2te  Complexionen-Reihe  abbe,  beed,  . . . 
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die  Wiederholungszahlen  1,2,  1 die  Binouiial  - Coefiicienten  der 
2ten  Potenz,  überhaupt  aber  setzen  sich  bei  der  Zusammenstellung 
von  zwei  benachbarten  Complexionen  der  rten  Reihe  zu  einer  Com- 
plexion der  (»--+- l)ten  Reihe  ihre  Wiederholungszublcn  eben  so 
für  die  neue  Complexion  zusammen,  wie,  bei  der  Zusammenstellung 
der  beiden  Partial-Produkte  der  rten  Potenz  des  Binomiums  in  den 
ersten  und  zweiteu  Theil  des  Binomiums  zur  Darstellung  der 
(r-f-l)ten  Potenz,  sich  die  Binomial-Coefficicnten  der  rten  Potenz 
zu  denen  der  (r-f-l)ten  Potenz  zusummensetzen  *). 

Bis  hieher  ist  für  die  arithmetische  Beziehung  der  Zusammen- 
stellung von  je  zwei  benachbarten  Gliedern  der  einen  Reihe  zu 
einem  Gliede  einer  neuen  Reihe  nichts  angenommen  worden.  Fugt 
man  die  Bedingung  hinzu,  dass  das  vorhergehende  Glied  mit  ent- 
gegengesetztem Zeichen  zum  nachfolgenden  binzugesetzt  werden 
soll,  wie  es  das  Schema 

a,  6,  c 

ab,  bc,  cd,  .... 

• abbe,  beed,  edde,  . . . 

abbbcccd,  bcccddde,  edddeeef,  .... 

besagt,  wo  das  — Zeichen  Uber  dem  Elemente  ungcdcutct  ist,  su 
buben  die  in  zwei  benachbarten  Complexionen  derselben  Reibe  ent- 
haltenen gleichen  Elemente  entgegengesetzte  Zeichen,  und  da  bei 
der  Zusammenstellung  zu  einer  neuen  Complexion  das  Zeichen  in 
der  vorhergehenden  umgekehrt  wird,  so  bekommen  dadurch  die 
gleichen  Elemente  aus  beiden  einerlei  Zeicheu , nämlich  dasselbe 
was  sie  in  der  nachfolgenden  hatten;  cs  andern  sich  also  die  Wie- 
derholungszahlen nicht,  welche  für  die  neue  Complexion  hervor- 
gehen. Nun  hat  in  der  ersten  Complexionen -Reihe  das  letzte  Ele- 
ment der  Complexion  dos  ursprüngliche  Zeichen,  mithin  auch  in 
jeder  folgenden  Complexionen-Reihe;  da  ferner  in  den  Complexio- 
nen der  lsten  Reihe  das  Zeichen  von  Element  zu  Element  wechselt, 
so  w'ird  es  auch  in  den  Complexionen  der  folgenden  Reihen  von 
Element  zu  Element  wechseln.  Zur  Anwendung  auf  die  vorliegende 
Frage  sei  die  Grundreihe  durch 

ifo  -+-  Ifi  -+-  y*  •+■  • • ■ • +y»+  • • • 

und  die  rate  Dififerenzreihe  durch 

*’Ay+"Ay+  ■ ■ • ■ + WA y-f-  • • • • 

0 12  n 


*)  I 1 
1 1 
1 2 1 
1 2 1 

13  3 1 
13  3 1 

14  6 4 1 

1 4 6 4 ] 
I 51010  b 1 
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ungedeutet,  so  dass  das  nte  auf  das  Anfangaglied  folgende  Glied 
für  die  Gruodreilie  durch  y*.  für  die  nte  üinercnzreihc  durch  "Ay 

H 

bezeichnet  wird.  Lässt  mau  nun  die  vorhin  gebrauchten  cnmbitia- 
torisclicn  Elemente  a,  6,  c,  .. . die  Glieder  dieser  Gruodrcihc  be- 
deuten und  der  Bequemlichkeit  des  Vorzeichens  wegen  in  den  Com- 
plexionen  die  Elemente  in  fallender  Ordnung  auf  einander  folgen, 
so  ergiebt  sich  unmittelbar 

• -l- 1)r*"jSr.y/«-r ( — 

0 


"33>y».+»-i+ (— l)>-«2Jr . y».-*-*-, (— l)"y„ 


wobei  "23r  den  rten  Binomial-Coeflicienten  der  «len  Potenz,  näm- 

m (m  — 1 ) (m  — 2)  ....  (m  — (r  — I) ) 


lieh  "23r  = 


1.2.3 


bezeichnet,  so 


duss  “230  = 1,  «•©,  =m  ist. 

Wenn  man  wiederum  die  Anfangsglieder  der  Grund-  oder 
Hauptreike  und  der  successiven  (liflerenzreilicn  je  zwei  und  zwei, 
das  nachfolgende  zu  dem  vorhergehenden  addirt,  so  erhält  man  der 
Folge  nach  die  ersten  Glieder  dieser  Reihen,  aus  diesen  auf  gleiche 
Weise  die  Reibe  der  zweiten  Glieder  u.  s.  w.  f.  Ilic  Anfangsgliedcr 
in  den  so  erhaltenen  Reihen  sind  die  successiven  Glieder  der  Haupt- 
reihe. Die  vorhin  angcstellte  combinatorische  Betrachtung  lässt 
sich  hierauf  unmittelbar  nnwendeu , indem  man  die  Aulangsgliedcr 
der  Reihen  als  die  Elemente  und  die  paarweise  Zusammenstellung 
als  eine  Addition  ansieht.  Man  erhält  also 


y».=yo+'"2?l  'Ay-f-"ä3,  ,Ay-»-....-i-“*23r.'Ay-t---P'"Ay 

0 (I  0 0 


oder  fallend  geordnet 

ym=”>Ay+°'25i  ",-lAy+"S5a",-2Ay-f-  • -+-"s8r“~,Ay-F--- .-+-y„. 
0 0 u 0 

Sieht  man  die  Hauptreihe  y„  -f-y,  H-y,  ...  . . 

selbst  als  die  erste  Differenzrcihe  einer  summatorischcii  Reihe  an, 
deren  Anfangsglied  0 ist,  0 -f-  S,  -4-  <V,  -+-  S,  . . . . -+-  JSm  -+- . . . ., 
so  hat  man  durch  Anwendung  derselben  Betrachtung 

<sr*=0-»-",S8lyo-+-"*23,,Ay-t-""58i,Ay+'—- +*'33er~,Ay-+-— ■*'<"_1Ay 

U 0 0 0 


wodurch  die  Zusammensetzung  des  summatorischen  Gliedes  der 
Hauptreihe  aus  ihrem  Anfangsgliedr.  und  aus  den  Anfongsgliedern 
der  successiven  Dilfercnzreihen  gegeben  wird. 
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XXX. 


Solutio  casus  irreducibilis  optica  oder  Tri- 
sectio  et  inultisectio  anguli  optica. 


Von  dem 

Herrn  Professor  C.  J.  D.  Hill 

an  der  Universität  zu  Lund. 


(Nach  dem  Schwedischen  des  Herrn  Verfassers  von  deui  Herrn  Doctor 
. Creplin  zu  Greifswald.)  °) 


Es  seien  OXX"  und  OX'X'"  (Tiif.  11.  Fig.  9.)  zwei  gegen 
dieselbe  Ebene  winkelrecbtc,  uin  0 bewegliche  Planspiegel  und  <p 
ein  Winkel,  dessen  Theilung  bekannt  ist“),  z.  B.  ein  rechter 
Winkel.  Man  nehme  nun  die  Linie  OX,  die  wir  durch  X be- 
zeichnen wollen,  an.  und  setze  die  bekannte  Grösse  XSip  = c. 
Soll  dann  z.  B.  der  Winkel  t f>  in  drei  gleiche  Theile  getheilt  wer- 
den, so  nehme  mau  die  Linie  OX"'=X"'  so  an,  dass  X"'Stfi  — c 
ist,  und  Badet  dann 

fV»  = ) y — w*“), 

wenn  die  Spiegel  so  um  0 gedreht  werden,  dass  ein  von  dem 
Punkte  X,  welcher  so  wie  der  Punkt  X!"  vorher  durch  eine  Mc- 
tullspitze  oder  einen  Diamant  cingegrubeu  sein  kanu,  ausgehender 
Strahl  XX'X"  nach  zwei  Reflexionen  auf  den  Punkt  X'"  fallt. 
Denn  dann  ist  der  Winkel  sp'  = <p’,  <p”  — <p".  ferner 

<p’  = 'p  — m, 

jp  ” = 9>' — (o  — y — -2a/, 

g>"'  = <p"  — iü  = tp  — 3a/ ; 


°)  Ich  hoffe,  dass  der  Sinn  des  Herrn  Verfs.  überall  richtig  getroffen  sein 
wird.  G. 

°“)  D.  h.  welchen  man,  wenn  überhaupt  die  Aufgabe  die  Theilung  eines 
gegebenen  Winkels  in  n gleiche  Theile  zu  theiieu  verlangt,  in  n gleiche 
Theile  zu  theilen  im  Stande  ist.  Einen  solchen  Winkel  würde  man 
sich  immer  leicht  dadurch  bilden  können,  dass  man  irgend  einen  belie- 
bigen Winkel  n mal  neben  einander  legte.  G. 

***)  Statt  des  hier  gebrauchten  Zeichens  « steht  im  Manuseripto  und  in  den 
Figuren  ein  nur  schwer  erkennbares  Zeichen,  dessen  Stelle  durch  den 
Buchstaben  tu,  wie  ich  glaube,  zweckmässig  vertreten  werden  kann. 
Stfi  bedeutet  immer  sin  <f  . G. 
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und,  wenn  0X'=X',  OX"  — X"  gesetzt  wird, 

X : X'  — Sy  : S(f, 

X'  : X”=Sf"  : Ay, 

X*  : X'"  = 8<p"'  : 

also  componendo 


folglich 


x : X'"=-sy" : <sy 


X"'S<p‘"=  XS<f. 

Wir  machten  aber 


XmStp  = C=:  XStp. 

Also  ist  S<p'"=zSif),  und  folglich  <p'"—yz=<p — 3 u>  (oder  yf"=ip—2nn, 
wenn  tp>27r,  u.  s.  w.),  woraus  \tp  = i<p  — u,  w.  z.  b.  w. 

So  bekommt  man  auch,  wenn  XrStpV  — c ist,  nach  vier  Re- 
flexionen Itp1',  wobei  man  Taf.  II.  Fig.  10.  zu  vergleichen  hat, 
u.  s.  w. 


Anm.  1.  Es  versteht  sich,  dass  umgekehrt  auch  OXr  = Xy 

Y ro  y 

nach  Gefallen  angenommen  und  OX  = — ^ — gemacht  werden 

kann.  Dies  ist  jedoch  nicht  so  genau  in  der  Praxis  wie  das 
Vorige. 


Anm.  2.  Die  Triscctio  anguli  kann  auch  durch  eine  einzige 
Reflexion  bewerkstelligt  werden. 

Denn  es  sei  der  Winkel  ACB  (Taf.  II.  Fig.  11.)  gegeben, 
ABI)  ein  Kreis  und  B ein  gegen  den  Radius  CD  und  die  Ebene 
des  Kreises  winkclrechter  Planspiegel,  und  es  werde  ein  unendlich 
weit  entfernter  Gesichtspunkt  (Mire)  M für  den  über  B hinaus  ver- 
längerten Radius  CB  gesucht.  Ferner  werde  der  Spiegel  D nebst 
dem  Radius  CD  so  lange  gedreht,  bis  der  Punkt  M durch  Re- 
flexion von  dem  Spiegel  D aus  dem  Punkte  A gerade  in  dem  durch 
einen  Diamantstrich  angedeuteten  Durchschnittspunkte  des  Radius 
CD  mit  dem  Spiegel  gesehen  wird.  Verlängert  man  dann  CD 
über  C hiuaus  bis  nach  E,  so  ist  der  Winkel  ECB  =z\ACB, 
oder  der  gegebene  W'inkel  ACB  drcigetheilt  durch  CE.  Denn 
es  ist  der  Winkel  ECB  = EDM  = EDA  = \A CE,  und  folglich 
ACB  = ACE •+-  ECB  = (2  + 1)  . ECB  = 3 . ECB,  wie  be- 
hauptet wurde. 


Anm.  3.  Dies  wird  leicht  auf  dem  Felde  oder  auf  einer  Theil- 
maschine  bewerkstelligt. 
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XXXI. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler  *). 


1)  Mod  soll  beweisen,  dass  immer 


(a  — «,)*  — a,hy  — 

l+Sl’+il’  < 


(«  — «,)*•+■(*  — i,)’ 


ist. 

2)  Wenn  man  eine  gerade  Linie  nach  dem  äusscrn  und  mitt- 
!ern  Verhältnisse  tbcilt,  so  wird  das  Verhältniss  der  beiden  Seg- 
mente zu  einander  durch  den  in’s  Unendliche  fortlaufende  Ket- 
tenbruch 


,+T  + 


1 

1 + 


1 

1 + ete. 


ausgedrückt. 

3)  Die  Zahlen  ar  und  y so  zu  bestimmen,  dass  die  Summen 
x-\-y  und  x’-hy’  vollkommene  Quadratzahlen  werden. 

4)  Es  sei  AB  ein  beliebiger  Kreisbogen,  D dessen  Mittelpunkt, 
so  dass  nämlich  Are  Ali  = Are  BD  ist,  und  E ein  anderer  be- 
liebiger Punkt  in  demselben.  Man  soll  beweisen,  dass,  wo  man 
auch  den  Punkt  E in  dem  Kreisbogen  AB  annebinen  mag,  immer 
Chord  DA  -f-  Chord  DB  >■  Cbord  EA  -f-  C'liord  EB  ist., 

5)  Die  folgenden  Eigenschaften  der  Tangenten  der  Parabel 
sind  zu  beweisen  **). 

Es  seien  an  eine  Parabel,  deren  Brennpunkt  F ist,  die  drei 
Tangenten  AB,  CD,  CE  gezogen,  so  linden  die  folgenden  Rela- 
tionen Statt:  **•) 

o.  Der  von  zwei  Tangenten  an  ihrem  Durchschnittspunkte  ge- 
bildete Winkel  ist  der  Summe  der  von  ihnen  mit  den  nach  ihren 
Berührungspunkten  gezogenen  Vectoren  eingeschlossenen  Winkel 
gleich,  d.  h.  es  ist  z.  B.  2.  DCEz=.  [_  CDF-\-  [_  CEF. 


°)  Nach  einer  von  Herrn  Professor  Dr.  Mensing  zu  Erfurt  mir  gemachten 
gütigen  Mittheilung  werden  in  Cambridge  alljährlich  die  Aufgaben, 
welche  bei  den  Prüfungen  den  Schülern  gegeben  werden,  gedruckt. 
Es  sind  von  mir  die  nötbigen  Veranstaltungen  getroffen  worden,  dass 
diese  gewiss  viel  Gutes  enthaltenden  Aufgaben  möglichst  zeitig  in 
meine  Hände  gelangen,  und  Herr  Professor  Dr.  Mensing  wird  die  Güte 
haben,  das  Brauchbare  aus  denselben  im  Archive  mitzutbeilen. 

**)  Diese  Eigenschaften  der  Parabel  sind  aus  einem  sehr  leaenswerthen 
kleinen  Aufsatze  des  Herrn  Directors  Küruker  zu  Hamburg  in  dem 
Jahresberichte  der  dortigen  mathem.  Gesellsch.  für  1840  entlehnt. 

***)  Die  Figur  wird  sich  ein  Jeder  leicht  selbst  entwerfen  können.  Die 
Tangente  AB  liegt  zwischen  den  sich  in  C schneidenden,  die  Parabel 
in  D und  E berührenden  Tangenten  CB  und  CE,  schneidet  die  erste 
in  A , die  zweite  in  B,  und  berührt  die  Parabel  in  G. 
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b.  Der  von  zwei  Tangenten  an  ihrem  ßurcbschnittspunkte  ge- 
bildete Winkel  ist  der  Hälfte  des  von  den  nach  ihren  Berührungs- 
punkten gezogenen  Yectorcn  eingescblossenen  Winkels  gleich,  d.  h. 
es  ist  z.  B.  L DCE=  | [_  DFE. 

c.  Die  vom  Brennpunkte  nach  dem  Durchscbnittspunkte  zweier 
Tangenten  gezogene  gerade  Linie  halbirt  den  von  den  nach  den 
Berührungspunkten  der  beiden  Tangenten  gezogenen  Vcctoren  ein- 
geschlossenen Winkel. 

d.  Der  um  das  durch  die  drei  an  die  Parabel  gezogenen  Tan- 
genten gebildete  Dreieck  ABC  beschriebene  Kreis  gebt  jederzeit 
durch  den  Brennpunkt  der  Parabel. 

e.  Die  Entfernung  des  Durcbscknittspunktcs  zweier  Tangen- 
ten vom  Brennpunkte  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den 
uach  den  Berührungspunkten  gezogenen  Yectorcn,  d.  h.  es  ist  z.  B. 

DF  : CF=  CF  : EF 

f.  Die  Quadrate  der  Entfernungen  des  Durchschnittspunktes 
zweier  Taugenten  von  ihren  Berührungspunkten  verhalten  sich  wie 
die  nach  den  Berührungspunkten  gezogenen  Yectoren  und  wie  die 
Producte  der  Entfernungen  ihrer  Endpunkte  vom  Brennpunkte, 
d.  b.  cs  ist  immer  z.  B. 

CD  * : CI?  = FD  . FE 

und 

AB*  : CD * : CE?  = FA  X FR  : FCxFD  : FCxFE. 

£ Zwischen  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  findet  immer  die 
ung 

AB  X FC=  ACXFB+  BCx  FA 

Statt. 

h.  Auch  ist  immer 

AD  : AC—  BC  : BE—  GA  : GB. 

(!)  Es  siud  zwei  Punkte  A und  B ihrer  Luge  nach  gegeben; 
man  soll  die  Lage  zweier  andern  Punkte  C und  D bestimmen, 
wenn  an  denselben  die  Winkel  ACD,  BCD  und  ADC,  BDC  ge- 
messen worden  sind. 

Diese,  dem  Puthenot’schen  Probleme  ähnliche  Aufgabe,  für 
welche  in  den  Miscellcn  eine  Auflösung  durch  die  analytische  Geo- 
meine  gegeben  worden  ist,  soll  sowohl  durch  blosse  geometrische 
Construetionen , als  uueh  durch  die  elementare  Trigonometrie  auf- 
gelöst werden.  Bei  der  Auflösung  durch  geometrische  Constructiou 
wird  man  zugleich  darauf  zu  sehen  haben , dass  dieselbe  für  die 
gewöhnliche  Messtischprozis  (wie  z.  B.  das  sogenannte  Riickwärls- 
cinschneidcn  in  der  Feldmesskunst  in  Bezug  auf  das  Pothenot'schc 
Problem)  möglichst  brauchbar  wird. 

7)  Den  Ausdruck  m sin  u — » sin  ß auf  die  Form  ,-r  »in  y zu 
bringen. 

8)  Den  Ansdruck  rn  cos  u — « cos  ff  nuf  die  Form  .*•  cos  y zu 
bringen. 

9)  Den  Ausdruck  m lang  a — n taug  ß auf  die  Form  x lang  y 
zu  bringen. 

10)  Den  Ausdruck  m cot  a — n cot  ß auf  die  Ferm  x cot  y 
zu  bringen. 
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11)  Es  sind  XI,  11  li  ein  Paar  in  C sich  schneidende  gerade 
Linien,  und  D,  JS,  F drei  fixe  Punkte  oder  Pole.  Drei  gerade  Li- 
nien, welche  durch  diese  Pole  gehen,  drehen  sich  so  um  dieselben, 
dass  der  Durchschnittspunkt  der  von  D und  E ausgehenden  immer 
auf  der  Linie  AA,  der  Durchschnittspunkt  der  von  E und  F aus- 
gehenden immer  auf  der  Linie  11U  liegt:  man  sucht  den  geometri- 
schen Ort  des  Durchschnittspunkts  der  von  D uud  F ausgehenden 
geraden  Linien. 

12)  Ein  gegebener  Winkel  dreht  sich  in  seiner  Ebene  so,  dass 
der  eine  Schenkel  desselben  immer  durch  einen  der  Lage  nach  ge- 
gebenen Punkt  geht,  der  Scheitel  aber  sich  immer  auf  einer  der 
Lage  nach  gegebenen  geraden  Linie  befindet:  man  sucht  die  t'urve, 
welche  von  deui  andern  Schenkel  des  Winkels  in  seinen  verschiede- 
nen Lagen  stetig  berührt  wird. 

(Diese  Aufgabe  erfordert  die  Anwendung  der  Differential- 
rechnung.) 


XXXII. 

M i s c e 1 1 e n. 


ln  Nr.  419  der  Astronomischen  Nachrichten  hat  Herr 
Professor  und  Direclor  Hansen  in  Seeberg  eine  interessante 
geodätische  Aufgabe  initgetheilt  und  aufgelöst,  welche  dem  längst 
bekannten  Potücnot’sclien  Problem,  das  bekanntlich  die  ßc- 
stimmung  der  Loge  eines  Punktes  aus  drei  gegebenen  Punkten 
durch  blosse  Winkelmessungen  an  dem  zu  bestimmenden  Punkte 
verlangt,  an  die  Seite  gesetzt  zu  werden  verdient.  Diese  Aufgabe, 
welche  übrigens  nicht  neu  ist,  und  sich  z.  B.  schon  in  J.  H.  van 
Swinden’s  Elementen  der  Geometrie,  aus  dem  Holländi- 
schen übersetzt  von  C.  F.  A.  Jacobi.  Jena.  1834.  S.  321 
trigonometrisch  aufgelöst  findet,  ist  folgende : 

Wenn  zwei  Punkte  der  Lage  uueb  gegeben  sind,  so 
soll  man  die  Lage  zweier  andern  Punkte  durch  blosse 
Win kclmessungc n an  den  letztem,  ohne  diese  von  den 
gegebenen  Punkten  aus  zu  beobachten,  bestimmen. 

Eine  Auflösung  dieses  interessanten  Problems  lasst  sich  ohne 
besondere  Schwierigkeit  aus  den  in  dein  Aufsatze  Nr.  XIV.  in  dem 
ersten  Hefte  dieses  Theils  des  Archivs  gegebenen  Formeln  hcrlei- 
ten,  wie  wir  jetzt  in  der  Kürze  zeigen  wollen. 

Die  beiden  der  Lage  nach  gegebenen  Punkte  seien  A'  und  Av'\ 
und  ihre  Coordinaten  in  Bezog  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges 
Coordinatensvstera  seien  x\  nnd  y,r.  Die  beiden  Punkte, 
deren  Lage  bestimmt  werden  soll,  seien  A und  A, , und  ihre  Coor- 
dinaten in  Bezug  auf  dasselbe  System  seien  x,  y und  xt,  yx.  An 
dem  Punkte  A messe  man  nun  die  beiden  180°  nicht  übersteigen- 
den Winkel  A'AA,,  A,'AA, , und  eben  so  messe  man  an  dem 
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Punkte  A,  die  beiden  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  AA,A, 
A,'A,A,  so  hat  man  alle  Dato,  welche  zur  Bestimmung  der  Coor- 
dinaten  x,  y und  x,,  y,  der  beiden  gesuchten  Punkte  A und  A, 
uöthig  sind,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll. 

Die  Entfernungen  des  Punktes  A von  den  Punkten  A\  A ,' 
wollen  wir  durch  p.  p,,  die  Entfernungen  des  Punktes  A , von  den 
Punkten  A',  A,  durch  p’,  p,',  die  Entfernung  AA,  der  gesuchten 
Punkte  A und  A , von  einander  durch  r bezeichnen.  Denken  wir 
uns  ferner  durch  den  Punkt  A ein  dem  primitiven  Systeme  der  x y 
paralleles  Coordinatcnsystem  der  £17  gelegt,  so  soll  der  von  der  Li- 
nie AA,  mit  dem  positiven  Thcilc  der  Axe  der  £ eingeschlosBene 
Winkel,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theilc  der 
Axe  der  £ an  durch  den  rechten  Winkel  (£17)  hindurch  von  0 bis 
360°  zählt,  durch  y bezeichnet  werden.  Eben  so  wollen  wir,  wenn 
wir  uns  durch  den  Punkt  A,  ein  dem  primitiven  Systeme  der  xy 
paralleles  System  der  £,  rlt  gelegt  denken,  den  von  der  Linie  A,A 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  £ eingeschlossenco  Win- 
kel, indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  £,  an  durch  den  rechten  Winkel  (£,  jj,)  hindurch  von  0 bis 
360°  zählen,  durch  cp,  bezeichnen.  Dies  vorausgesetzt  haben  wir 
nun  nach  den  Gleichungen  2.  in  dem  Aufsatze  Nr.  XIV.  offenbar 
die  folgenden  Ausdrücke: 

Ix,  — x-\-r  cos  cp,  y,  = y-f-  r sin  y; 

x'  = x-+-p  cos  (cp  -f-  «),  y'  = y + p sin  (y-f-o); 
a:,'  = ^ + p,  cos  (y -+■ ß),  y,’—y-t-Q,  sin  (y-t-/S); 

und 

JX  — X,  +r  cos  cp,,  y=y, -f-r  sin  y,; 

x'  — x,  -+-p'  cos  (y,  -4-a,),  y'  = y,  -f-p'  sin  (cp, 
x,'=x,  -4-p,'  cos  (y,-+- ß,),  y,'  = y,  +p,'  sin  (y, -»-/¥,); 

wo,  wie  sogleich  erhellen  wird,  die  Grössen  a,  ß.  ß,  aus  den 
gemessenen^Winkeln  immer  leicht  gefunden  werden  können. 

Aus  den  ersten  Gleichungen  in  den  Systemen  1.  und  2.  folgt 

sin  y = — sin  y,,  cos  y = — cos  y,, 

also 

sin  y cos  y, — cos  y sin  y,=sin  (y  — y,)=0, 
und  folglich 

y — y,  = xw,  y,  =y  — xn, 

wo  x eine  ganze  Zahl  bezeichnet.  Wäre  diese  ganze  Zahl  gerade, 
so  wäre 

sin  y i = sin  y,  cos  y , = cos  y, 
da  doch  nach  dem  Obigen 

sin  cp,  ■=  — sin  y,  cos  y,  = — cos  y 
ist.  Also  ist  x eine  ungerade  Zahl,  und  folglich 

cos  (y,  -4 ~ (c,)~  cos  (y-|-  a,  — xx)  = — cos  (y  -f-u,), 
sin  (y,  + <*,)  = sin  (yH-a,  — xx)  = — sin  (y-4-a,). 
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cos  (y,  +/?,)  = cos  (y + /?,  — **)  = — cos  (y  + /J,)> 
sin  (y,  + /?,)  = sin  (y  + /?,  —xn)=:—  sin  (y + /?,). 

Daher  hoben  wir  jetzt  nach  dem  Obigen  zwischen  den  zehn  unbe- 
kannten Cjrössen  x,  y,  x„  y,,  g,  g,,  g',  g,’ , r,  y die  zehn  fol- 
genden Gleichungen: 

!x  — x,—  — rcos<p,  y — y,  = — r sin  y; 

x’  — x-\-Q  cos  (y -+- a),  y’zxzy+g  sin  (y  + a), 
x,’  = x-i -g,  cos  (y  + /J),  y,'  = y + 0.  sin  (y  + /?); 

x’—x,  — g’  cos  (y  + a,),  y'=y,  — <>'  sin  (y  + a,), 

x,’  — x,  — g,'  cos  (y  + 0,),  y,'  = y,  — e,'  sin  (y  + /*,); 
aus  denen  also  die  in  Rede  stehenden  zehn  unbekannten  Grössen 
zu  bestimmen  sind. 

Eliminirt  man  g,  g,,  q q,’,  so  behält  man  die  sechs  folgenden 
Gleichungen: 

!x  — x,  = — r cos  y,  y — y,  = — r sin  y; 

= t“ng  (y  + «)>  |^r|  = tang'(y-H?); 

p^-^  = tang  (y  + a,),  ==  lang  (y  + /?,) 

zwischen  den  sechs  unbekannten  Grössen  x , y,  x,,  y, , r,  y. 

Durch  Verbindung  der  beiden  ersten  mit  den  beiden  letzten 
Gleichungen  erhält  man 


^y-r..n_?L  = ta  ( 

— x — r cos  ff  ° 17 


yy-y-r  s\n  y 
a:,' — x — r cos  <f 


= tang  (y+(?,) 


oder 

— .r)  sin  (y  + a,) — (y* — y)  cos  (y-+-«,)  = r sin  a,, 
i(.r,'— -.r)  sin  (y+/?,)  — (y,' — y)  cos  (y-4-/J,)  = r sin  ß, ; 
und  folglich  durch  Division 

(x'  — x)  sin  (y  + a,)  — W — y)  cos  (y  + a,)  __sin  <t, 

(x,  — x)  sin  (y-t-/*,)  — (y,‘  — y)  cos  (y  + /»,)  sin  fl,' 
Bringt  rann  die  zweiten  Gleichungen  in  4.  auf  die  Form 


— x 

oder  auf  die  Form 

y— y,' -+- <yi‘—y)  __ 

X'-X,'-t-(X,'—X) 

so  erhält  man  uus  denselben  leicht 


■ß) 


tang  (y  + a),  |Vz^  = tang  (y  + |J); 


, (y‘  — y,j  cos  (y-t-fl  — (x'  — x,')  sin  (y + ff) 

^ ^ — sin  (a  — fl)  ’ 

cos  (<f  a) 

. iv'  — y,')  cos  (<f  -+-fl)  — (x'  — xl')  sin  (y-Hfl), 

y Tt  sin  (a  — 0) 

sin  (y-+-a) 
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, (y'— y.‘)  «o»  (<r-t-«>  — (xf  — Xi)  «in  (r-ha) 

,r,  x Sin  (r  — 0)  ’ 

cos  (7  -4-0) 

(y‘  — y,')  CHS  (74-R)  — (j*  — X,')  sin  (7-4-«) 

y sin  (« — 0) 

sin  (7  4-  0) 

Führt  man  nun  diese  Ausdrücke  für  a f — x,  1/  — y,  x,' — x , 
y,'  — y in  die  Gleichnng  6.  ein,  so  wird  dieselbe 


(g'  — .r,')  sin  (y-frfl  — (»'  — y,')  ena  (74-0)  sin  («  — 00 sin  n, 

(.r  — xt')  sin  (7  -4-0)  — (y-  — y,  ) cos  (7  -4-0)  ’ sin  (0  — 0,)  sin  0, 


oder 


7 fr'  — x,’)  sin  (7  4-  0)  — (y  — y,  ">  cos  (7  4-  0) sin  «,  sin  (0  — 0,) 

(•r- — x,')  sin  (7-4-0) — (y'  — y,')  cos  (74-0)  sin  0,  sin  (a  — er,)" 

Aus  dieser  Gleichung  könnte  man  nun  leicht  tang  y entwickeln, 
und  so  zu  der  Auflösung  der  Aufgabe  gelangen.  Besser  wird  man 
aber  auf  folgende  Art  verfahren. 

Aus  den  beiden  Gleichungen 

8.  x1  — X | ' = II  cos  E,  1/  — y,'=r/l  sin  E 

bestimme  man  auf  bekannte  Weise  die  beiden  Grössen  R und  E, 
so  hat  mau  nach  7.  die  Gleichung 

sin  (7  4-  0 — E)  sin  «,  sin  (0  — 0,) 

sin  (7 4-« — E)  sin  0,  sin  («  — «,)’ 

also,  wie  man  hieraus,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Einheit 
addirt  und  subtrahirt,  und  dann  dividirt,  leicht  findet: 


cot  J(a— ß)  tangjß—  i(a-+-/?)— <p\ 


sinn,  sin(0 — 0,)4-sin0,  sin(g — «,) 
sin«,  siu(0 — 0,) — siii0,  sin(o— «,)’ 


und  folglich 

, „ , _ , . „.sinn,  sin(0— 0,)4-sin0,  sin(R— n,) 

10.  tane  \E-l(a+ß)-q>  =tangi(a-/S)-: — . ' , : -7 4- 

«1  JV  fl  1 1 P.SV  r/SJUR,  Sin(0— 0,)— SIII0,  Sin(a  — «,) 

Berechnet  man  aber  den  Hülfswinkel  0 mittelst  der  Formel 


« sin  0,  sin  («  — «,) 

11.  tuntr  0 = — — — — — 

8 sm  r,  sin  (0  — 0,)’ 

so  bat  man  zur  Berechnung  von  7 nach  10.  die  Formel 
12.  tang  j E — i(o -+-/?)  — y|  = tang  -{(a  — ß)  taug  (45* -4- 0). 
Aus  3.  ergiebt  sich 

x’  — x,’  — q cos  (y-t-a)  — p,  cos  (y-F/?), 
y — y,'  = p sin  (y-F«)  — p,  sin  (y-F/?); 

und  folglich 

1 (jc’—x,)  sin  (7-4-0)  — fy  — y,')  cos  (74-0) 

]e  sin  (« — 0)  ’ 

j (l! — X,  ) sin  (74-0)  — (y'  — y,‘)  cos  (7  + c) 

Sill  (R  — 0)  ’ 

nlso  nach  8. 


13. 
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„ „sin  — „ sin  (g -+- n — E) 

? sin  (n  — /!)  im  (« — 0) 

Ferner  ist  nach  3. 

x’  — x cos  (?>-»-«,)  + ?,'  cos  (?>  + /?,), 

V—yx'  — — Q'  8in  (SP s'“ 
und  folglich 

(j'  — x,‘)  sin  (y-t-/»,)  — (y  — y,')  cos  (f-hß,) 
sin  (er,  — ß)  ’ 

(■r  — x,')  sin  (y-t-g,)  — (y  — y, ) cos  (y-t-g,) 
sin  (ot  — ß,)  ’ 


9 — ' 


15. 

(e/ 

also  noch  8. 

16.  <,=R »in *),  g , > = /t ±J». -7 g). 

f sm(n,  — /»,)  sin  («,—/?,) 

Die  CoordioatcD  x,  y und  x„  y,  ergeben  sich  uuu  mittelst  -der 
Formeln 


17. 


x = x' — Q COS  (<p  ■+■  a)  = X / — Qt  COS  (if  -+-  jS), 
= y’—Q  sin  (y-4-a)  — y,'  — Q,  sin  (5P  + /?) 


und 


18. 


(x,  = x'-+-q'  cos  (9 + cos  (y-d-/*,), 

\y,  =y+e' sin  (?>  + “.)=yi'+e.'  sin  (<»>+/?,). 

Die  Entfernung  r aber  erhält  mun  mittelst  der  Ausdrücke 


19. 


*i  — J~_y  1 — y 

cos  <f  sin  <f  ‘ 


Rücksicbtlich  des  Winkels  <p,  welcher  360°  nicht  übersteigt,  bemer- 
ken wir,  dass  für  denselben  die  obigen  Formeln  zwei  Werthe  lie- 
fern, die  im  Allgemeinen  von  der  Form  <p  und  y — 180°  sind.  Von 
diesen  beiden  Wertlicn  hat  man  jederzeit  denjenigen  zu  nehmen, 
welchem  positive  Werthe  von  q und  p,  entsprechen. 

I)ic  Anwendung,  welche  Herr  Professor  und  llirector  Hansen 
von  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  diese  Aufgabe  gemacht 
hat,  muss  mun  a.  a.  0.  uuebseken. 

Es  scheint  uns  wünschenswert!) , dass  fiir  dieses  interessante 
Problem  auch  recht  elegante  Auflösungen  durch  die  elementare  Tri- 
gonometrie und  durch  blosse  geometrische  Constructionen  gegeben 
werden,  letztere  zugleich  mit  Berücksichtiguug  der  Messtisch  praxis, 
wie  dies  bei  dem  Pothenot’schcn  Problem  unter  dem  Namen  des 
Ruckwärtseinschoeidens  in  der  Feldmesskunst  bekanntlich  schon 
vielfach  geschehen  ist.  Wir  werden  solchen  Auflösungen  gern 
einen  Platz  in  dem  Archive  einräumen. 
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XXXIII. 


Correspondenz. 

Auszug  aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Directors 
Nizze  am  Gymnasium  zu  Stralsund  an  den 
Herausgeber. 

Stralsund,  4.  Junius  1841. 

Erst  in  den  gegenwärtigen  Pfingstferien  habe  ich  Zeit  gewin- 
nen können,  das  erste  Heft  Ihres  Archivs  zur  Hand  zu  nehmen. 
(Jeher  das  Unternehmen  selbst  habe  ich  mich  ungemein  gefreut,  und 
sollte  ich  von  Zeit  zu  Zeit  Ihnen  Kleinigkeiten  beisteuern  können, 
so  wird  es  mit  Vergnügen  geschehen.  Für  diesmal  Folgendes: 

Ich  Qel  zuerst  uuf  den  Abschnitt:  „Aufgaben  für  Schüler.“ 
Dabei  interessirten  mich  die  Uuzengeigerschen  Formeln,  bei  deren 
Nachrechnung  ich  aber  einige  Irrungen  gefunden  zu  haben  glaube, 
welche  ich  mir  unzugeben  erlaube. 

Nr.  8.  muss  heissen 

sin  (a  — ß) =4  cos  i(o  — ß)  sin  ^(a  — y)  cos  i(ß  — y) 

Nr.  12.  cos  ’Jfa-f-jS-F-y)  ....  = 2(1  -F- cos  a cos  ß cos  y) 

Nr.  13.  sin  *{(a  -§-/?•+-?')  ....  =2(1  — cos  a cos  ß cos  y) 

Nr.  14.  cos  ’a-f- =2(l-(-cos  («— |— /S)  cos  (a-f-yj  cos(jS-f -y)\ 

Nr.  15.  sin  ’a-(- . . . . =2(1 — cos  (a-j-jS)  cos  (a-f-y)  cos  (ß -+-/)) 
Hat  Huzengeigcr  sich  verschrieben , oder  trägt  der  Setzer  die 
Schuld!  “) 

Hei  einer  andern  Ihrer  Aufgaben  hin  ich  sofort  auf  folgende 
Kleinigkeit  gefallen: 

Aufgabe.  Ks  soll  auf  einer  gegebenen  geraden  Li- 
nie ein  Rehteck  constrnirt  werden,  dessen  zweite  Seite 
halb  so  gross  ist,  als  die  Diagonale. 

ln  Tuf.  II.  Fig.  12.  ist  MX  die  gegebene  gerade  Linie,  AB 
willkürlich,  BD  — \AB,  MX  = AE  (=  Aff). 

Lehrsatz.  Wenn  die  kürzere  Seite  eines  Rechtecks 
halb  so  gross  ist,  als  dessen  Diagonale,  und  wenn  man 
uuf  der  kürzeren  Seite  desselben  wiederum  ein  Rechteck 
construirt,  dessen  zweite  Seite  die  Hälfte  seiner  Dia- 
gonale ist,  im  gleichen  auf  der  kürzeren  Seite  dieses 
Rechtecks  wieder  ein  Rechteck  von  derselben  Beschaf- 
fen heit,  und  so  in  infinitum,  so  verhalten  sich  diel änge- 
ren  Seiten  aller  dieser  Rechtecke  wie 

1 : ! ^ 3*  : ^ J*  : 

An  in.  Man  wurde  die  Aufgabe  und  den  Lehrsatz  auch  auf 
das  rechtwinklige  Dreieck  beziehen  können , dessen  eine  Kathete 
halb  so  gross  ist,  als  die  Hypotenuse. 


')  Weder  der  Herausgeber,  noch  der  Setzer,  noch  der  Corrcctor  tragen 
die  Schuld.  Buzengeiger  hat  sieb,  wie  ich  durch  das  noch  in  mei- 
nen Händen  befindliche  Blatt  naebweisen  kann,  allerdings  verschrieben, 
und  Herrn  Director  Nizze  gebührt  daher  der  grösste  Dank  für  die 
Nachweisung  dieser  Schreibfehler.  G. 
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Analyse  des  dquations  ddtermindes  par  M 
Fourier,  de  l’institut  royal  de  France,  secrd- 
taire  perpdtuel  de  Tacaddinie  des  Sciences. 

Premiere  partie.  Paris.  1831.  4 
Grundzüge  der  Lehre  von  den  numerischen 
Gleichungen  nach  ihren  analytischen  und  geo- 
metrischen Eigenschaften.  Ein  Supplement  zu 
den  Lehrbüchern  der  Algebra  und  der  Diffe- 
rentialrechnung von  M.  W.  Drobisch,  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  der  Universität  zu 
Leipzig.  Leipzig,  1834.  8.  *) 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Gartz, 

zu  Halle. 


Je«n  Baptiate  Jos.  Fourier  (geboren  zu  Auxerre  io  der  Bour- 
gogne  den  21.  Marz  1 168,  gestorben  zu  Paris  den  16.  Mai  1830)  ist 
nls  Verfasser  einer  scharfsinnigen  Theorie  der  Wärme,  die  schon 
wegen  der  dann  gebrauchten  analytischen  Methoden  die  Aufmerk- 
samkeit jedes  Mathematikers  verdient,  und  mancher  trefflichen  der 
pariser  Akademie  der  Wissenschaften  vorgetragenen  Abhandlungen 
und  Biographien  auch  in  Deutschland  schon  langer  bekannt;  erst 
nach  seinem  lode  aber  lernten  wir  ihn  als  denjenigen  Mann  ken- 

WW^il  T .i  6 17  “u  S*™™  Zeit  Slc‘d‘a"m  «»llstehendc 

Wissenschaft  der  Algebra  ihre  wichtigsten  neuen  Fortschritte  und 
Erweiterungen verdankt.  Der  nun  auch  schon  verstorbene  Herans- 
geber  de.  vorliegenden  Werk.  Navier,  weist  in  seinem  Vorberichte 
aus  luuterlassenen  Papieren  F.’a  nach,  dass  Fourier  schon  in  sei- 


*)  Obgleich  Fourier’»  berühmtes  Werk  schon  im  Jahre  1831  erschienen 
'st>,  *°,  T ” d°cb  kei  W «Mm  noch  nicht  so  allgemein  bekannt  und 
u'ikT-fC’  ”!e  nacl>  «einem  hochwichtigen  Inhalte  verdient.  Des- 
ha  b durfte  die  in  diesem  Aufsatze  gegebene  eben  so  gründliche  als 
vollständige  Analyse  desselben  auch  jetzt  noch  vielen  Lesern  anaenehm 
und  dem  Zwecke  des  Archiv»  vollkommen  entsprechend  IJn.Tob“*  «“ 
zugleich  zweckmassig  schien,  eine  kurze  Analyse  des  Buches  von  Dro- 
biseh  damit  zu  verbinden.  nwro- 
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Den  achtzehnten  Jahre  viele  von  den  Entdeckungen  gemacht  hatte, 
welche  in  vorliegendem  Werke  mitgetbeilt  werden.  Später,  im 
Jahre  1789,  überreichte  F.  der  pariser  Akademie  eine  Abhandlung 
ähnlichen  Inhalts,  und  trag  nachmals  (im  Jahre  1797)  als  Lehrer 
an  der  polytechnischen  Schule  seinen  Schülern  diese  Entdeckungen 
vor.  F.  gehörte  zu  den  Gelehrten , welche  Uonnparte  auf  sciuem 
Zuge  nach  Aegypten  mitnahm,  und  suchte  auch  während  seines 
Aufenthalts  in  jenen  Lande  seine  neuen  Ansichten  weiter  zu  ent- 
wickeln und  zu  vervollständigen,  wovon  mehrere  dem  von  dea 
Franzosen  errichteten  „Institut  von  Cairo“  überreichte  Abhandlun- 
gen zeugen.  Nach  Frankreich  zurückgekehrt  kam  er,  wenn  schon 
nicht  ohne  Unterbrechungen,  welche  zum  Tbeil  durch  die  Staats- 
veränderungen in  seinem  Vaterlandc  herbeigeführt  wurden,  wieder- 
bolentlich  auf  diesen  Gegenstand  zurück.  Unter  den  schon  er- 
wähnten von  ihm  der  neuen  pariser  Akademie  initgethcilten  Abhand- 
lungen, welche  über  noch  uicht  ulte  gedruckt  sind,  beziehen  sich 
vier  auf  die  algebraische  Analysis.  Endlich  entschloss  sich  F.  alle 
seine  hierauf  bezüglichen  Arbeiten  in  einem  grösseren  Werke  zu- 
sammen zu  fassen,  kaum  hatte  jedoch  der  Druck  dieses  Werkes 
begonnen,  als  ihn  der  Tod  übereilte.  Leider  fand  sich  unter  sei- 
nen Papieren  nur  der  vorliegende  erste  Tbeil  vollständig  für  den 
Druck  vorbereitet.  Für  das  Uebrige  fanden  sich  indessen , nach 
Navier’s  Aussage,  zahlreiche  Materialien  gesammelt,  uud  es  ist  nur 
zu  wünschen,  dass  dieselben  recht  bald,  wenn  auch  nicht  verarbei- 
tet, dem  Publikum  mitgetheilt  werden  mögen.  — Wir  wollen  nun 
den  Inhalt  des  vorliegenden  ersten  Theils  angeben:  Auf  das  Aver- 
tissement de  l’dditenr  (S.  1 — XXIV)  folgt  (!».  1—5)  die  Vorrede 
des  Verfassers,  worin  er  sich  über  die  Wichtigkeit  und  den  Nutzen 
der  Algebra,  über  die  Verdienste  seiner  Vorgänger  und  den  Zweck 
seines  eigenen  Werkes  ausspricht.  Hieran  schliesst  sich  (S.  7 — 2t) 
eine  Einleitung,  welche  zunächst  in  gedrängter  Kürze  die  all- 
inähligen  Fortschritte  der  Algebra  seit  Diophaut  angiebt.  F.  er- 
klärt sich  hier  schlechthin  gegen  alle  Versuche,  welche  bezwecken 
die  Wurzeln  der  Gleichungen  aller  Grade  durch  Formeln  darzu- 
stellen, welche  der  carduniscben  Formel  analog  wären,  indem  da- 
durch nur  sehr  verwickelte  Transformationen  erhalten  würden, 
worin  die  Wahrheit,  welche  man  sucht,  mehr  als  in  der  gegebenen 
Gleichung  selbst,  versteckt  wäre.  I^ibnitzens  und  Tscliiruhausens 
Ansichten  hierüber  seien  unausführbar.  Des  Verfassers  eigenes  Ver- 
fahren sei  keine  Comhinution  der  elementaren  Kegeln  über  die 
Wurzelnusziehung,  sondern  eine  Methode  sui  genens,  welche  auf 
gleichzeitigem  Ualcül  aller  Cuefticienten  der  vorgelegtcn  Gleichung 
beruhe;  sie  weiche  von  Lagrunge’s  Auflösung  der  numerischen 
Gleichungen  ab,  und  gelte  auch  tur  die  Literalglpichungen.  Vor- 
ausgesetzt wird  bei  dieser  neuen  Methode  ausser  den  gewöhnlichen 
Elementen  der  Algebra,  die  Kenntniss  der  Differentialrechnung  be- 
sonders die  Entwickelung  algebraischer  Functionen  in  Reihen  (nach 
dem  Taylorschen  Satze)  jedoch  mit  Hinznftigung  des  Restes,  wenn 
man  eine  solche  Reihe  bei  einem  beliebigen  Gliede  abbricht.  Auch 
ist  einige  Kenntniss  der  analytischen  Geometrie  nothwendig,  weil 
dadurch  die  trefflichste  Versinnlichung  der  allmähligen  Veränderun- 
gen in  den  Werthen  einer  Function  f(.v)  und  eben  dadurch  Er- 
leichterung in  der  Erforschung  ihrer  Eigenschaften  möglich  wird. 
Der  Verfasser  ist  offenbar  durch  solche  geometrisch«  Betrachtungen 
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auf  die  meisten  (einer  Entdeckungen  gekommen.  — Vor  dem  Be- 
ginne der  in  diesen  ersten  Theile  enthaltenen  zwei  Bücher  seines, 
dem  Piuse  nach«  aus  sieben  Büchern  bestehenden  i Werkes,  giebt  F. 
eine  (Jebersicht  aller  von  ihm  für  die  Theorie  der  Gleichungen  ge- 
wonnenen Resultate  (S.  25 — 86),  auf  welche  wir  zurück  kommen 
wollen,  wenn  wir  die  vorliegenden  ersten  zwei  Bücher  in  nähere 
Betrachtung  gezogen  haben  werden.  — Buch  1.  Methode  für 
jede  reelle  Wurzel  zwei  Gräozen  zu  bestimmen,  (zwischen  welche 
diese  Wurzel  fällt,)  uod  das  Vorhandensein  imaginärer  Wurzeln 
zu  erkennen.  — Bedeutet  m eine  ganze  positive  Zahl  uod  ist 
X = ...  -+■ 

und  X'=/\x)~,  X"==/V)=S[ , X(— »=/f"-i)(.r) 

==rfj»-^>  80  "ut  klar,  ^a5S  a*'e  ree^e  Wur- 

zeln der  Gleichung  X = 0 zwischen  den  Gränzen  — 4 und  -4-4 
liegen,  und  dass  sowohl  für  o.-  = — 4 als  für  a;  — -+-  4 jede  der 
Functionen  X,  X',  X"  . . . . X<"_ *)  einen  uuendlicheu  Werth  er- 
hält, desseu  Vorzeichen  lediglich  von  dem  jedesmaligen  ersten 
Gliede  der  Function  abhängt,  während  X (")  = 1 ,2.3...  m 
eine  positive  Cynstautc  ist.  Ordnet  man  daher  die  gedachten 
Functionen  so: 

X<->,  XCv-D,  , , X',  X"«  X 

und  setzt  unter  jede  das  ihr  zukommende  Voneichen,  so  erhält 
man  offenbar 

X»  Xf— » X(— « x<--») «...  X"  X’  X 

(für  — 4)  -4-  — + — dfc  =p  dr 

(Für  -1-4)  -+-  + -4-  -+- 

Nennt  man  also  zwei  auf  einander  folgende  gleiche  Voncichen,  wie 

-4- -4- oder , eine  Vorzeichenfolge,  dagegen  zwei  aufein- 
ander folgende  einander  entgegengesetzte  Voncichen,  wie  -4 

oder  — -4-  einen  Vnrzeichcnwechsel,  so  sieht  man,  dass  in  der 
Reihe  für  — 4 lauter  Vorzcichenwecbsel,  in  der  Reihe  für  -f-4  lau- 
ter Vorzeiclienfolgen  Vorkommen,  und  zwar,  wenn  die  Voneichen 
von  X*")  und  X nur  einmal,  jedes  der  übrigen  aber  doppelt,  näm- 
lich in  Bezug  auf  das  vorhergehende  und  in  Bezug  auf  dus  fol- 
gende Vorzeichen  berücksichtigt  werden , erhält  man  in  der  Reihe 
( — 4)  grade  so  viel  Voncichenwechsel,  in  der  Reihe  (-4-4)  so  viel 
Vorzeichenfolgen  als  der  Grad  der  gegebenen  Gleichung  X = 0 
beträgt,  nämlich  m.  Es  muss  also  die  Reihe  XC"),  Xf"— D, ....  X',  X 
heim  Uebergange  von  ■z,= — 4 IU  •£'=-4-4  alle  Mal  m Vorzeichen- 
Wechsel  verlieren.  Da  jedes  Glied  dieser  Reihe  eine  stetige  Fnnction 
Von  a:  ist,  so  kann  cs  nicht  anders  sein  Vorzeichen  ändern,  also 
Vom  Positiven  zum  Negativen  oder  vom  Negativen  zum  Positiven 
fibergehen,  als  indem  es  älen  Zwischenwerth  Null  durchläuft.  Fou- 
rier zeigt  nun  eben  so  einfach  als  klar  1)  dass  jedes  Mal,  wenn 
ar  einen  Werth  erreicht,  der  die  Function  X = 0 macht,  ohne  zu- 
gleich eine  von  den  derivirten  Functionen  auf  Noll  zu  bringen, 
nothwendig  ein  Zeichcnwechse!  verloren  gehe,  d.  h.  sich  in  eine 
Zeichenfolge  verwandele,  und  dass,  wenn  a?  nachher  weiter  bis  4 
ununterbrochen  wächst,  die  Anzahl  der  Zeichenwecbsei  bei  keinem 
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auf  a folgenden  Werthe  von  x wieder  zunehmcu  könne;  2)  dass, 
wenn  X einen  Werth  erreicht,  der  die  beiden  letzten  oder  mehrere 
von  den  letzten  unmittelbar  auf  einander  folgenden  . . . X’’,  X',  X 
in  der  obigen  Funktionenreihe  verschwinden  macht,  (was  bekannt- 
lich ein  Merkmal  von  eben  so  viel  einander  gleichen  Worzeln  der 
Gleichung  X = 0 ist)  alle  Mal  eben  so  viele  Zeichenwechsel  ver- 
loren gehen.  3)  Wenn  nicht  die  Stammfunction  X,  wohl  aber  eine 
von  ihren  Derivirten  oder  m auf  einander  folgende  von  diesen  für 
einen  bestimmten  Werth  von  x verschwinden , werden  alle  Mal, 
wenn  n gerade  ist,' auch  n Zeichenweise!  verloren  gehen;  wenn 
aber  tt  ungerade  ist,  entweder  n — 1 oder  »-f-1  Zeichenweise!. 
In  den  Fällen  (2)  und  (3)  so  wenig  als  in  dem  Falle  (1)  nimmt 
die  Anzahl  der  Zeichenweise!  jemals  wieder  zu,  wenn  man  x 
fortdauernd  wachsen  lässt.  — Hut  die  Gleichung  X = 0 lauter 
reelle  Wurzeln,  so  muss  die  Function  X,  während  x von  — £ bis 
-+-J  ununterbrochen  wächst,  m Mal  auf  Null  gebracht  werden,  wo- 
durch dann  alle  m Zeichenwechsel  sich  in  Zeichenfolgen  verwan- 
deln, und  mithin  kann  dann  durch  den  unter  (3)  aufgeführten  Fall 
kein  Zeichenwechsel  verloren  gehen.  So  oft  also  durch  diesen 
Fall  Zeichenwechsel  verloren  gehen,  deutet  diess  auf  imaginäre 
Wurzeln,  und  zwar  jedes  Mal  auf  eine  gerade  Anzahl  derselben, 
wie  es  sein  muss,  da  in  einer  rationalen  Gleichung  jede  darin  ent- 
haltene imaginäre  Wurzel  q-f-ftl/ — 1 stets  das  Vorhandensein 
ihrer  conjugirten  a — ß\/  — 1 nothwendig  macht.  — Um  nun  zu 
entdecken,  ub  zwischen  zweien  Gränzen  a und  b eine  Wurzel  oder 
mehrere  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  liegen , substituire  man 
für  x erst  a und  nachher  b in  der  oft  erwähnten  Reihe  von 
Functionen,  und  untersuche,  ob  die  Reibe  für  x — b noch  eben  so 
viele  Vorzeicbenwechsel  halte,  als  die  für  x=za.  Ist  diess  der 
Fall,  so  liegt  zwischen  a und  b gar  keine  Wurzel  der  Gleichung. 
Hat  aber  die  Reihe  für  x = b einen  Vorzricheuwechsel  weniger 
als  die  Reibe  für  x = a,  so  liegt  zwischen  « und  /(eine  reelle 
Wurzel.  Hat  die  Reihe  für  xzzzb  eine  ungerude  Anzahl  2«-f-l 
Vorzeicbenwechsel  weniger  als  die  für  x = a,  so  liegt  zwischen 
a und  b wenigstens  eine  reelle  Wurzel;  cs  können  aber  in  diesem 
Falle  auch  3 oder  5 u.  s.  w.  überhaupt  eine  ungerade  Anzahl  reel- 
ler Wurzeln  zwischen  <z  und  b liegen,  jedoch  nicht  mehr  als 
2ts-f-l.  Liegen  nur2r-|-l  reelle  Wurzeln  in  diesem  Zwischen- 
räume, so  sind  2t»  — 2r  imaginäre  Wurzelu  durch  die  verloren  ge- 
gangenen Vorzeichenwechsel  angedcutet,  welche  Wurzeln  F.  feh- 
lende (meines  maoauantes),  Herr  Dro bisch  passender  verloren 
gegangene  Wurzel,  nennt.  — Hat  endlich  die  Reihe  für  x = b 
eine  gerade  Anzahl  2/t  Vorzeicbenwechsel  weniger  als  die  für 
x = a,  so  hat  die  Gleichung  X = 0 in  jenem  Zwischenräume  ent- 
weder gar  keine  oder  2.  oder  4 u.  s.  w.  oder  überhaupt  eine  ge- 
rade Anzahl  2 q reelle  Wurzelu,  die  zwischen  a uud  b fallen,  je- 
doch nicht  mehr  als  2/t;  zugleich  erkennt  man  aber  daraus,  dass 
auch  2 p — 2y  imaginäre  Wurzeln  vorhanden  sind.  — Stets  also 
deutet  die  Anzahl  der  im  (Jebergange  von  x — u zu  x = b verlo- 
ren gegangenen  Zeichenwecbsel  auf  eine  eben  so  grosse  Anzahl 
von  Wurzeln,  welche  entweder  alle  reell,  oder  von  denen  eine 
gerade  Anzahl  imagiuär  ist.  Ist  z.  B.  X = x’  -+-  ~x2 — 3.r-|-2 
so  ist  X'  = Sx1  ix  — 3,  X"  = 6a--|-4,  X"'  = 6.  Wenn  man 
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also  für  x,  wie  e*  der  leichten  Berechnung  wegen  zunächat  immer 
geschieht,  die  Glieder  der  Reihe  ... — 100,— r!0,  — 1,  0,  + l,  + 10 ... 
setzt,  so  erholt  man  : 

X"  X”  X'  X 

(—10)  H l-  T 

(—1)  -+-  — — + 

(0)  -f-  + h 

0)  +•  ■+•  H — h 

woraus  erbcllrt,  dass  zwischen  — 10  und  — 1 eine  reelle  Wurzel, 
zwischen  — 1 und  0 gar  keine  Wurzel  liegt,  und  dass  zwischen 
.r  = 0 und  x—l  entweder  zwei  reelle  Wurzeln  fallen,  oder  zwei 
dergleichen  verloren  gegangen  sind,  in  welchem  letzteren  Falle  die 
Gleichung  zwei  imagiuärc  Wurzeln  hat.  W'ie  man  entdecke,  von 
welcher  Natur  die  zuletzt  erwähnten  beiden  Wurzeln  seien,  darüber 
nachher.  — Kommt  es  hei  der  Anwendung  dieses  höchst  einfachen 
Verfahrens  vor,  dass  ein  für  x substituirter  W'erth  a ein  Glied 
oder  mehrere  Glieder  der  Functionenreihe  X("),  ...,  X',  X 

auf  Null  bringt,  so  giebt  eine  leichte,  aus  dem  Taylorschen  Satze  ab- 
geleitete Regel  an,  welche  Vorzeichen  jenen  Functionen  beizulegen 
seien,  sofern  x — a — ut  und  so  fern  x — a -+■  a>  gesetzt  wird,  wo 
(u  eine  sehr  wenig  von  Null  verschiedene  Grösse  bedeutet.  Man 
braucht  nämlich  dann  in  diesen  beiden  Reihen  nur  dieselben  Vor- 
zeichen wie  in  der  Reihe  für  x — a zu  setzen,  da  aber,  wo  in 
letzterer  Reihe  Glieder  verschwinden,  hat  man  für  x^za  — tu, 
Vorzeichen  Wechsel , für  x — a -+  ui , Vorzeichenfolgen  zu  setzen. 
Ist  z.  B.  die  Reihe 

für  a H — h 0 0 0 0 — 0 0 0 + 0 — so  ist  sie 

für  a — tu  H 1 H 1 H 1 1 und 

für  a+to  H — I — | — | — ( + H — K — 

Ist  nun  die  Anzahl  der  Vorzeicbcnwechsel  in  der  Reihe  für  x=m — i o 
etwa  = h,  in  der  für  x = a-+-  u aber  = /fr,  so  deutet  diess  auf 
h — k imaginäre  W’urzeln,  so  in  dem  oben  angeführten  Beispiele 
auf  6 dergleichen.  Fourier  nennt  diess  die  Regel  vom  doppel- 
ten Vorzeichen.  — 

Man  sieht  leicht,  dass  die  Regel  von  Descartes,  wonach  man 
ans  den  Vorzeichen  der  Glieder  einer  Gleichung  benrtheilt,  wie 
viele  reelle  positive  und  wie  viele  negative  Wurzeln  die  Gleichung 
höchstens  habe  (fälschlich  die  barriotsche  Regel  genannt),  nichts 
weiter  als  ein  Corollar  der  bisher  angegebenen  Sätze  Fourier’s  sei. 
Denn  setzt  man  in  den  Functionen  X,  X',  . . .,  X(m— 1J,  XI*"!  das 
.r=0,  so  werden  sie,  zu  Folge  des  Mac-Laurinscben  Satzes,  gleich 

Produkten  aus  den  positiven  Faktoren  1,  1,1.2,  1.2.3, 1.2...« 

in  die  Coeflicienten  der  Gleichung  X = 0.  Wenn  man  duher  nun 
die  Vorzeichen  dieser  Coeflicienten  mit  der  Reibe  von  Vorzeichen 
für  x = — i und  für  x — + i vergleicht , so  giebt  diess  die  Re- 
gel des  Descartes.  Offenbar  ist  aber  die  Regel  Fourier’s  weit 
gehaltreicher,  da  sie  zugleich  bestimmte  endliche  Gränzen  angiebt, 
zwischen  welchen  mun  einzig  und  allein  reelle  Wurzeln  zu  suchen 
hat,  und  auf  die  einfachste  Weise  zur  annähernden  Bestimmung 
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dieser  Wurseln  durch  fortgesetzte  Verengerung  der  Gränzen  dienen 
kann,  wovon  nachher  noch  weiter  die  Rede  »ein  Wird.  Ks  bleibt 
jetzt  zunächst  die  Frage,  wie  man,  wenn  inehr  als  ein  Vorzeichen- 
wechsel durch  den  UebcrgtHig  von  jc=a  zu  x = i verloren  geht, 
entscheiden  könne,  oh  dadurch  lauter  reelle  zwischen  a und  b lie- 
gende Wurzeln  oder  Paare  von  imaginären  Wurzeln  angcdcutct 
werden,  und  wie  man  die  reellen  zwischen  a und  b liegenden  Wur- 
zeln, wenn  dergleichen  vorhanden  sind,  durch  Granzen,  die  inan 
zwischen  jede  zwei  einander  am  Nächsten  kommende  einschiebt, 
von  einander  trennen  könne,  Diess  würde  man  nun  zwar  dadurch 
bewerkstelligen  können,  dass  man  nach  der  von  Lagrange  und 
Waring  vorgeschlagenen  Methode  eine  Grösse/^  bestimmte,  welche 
entweder  = oder  < als  die  kleinste  Differenz  zweier  reellen  Wur- 
zeln der  gegebenen  Gleichung  wäre,  und  sodann  für  a:  nach  der 
Reihe  die  Wahlen  « + 2,^  u.  s.  w. ...  in  der  Function  y(.r) 

suhstituirtc;  allein  dazu  gehören  bei  Gleichungen  von  einigerma- 
sseu  holiein  Grude  so  weitläufige  Rechnungen,  dass  ein  anderes 
kürzeres  Verfahren  für  die  Praxis  höchst  wünschenswert!]  ist.  Ein 
solches  und  zwar  ein  sehr  einfaches,  das  in  den  meisten  Fällen 


äusserst  schnell  zum  Ziele  führt,  hat  nun  F.  gefunden.  Fs  gründet 
sielt  auf  die  Betrachtung  der  Subtangenten  derjenigen  Curve, 
welche  die  Veränderung  in  den  Wcrthe»  der  f(ar)  veranschaulicht. 
Ist  man  nämlich  durch  Hinreichende  Zusummenziehung  der  Gränzen 
a und  b dahin  gelangt,  dass  zwischen  diesen  Gränzen  nur  zwei 
Wurzeln  der  Gleichung  /(.r)  = 0,  eine  Wurzel  der  Gleichung 
= 0 und  gar  keine  Wurzel  der  Gleichung  — Ü liegt, 

so  hat  die  Curve  zwischen  den  Gränzen  x = a und  •» f> 

eine  Einbiegung  gegen  die  Abscissenaxe  (ein  Minimum  oder  Maxi- 
mum von  /[&)),  aber  keinen  Wendepunkt.  Hieraus  folgt  leicht, 

dass  die  absoluten  Zahlenwerthe  der  Subtangenten  ß~  und 

sowohl  einzeln  als  zusammen  kleiner  als  b — a sein  müssen,  wenn 
zwei  reelle  Wurzeln,  also  zwei  Durchschnitte  der  Curve  f(&)  mit 
der  Abscissenaxe,  zwischen  x=za  und  x=.b  liegen  sollen.  Fin- 

det  sich  daher  j — •'  80  's*  diess  ein  sicheres 

Zeichen,  dass  zwischen  a und  b zwei  reelle  Wurzeln  verloren  ge- 
gangen sind,  statt  deren  dann /(.r)  = 0 zwei  imaginäre  Wurzeln 
hat.  Nur  der  Full  ist  hievon  aaszunehmen,  wenn  f(.v)  und  f{.r) 
einen  gemeinschaftlichen  Theilcr  und  daher  y(^r)  = ü zwei  gleiche 
Wurzeln  zwischen  a und  b hat,  was  aber  bekanntlich  Icicht'zu  er- 
forschen ist.  Findet  sich^j^  + ~^<_b  — «,  so  kann  man  dar- 
aus noch  nichts  mit  Sicherheit  scliliessen,  sondern  muss  dann  engere 
Gränzen  statt  a und  b wählen,  wodurch  man  aber  endlich  gewiss, 
wenn  die  beiden  Wurzeln  reell  sind,  dnliio  gelangt  sie  zu  trennen, 
oder,  wenn  sie  es  nicht  sind,  die  Summe  zweier  Subtangenten 
grösser  als  die  Differenz  der  Abscisscn  der  zugehörigen  Punkte  zu 
finden.  Hat  man  durch  das  früher  angegebene  Verfahren  entdeckt, 
dass  nicht  bloss  zwei,  sonde/n  noch  mehr  Wurzeln  zwischen  den 
Gränzen  a und  b liegen  oder  verloren  gegangen  sind,  so  ist  durch 
oben  jenes  Verfahren  auch  zugleich  bekannt,  welche  von  den 
Functionen  X<"), ' »,  ...  A',  .Y,  wenn  man  sie  =0  setzt, 

nur  eine  oder  zwei  Wurzeln  zwischen  a und  b habe  oder  verlo- 
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reo  habe.  Es  sei  mm  X.W  die  erste,  von  , der  Rechten  an  gezählt, 
unter  jenen  Functionen,  welche,  wenn  man  sic  =0  setzt,  nur  eine 
Wurzel  zwischen  a und  4 hat,  so  hat  A('l-,J=0  nothwendig  zwei 
Wurzeln  zwischen  denselben  GränzeD,  eutweder  wirklich  oder  ver- 
loren, und  A'("-M)  = 0 hat  dann  entweder  gar  keine,  oder  eine 
oder  zwei  reelle  Wurzeln  zwischen  a uud  4,  oder  cs  sind  für 
A(«-H)  = 0 zwei  zwischen  a und  4 verloren  gegangene  Wurzeln 
augedeutet.  Hat  = 0 gar  keine  Wurzel  zwischen  a und  4, 

weder  wirklich  noch  verloren,  so  kann  man  nach  demselben  Verfah- 
ren, welches  wir  vorher  auf  die  Functionen  f(x)  und  f(x)  an- 
wundteu,  entdecken,  ob  die  beiden  angezeigten  Wurzeln  von 
= 0 beide  reell  oder  imaginär  sind,  und,  wenn  sie  letzteres 
sind,  daraus  schliessen,  dass  auch  X = 0 zwischen  a und  4 zwei 
reelle  Wurzeln  verloren  habe.  Dasselbe  wird  inan  schliessen,  wenn 
die  beiden  Wurzeln  von  AI"- U = 0 einander  gleich  sind,  ohne, 
wenn  man  sie  statt  x setzt,  alle  die  auf  X(*— U folgenden  Functio- 
nen  XI"-8),  . . .,  X',  X auf  Null  zu  bringen.  Sind  hingegen  die 
beiden  Wurzeln  von  X("_ W = 0 gleich,  und  bringen  sie,  fiir  x 
substituirt,  alle  auf  X*"*-'*  folgende  Functionen  nuf  Null,  so  hat 
die  Gleichung  X = 0 bekanntlich  /»  Wurzeln,  die  jenen  beiden 
gleich  sind.  Sind  die  gedachten  beiden  Wurzeln  von  X<"_ D = D 
reell  aber  ungleich,  so  muss  mau  die  Gränzcn  a und  4 verengern  bis 
diese  Wurzeln  durch  eine  dazwischen  lallende  Gränze  getrennt  wer- 
den, wodurch  daun  die  erste  unter  den  Functionen  Xt”),  X 

von  der  Rechten  an  gezählt,  welche,  =0  gesetzt,  uur  eine  Wurzel 
zwischen  n uud  4 hat.  gewiss  weiter  rechts  als  vorher  zu  suchen  sein 
wird.  Sind  fiir  X("+Il=r0  eine  oder  zwei  Wurzeln  zwischen  a und  4 
angezeigt,  so  muss  man  ebenfalls  erst  die  Gränzen  a und  4 verengern, 
wodurch  man  gewiss  endlich  dahin  gelangt,  dass  unter  den  Functionen 
Xi”),  XI"1—1),...  X',  X von  der  Rechten  gegen  die  Linke  gezählt  die  erste 
Xlr),  welche,  =0  ersetzt,  nur  eine  Wurzel  zwischen  a und  4 hat,  vor 
siclr  eine  andere  XCr+O  habe,  welche,  =0  gesetzt,  gar  keine  Wurzel 
zwischen  a und  4 hat  oder  verloren  hat,  so  dass  dann  die  vorgetragene 
Subtaugcnteupriifung  sogleich  auf  Xt'- D ungewendet  werden  kann. 

Huch  2.  Methode  die  Werthc  der  Wurzeln , deren  Gränzen 
bekannt  sind,  zu  berechnen,  und  Bemerkungen  über  die  Convergenz 
der  Annäherungen  und  über  die  Unterscheidung  der  Wurzeln.  — 
Das  bekannte  Xewtonsche  Näherungsverfahren  ist  zur  wirklichen 
Berechnung  der  Wurzelu  um  Meisteu  geeignet.  Diess  Verfahren 
ist  aber  in  der  Anwendung  einigen  Schwierigkeiten  unterworfen, 
welche  gpnau  zu  untersuchen  sind.  F.  beweist,  dass  es,  wenn  man 
sich  dieses  Verfahrens  mit  Sicherheit  bedienen  will,  zuvor  nöthig 
sei  die  Gränzen  n und  4,  zwischen  welchen  eine  reelle  Wurzel  der 
Gleichung  X=0  liegt,  einander  so  nahe  zu  bringen,  dass  zwischen 
denselben  Gränzcn  keine  einzige  reelle  Wurzel  der  Gleichungen 
X'  = 0,  X"  = 0 liegt.  Zugleich  zeigt  F.,  dass  es  alle  Mal  mög- 
lich sei,  die  eben  erwähnte  Bcdingnng  zu  erfüllen,  ausgenommen: 

1)  wenn  die  Gleichung  X = 0 zwei  oder  mehr  einander  gleiche 
Wurzeln  zwischen  jenen  Gränzen  hat,  was  mau  aber  leicht  auf  die 
bekannte,  schon  durch  Hudde  vorgetragene  Art  entdecken  kann; 

2)  weun  X und  X"  einen  gemeinschaftlichen  Theiler  <p(x)  haben, 
wo  dann  die  Gleicbtlng  y(cv)  = 0 statt  der  gegebenen  X=0  iA 
Bezug  auf  zwischen  a und  4 liegende  Wurzeln  zu  untersuchen  ist. 
Unter  obiger  Bedingung  ist  nun,  wie  leicht  aus  der  Taylorscben 
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Reihe  folgt,  wenn  man  die  Ergänzung  derselben  mit  beachtet,  der 
genaue  Werth  der  verlangten  Wurzel  xxxb — oder 


" n 

Gränzen 


m 


— , wo  (ar . . . . b)  eine  Grösse  bedeutet,  die  zwischen  den 

und  b liegt.  Da,  dem  Vorigen  zu  Folge,  keine  Wurzel 
der  Gleichungen  /,(jr)  = 0 und  f"(x)  = 0 zwischen  den  Gränzen 
a und  b liegt,  so  ändern  die  Functionen  f"{x)  und  f’(x)  beim 
üebergange  von  x=a  zu  x=b  ihre  Vorzeichen  nicht,  und  zwar 
ist  dos  Vorzeichen  von  f(a...b)  dem  Vorzeichen  vou  /(«)  noth- 
wendig  entgegengesetzt,  dagegen  dem  Vorzeichen  von  f(b)  gleich, 
weil,  nach  den  Betrachtungen  des  ersten  Buchs,  die  Reihe  X<">. 

. . . . X",  X',  X beim  üebergange  von  x =.a  zu  x — b 
nur  einen  Zeicbeuwechscl  verlieren  darf,  und  f(a)  der  f(b)  entge- 


gengesetzt sein  musB 
der  Gleichung  X = 0 liegt. 


sitive 


, . /(«) 
hlDKeRen  fia'::rb) 

n7?j)<4,  aber  *■ 


wenn  zwischen  a und  b nur  eine  Wurzel 
Daraus  folgt,  dass  eine  po- 


eine  negative  Grosse, 

m 


\>a  sei. 


und  folglich 
Auch  muss  die 


, v f(a...by 

f(x)  bei  dem  Üebergange  von  x=^a  zu  x =b  entweder  ununter- 
brochen zu-  oder  ununterbrochen  abnehmeo , weil  f'(x)  hei  die- 
sem üebergange  ihr  Vorzeichen  nicht  ändert.  Ist  also  1)  /"(.r) 
sowohl  als  f*(x)  während  jenes  üeberganges  positiv,  so  ist 
f(a)<^f{a...b)<if(b).  Ist  hingegen  2)  f"(x)  während  jenes  üeber- 
ganges positiv,  f(x)  aber  negativ,  so  ist  -/'(«);>- /'(«..  . A)>-/’(i). 
Eben  so  3)  wenn  f"(x)  bei  jenem  üebergange  negativ,  f'(x)  da- 
gegen positiv  bleibt,  so  ist  b)  Endlich 

4)  wenn  f"(x)  bei  jenem  üebergange,  und  eben  so  auch  f(x), 
negativ  bleibt,  so  ist — f(“)  ■< — Im  ersten 

und  vierten  Falle  ist  daher  gewiss  ^ UDl1 

— lweiten  und  dritten  Falle  aber  ist 


(±)/(a) 


(±)  /(«) 


und  - 


(=F  )f(b) 


te)Ab) 

(T)/(o)' 


Wenn 


’ (=*=)  f(“  “ W/(«  • • • b)  ■ 

also  fix)  mit  f"(x)  gleiches  Vorzeichen  behält,  während  x von  a 
zu  b übergebt  (d.  i.  im  ersten  und  vierten  der  obigen  Fälle),  so 

wird  der  Werth  von  b'z=b — f(hj  notbwendig  kleiner  als  b,  aber 
kleiner  als  der  durch  angegebene  geuaue  Werth  der  ver- 

notbwen- 


/(«) 


langten  Wurzel,  hingegen  der  Wertb  von  a'=a  — f\b) 

dig  grösser  als  a,  aber  kleiner  als  der  durch  a — ange- 
gebene genaue  Werth.  Wenn  aber  f(x)  nicht  mit  f'(x)  gleiches 
Vorzeichen  hat,  während  x alle  zwischen  a und  b liegenden  Werthe 
durchläuft,  (d.  i.  im  zweiten  und  dritten  der  angegebenen  Fälle), 

so  wird,  wenn  man  a=a  — ’p^ j setzt,  notbwendig  «'grösser  als 


aber  kleiner  als  a- 


/(<*) 


/(«..*)’ 


also  kleiner  als  die  wahre  ver- 
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langte  Wurzel,  hingegen  b'=zb — f?ew’ss  kleiner  »1»  »her 

grösser  als  die  genaue  Wunel  b — Hiedurch  wird  die 

Newtonsche  Näherungsmethode  vervollständigt,  indem  man  nun  alle 
Mal  zwei  Näherungswerthe.  oder,  was  eben  so  viel  ist,  zwei  neue 
Granzen  «’>«,  //  <"  b beide  zugleich  erhält,  zwischen  welche  die 
verlangte  Wurzel  fällt,  also  beurlheilen  kann,  indem  man  die  Diffe- 
renz  V — a'  bildet,  wie  gross  der  Fehler  höchstens  sei,  wenn  man 
den  einen  oder  den  anderen  dieser  Näherungswerthe  statt  der  wah- 
ren Wurzel  setzt.  Auf  dieselbe  Weise  lassen  sich  noch  engere 
Gränzen  A"  und  durch  fernere  Wiederholung  des  Verfahrens 
noch  engere  A"'  u.  s.  w.  linden. 

Alles  diess  wird  wieder  von  dem  Vf.  durch  Anwendung  auf  die 
Curvc  f(x)  anschaulich  gemacht,  wobei  er  zugleich  noch  einen 
Näherungswerth  der  Wurzel  a «findet,  den  die  Secante  zwischen 
den  zu  f(a)  und  f(b ) gehörenden  Punkten  der  Curve  da  angiebt, 
wo  sie  die  Abscissenaxe  schneidet;  während  die  vorher  gedachten 
Näherungswerthe  durch  Tangenten  bestimmt  werden.  Zugleich 
macht  es  die  Zeichnung  sehr  klar,  dass  man  bei  der  gewöhnlichen 
Anwendung  der  Newtonschen  Methode  ohne  die  Fouriersche  Ver- 
besserung leicht  für  ti  — a — und  für  b’=b — Werthe 

findet,  die  der  wahren  Warze!  a weniger  nahe  liegen  als  a und  b. 
Fourier  zeigt  nun  zunächst  durch  Anwendung  der  von  ihm  ver- 
besserten Newtonschen  Näherungsmethode  auf  den  einfachsten  Fall 
■z"  — ./  = 0,  dass  die  gewöhnlichen  elemcntarischen  Regeln  der 
Wurzelausziehung  nichts  weiter  sind,  als  besondere  Fälle  einer  all- 
gemeinen Methode,  welche  die  Gleichungen  aller  Grade  umfasst. 
Sodann  giebt  F.  Anweisung  seine  Methode  mit  dem  mindcstoiög- 
lichen  Zeitaufwande  zu  gebrauchen,  indem  er  zeigt  wie  man  am 
Besten  jede  überflüssige  Rechnung  vermeide.  Besonders  dienlich 
ist  hiezu  eine  von  ihm  angegebene  Art  gemeine  Zahlen  in  einander 
zu  dividiren,  welche  er  die  geordnete  Division  (divisinn  ordon- 
nee)  nennt,  die  hier  zu  erläutern  aber  zu  weitläufig  sein  würde. 
Wie  man  die  Berechnung  der  Werthe  von  f(x),f'(x),f'(x)  u.  »•  w. 
für  x — a,  x = b,  x = a',  x=zb'  u.  s.  w.  am  Bequemsten  an- 
stelle, ist  zwar  leicht  einzusehen,  wird  aber  ebenfalls  der  Vollstän- 
digkeit wegen  von  Fourier  kurz  erörtert.  Wichtiger  ist  die  darauf 
folgende  leichte  Bestimmung  der  Feblergränze  für  jeden  neuen 
Näherungswerth,  wodurch  man  sich  die  Berechnung  von  nicht  mehr 
sicheren  Decimalstellen  der  Näherungswerthe  a,  a\  a"  u.  s.  w.  oder 
b,  V,  V u.  s.  w.  erspart  und  zugleich  erkennt,  wie  diese  Näheruogs- 
werthe  mit  zunehmender  Geschwindigkeit  gegen  die.  wahre  Wurzel 
hin  convergiren,  wenn  man  sich  genau"  an  F.’s  Verfahren  hält. 
Durch  viermalige  Anwendung  dieser  Methodc  findet  man  z.  B.  die 
einzige  reelle  Wurzel  der  Gleichung  x' — ‘ix — 5 = 0 sebou  aut 
16  Decimalstellen  genau.  Wegen  der  schnellen  Annäherung,  welche 
diese  einfache  Methode  (Fourier  nennt  sie  die  lineare  Methode, 
weil  sie  darauf  beruht,  dass  in  der  Entwickelung  von  /"(«-+-  ui) 
oder  f(b — tu)  nlle  Glieder  weggelassen  werden,  welche  höhere  Po- 
tenzen von  oi  als  die  erste  enthalten)  gewährt,  ist  cs  für  die  Praxis 
eigentlich  nicht  nötbig  jemals  Anwendung  zu  machen  von  anderen 
zusammengesetzteren  Annäherungen,  (wie  die  der  zweiten  Ord- 
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nung,  wo  man  die  Glieder  beibehält , welche  o>’  enthalten,  oder 
der  dritten  Ordnung,  wo  man  auch  die  Glieder  noch  beibehält, 
welche  w’  enthalten,  oder  überhaupt  einer  höheren  Ordnung, 
wo  man  höhere  Potenzen  von  tu  beibehält  als  die  erste):  weil  es 
aber  für  die  Theorie  interessant  ist,  auch  bei  diesen  Methoden  den 
zunehmenden  Grad  der  Genauigkeit  bei  jedesmaliger  Wiederholung 
ihrer  Anwendung  zu  kennen,  so  hat  F.  auch  darüber  (S.  217 — 227) 
Untersuchungen  augcstellt.  Zum  Schlüsse  dieses  Buches  giebt  der 
Vf.  noch  ein  paar  neue  Vcrfubrungsweisen  an,  um  das  Vorhanden» 
sein  imaginärer  Wurzeln  zu  erkennen.  Die  iin  ersten  Buche  ange- 
gebene V erfahruugsart  bleibt  zwar  ihrer  Einfachheit  halber  die  für 
den  gewöhnlichen  Gebrauch  anwendbarste,  allein  die  Wichtigkeit 
dieser  Untersuchung  und  ihr  Einfluss  auf  die  Theorie  der  Gleichun- 
gen mit  mehreren  unbekannten  Grössen  ist  so  gross,  dass  es  sehr 
vorthcilhaft  ist,  hier  mehr  als  ein  sicheres  Verfahren  zu  kennen.  — 

' Wir  heben  non  aus  der  schon  obeu  erwähnten  l'ebersicht  des.  gan- 
zen Werkes  in  der  Kürze  hervor,  wus  der  Inhalt  der  noch  fehlen- 
den fünf  Bücher  sein  soll.  Das  dritte  Buck  soll  eine  Vergleichung 
der  verschiedenen  Methoden  zur  Trennung  der  Wurzeln  von  ein- 
ander und  zu  ihrer  Berechnung  enthalten.  Die  Auflösung  durch 
Kettenbrücke  wird  hier  als  ein  blosser  besonderer  Full  einer  uude- 
ren  weit  allgemeineren  Auflösungsmethode  erscheinen.  Die  algebrai- 
schen Irrationulgrösscn  werden  durch  stetige  Functionen  entwickelt, 
denen  merkwürdige  geometrische  Constructioncn  entsprechen.  Auch 
auf  transcendente  Gleichungen  ist  diess  Verfahren  anwendbar.  Jede 
genaue  Näherungsmethode  ist,  wenn  man  das  im  ersten  Buche  an- 
gegebene Verfahren  zur  Trennung  der  Wurzeln  benutzt,  dazu 
brauchbar,  das  Vorhandensein  imaginärer  Wurzeln  zu  entdecken. 
Ausführlicher  wird  di?ss  besonders  an  der  Auflösung  durch  Ketten- 
brücke gezeigt  werden.  — Das  vierte  Buch  wird  die  Auflösung 
der  Literalgleichungen  enthalten.  Dus  Princip,  worauf  diese  Auflö- 
sung beruht,  belindet  sich  schon  in  den  Schriften  Newtons, 
Stirlings  und  Lugrangc’s.  Der  Verf.  wird  eine  neue  Construc-  - 
tion  für  den  wichtigsten  Tlicil  dieser  Untersuchung  angeben,  wel-  - 
che  einer  allgemeineren  Anwendung  als  die  von  Newton  gegebene 
fähig  ist,  für  den  Full  einer  einzigen  Veränderlichen  aber  auf  das-  _ 
selbe  Resultat,  nämlich  uuf  die  von  Lagraage  erwiesene  analytische 
Regel  führt.  Auch  wird  in  diesem  Buche  von  der  gleichzeitigen 
Auflösung  zweier  Litcralgleichungen  mit  zwei  unbekannten  Grössen, 
oder  allgemein  n solcher  Gleichungen  mit  n unbekannten  Grössen 
die  Rede  sein.  Es  ist  hiebei  gar  keine  Elimination,  keine  Verän- 
derung der  Coeflicienten  nüthig,  vielmehr  W'erden  aus  den  gegebe- 
nen Gleichungen  in  ihrer  primitiven  Form  gleichzeitig  alle  tVurzeln 
entwickelt.  — Das  füntte  Buch  soll  viie  Anwendung  der  in 
den  vorhergehenden  Büchern  enthaltenen  Principien  der  algebrai- 
schen AnnlyBis  auf  die  transcendenten  Functionen  zeigen.  — Das 
sechste  Buch  wird  über  die  Beziehungen  der  recorrirendcn  Reihen 
auf  die  Theorie  der  Gleichungen  handeln,  welche  Beziehungen  von 
weit  grösserem  Umfange  sind,  als  mau  bisher  gegluubt  hat,  indem 
sie  sich  sowohl  auf  die  imaginären  als  auf  die  reellen  Wurzeln  er- 
strecken. — Das  siebente  Buch  wird  die  Theorie  der  Ungleich- 
heiten (d.  h.  solcher  Ausdrücke  wie  f(x)>a  oder  enthal- 

ten. — Man  sieht  aus  dieser  luhultsanzcige,  welche  Schätze  noch 
in  den  leider  nicht  gonz  ausgearbeiteten  Munuscripten  F.’s  stecken, 
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und  wir  wiederholen  den  Wunsch,  dass  dieselben  recht  btld,  wenn 
auch  nur  als  Fragmente,  herausgegeben  werden  mögen!  Geschähe 
das  Letztere,  so  würden  sich  gewiss  diesseits  wie  jenseits  des 
Rheins  Mathematiker  finden,  welche  im  Geiste  Fourier’«  du«  Werk 
zu  restituiren  soeben  würden,  wie  dicss  zum  Theil  schon  von  Brn. 
Dr.  Stern  in  seiner  „Theorie  der  Kettenbrücke“  mit  Glück  ver- 
sucht worden  ist 

Wir  wenden  uns  nun  zu  Urn.  Drobisch,  der  es  sich  zum 
Zwecke  macht  F.’s  Entdeckungen  uuf  deutschen  Boden  zu  verpflan- 
zen, jedoch  in  einer  selbständigen  Bearbeitung,  welche  nirgends 
blosse  Uebersetzung  ist.  Hr.  I).  hat  dazu  den  Weg  einer  histori- 
schen Entwickelung  der  verschiedenen  Methoden  zur  Behandlung 
der  höheren  numerischen  Gleichungen  gewählt,  so  dass  jede  dieser 
Methoden  in  Beziehung  auf  die  nächst  vorhergehende  als  eiu  neuer 
Culturfortschritt  erscheint,  und  F.’s  Leistungen  dann  das  Ganze 
krönen.  Noch  des  Rec.  Geberzeugung  kann  kein  sachverständiger 
und  unpartheiischer  Beurtheiler  dem  Verfasser  das  Zeuguiss  vorent- 
halten, welches  er  sich  am  Schlüsse  seiner  Vorrede  wüoscbt,  dass 
nämlich  sein  Werk  gründlich  und  brauchbar,  und  mithin  des  an- 
ständigen Gewandes,  in  welchem  cs  erscheint,  vollkommen  würdig 
sei.  Hr.  D.  bekämpft  mit  Recht  das  Vorurtheil , wonach  die  Theo- 
rie der  Gleicbnngen,  zu  Folge  der  schwankenden  Einteilung  der 
Analysis  in  einen  niederen  und  höheren  Theil,  ganz  zu  jenem 
Theile  gerechnet  und  daher  jeder  Einmischung  der  Differentialrech- 
nnng  entzogen  werden  soll.  Gm  die  Elemente  der  Differentialrech- 
nung gründlich  vorzutragen,  braucht  man  nicht  die  Theorie  der 
höheren  Gleichungen  als  bekannt  vorauszusetzen,  wohl  aber  bedarf 
diese  Theorie  zu  ihrer  Begründung  und  zur  Vermeidung  unnötiger 
Weitschweifigkeit  einiger  Vorkenntnisse  aus  der  Differentialrech- 
nung. Eben  so  schädlich  ist  das  Vorurtheil  die  reine  Analysis  habe 
sich  von  geometrischen  Betrachtungen  ganz  frei  zu  erhalten.  Einem 
solchen  falschen  Systcmatisireu  zu  Liebe  entzieht  man  sich  die 
trefflichste  Veranschaulichung  einer  stetigen  Folge  von  Zahlwertheu 
einer  Function,  rauht  sich  das  einfachste  und  natürlichste  Mittel 
zur  Entdeckung  neuer  Wahrheiten.  Diess  ungefähr  ist  der  Inhalt 
der  lesenswerthen  Vorrede.  Wir  wollen  nun  eine  Gehersicht  des 
Werkes  gehen  und  daran  einige  Bemerkungen  knüpfen,  die  dem 
achtungswerthcn  Vcrf.  als  Beweis  der  Aufmerksamkeit  dienen  mö- 
gen, mit  der  wir  sein  Werk  gelesen  haben.  — In  der  Einlei- 
tung (SS.  1 — 8)  giebt  der  Verf.  die  nütbigen  Erklärungen,  zeigt  die 
Darstellung  der  hier  zu  betrachtenden  Functionen  durch  paraboli- 
sche Cnrven  und  legt  ($.  5.)  den  Flau  seiner  Schrift  in  der  Kiirzo 
vor.  Wir  finden  hier  nur  bei  §.3.,  wo  die  Construction  der  Werthe 
von  y =/(.*•)  durch  auf  der  .r  Axc  rechtwinklige  Ordinalen  ge- 
lehrt, und  das  ununterbrochene  Zusammenhängen  der  die  Endpunkte 
dieser  Ordinalen  verbindenden  Curve  behauptet  wird,  die  kleine  Er- 
innerung zu  machen,  dass  es  doch  eigentlich  nötliig  sei  von  der 
Stetigkeit  der  Function  f(x)  vorher  überzeugt  zu  sein,  wenu  man 
die  Kothwendigkeit  des  ununterbrochenen  Zusammenhanges  jener 
Curve  ciuselien  soll,  was  indessen  hier,  wo  nur  von  gunzen  Func- 
tionen gehandelt  wird,  sehr  leicht  ist  (vcrgl.  Cauchy  Cours  d’ana- 
lyse  chap.  II.  §.  2.).  — Der  erste  Abschnitt  handelt  von  den 
Grenzwertlien  polynomischer  Ausdrücke  (S.  6 — -28).  Abschn.  2. 
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Von  den  Derivationen  •)  polynomischer  Functionen  (S.  29  — 52).  — 
Von  den  drei  Beweisen , weiche  der  Verf.  hier  für  den  Tavlorscbeu 
Satz  giebt,  beruht  der  erste  auf  dem  binomischen  Lehrsätze.  Da 
nun  die  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  fax?  rorzuuebmende  Ent- 
wickelung des  Binoms  nur  dann  bei  jedem  Werthe 

von  gültig  bleibt,  wenn  u eine  ganze  positive  Zahl  ist,  bei 
gebrochenen  positiven  Exponenten  aber,  wie  bei  allen  negativen, 
nur  für  solche  Werthe  von  gilt,  die  zwischen  den  Gränzen 
— x und  -4-x  liegen,  so  batte  der  Verf.  sagen  sollen,  dass  sein 
erster  Beweis  voraussetze,  die  Function  /(x)  sei  entweder  eine 
ganze  Function  von  x,  oder  der  numerische  Werth  von  ^x  sei 
stets  kleiner  als  der  von  x.  Die  blosse  Voraussetzung,  dass  die 
Exponenten  von  x in  dem  Folvnom  /'(x)  positiv  seien,  ist  noch 
nicht  genügend.  Der  zweite  Beweis  setzt  stillschweigend  voraus, 

dass  keiner  der  Quotienten  . . • unbestimmt  oder  unendlich 

gross  werde,  was  wiederum  für  eine  ganze  Function  y=y(x) 
zwar  gewiss  ist,  keineswegs  aber  für  alle  Functionen  von  x wahr 
bleibt.  Der  dritte  Beweis  endlich  ist  mittelst  der  Methode  der  un- 


bestimmten Coefticienten  geführt,  setzt  also  voraus,  dass  sich  y(x-+- 
/\x)  in  eine  Reihe  entwickeln  lasse,  die  nach  Potenzen  mit  ganzen 
positiven  Exponenten  von  ^x  fortschreite , und  dass  diese  Reihe 
convergire,  was  zwar  für  ganze  Functionen,  aber  nicht  für  alle  an- 
dern wahr  ist.  Da  die  höheren  algebraischen  Gleichungen  nach 
gehöriger  Reduction  allemal  nur  ganze  Functionen  enthalten,  so 
genügen  allerdings  die  Beweise  des  Verf.,  nur  hätte  er  bestimmter 
angeben  sollen,  dass  er  hier  nur  für  solche  Functionen  von  der 
Taylorschen  Reihe  Gebrauch  mache.  — Hr.  D.  zeigt  ferner  in  die- 
sem Abschnitte,  welches  der  Ausdruck  für  den  Rest  sei,  wenn  man 


die  Taylursche  Reihe  bei  einem  beliebigen  Glicde  abbricht,  wie 

sich  der  Werth  eines  Quotienten  in  dem  Falle  bestimmen  lasse, 

wo  /(x)  und  y(x)  für  einen  besonderen  Werth  von  x beide  ver- 
schwinden, und  giebt  sodann  die  Derivationen  der  Function  einer 
Function,  so  wie.  der  .Summe,  des  Products,  des  Quotienten  und 


der  Potenz  von  Functionen  an.  — Abschn.  3.  Vom  Gebrauch  der 


Derivationen  in  der  Theorie  der  Curven  (S.  53 — 83).  Es  ist  in 
diesem  Abschnitte  nur  dasjenige  aus  der  analytischen  Geometrie  aus- 
gehoben , was  für  die  Veranschaulichung  der  Theorie  der  algebrai- 
schen Gleichungeu  nöthig  ist,  diess  aber  gründlich  und  durch  Auf- 
fassung von  mehreren  Seiten  sehr  klar  dargcstellt.  — Abschn.  4. 
Von  den  Wurzeln  der  Gleichungen  im  Allgemeinen  (S.  84 — 119). 
Hier  über  die  Zerlegung  der  algebraischen  Functionen  in  reelle  ein- 
fache oder  quadratische  Factoren,  fauchy’s  und  Gauss’s  (erster) 
Beweis  für  die  Möglichkeit  dieser  Zerlegung,  Cotesischer  und  Moi- 


’)  Hr.  Drobiscb  und  mehrere  andere  deutsche  Mathematiker  gebrauchen 
die  Wörter  Derivation  und  Ableitung  statt  des  bisher  üblichen 
Derivirte  (seil.  Function).  In  vielen  Fällen  dürfte  aber  diese  Neue- 
rung unbequem  sein  und  Zweideutigkeiten  herbei  führen;  z.  B.  die  Ab- 
leitung der  Ableitung  von  y=/(x)  könnte  sowohl  die  Grösse  als 

die  Herleitung  der  Grösse  ~ aus  der  Function  y sein. 


Digitized  by  Google 


237 


vrescher  Lehrsatz.  — Bei  dem  Gaussischen  Beweise  glaubt  der  Vf. 
(S.  100.)  übergehen  zu  dürfen,  dass  nicht  mehr  als  2 m Punkte  der 
Curve  x u°d  dem  Kreise  gemein  sein  können,  allein  dann  ist  der 
in  f.  78  enthaltene  Schluss  nicht  bündig,  weil  dann  zwischen  (1) 
und  (3)  mehr  als  ein  Punkt  der  Curve  j liegen  und  also  zwei  solche 
Punkte  mit  einander  verbunden  sein  könnten.  — Abschn.  5.  Von 
den  allgemeinsten  Relationen  der  Wurzeln  (S.  120 — 149).  Vieta’s 
Satz  von  der  Zusammensetzung  der  Coefficienten  einer  algebraischen 
Gleichung.  Beweis  dieses  Satzes  mittelst  der  Derivationen.  Folge, 
rung  daraus.  Iludde’s  Satz  von  Auffindung  gleicher  Wurzeln. 
Girard’s  und  Newton’s  Relationen  zwischen  den  Coefficienten 
und  den  Summen  der  Potenzen  der  Wurzeln.  Descartes’s  Lehr, 
satz  nach  Guuss.  — Abschn.  6.  Von  den  Grenzen  der  Wurzeln 
im  Allgemeinen  (S.  150 — 175).  Newtons,  Maclauriu’s,  Rolle’« 
u.  A.  Methoden  zur  Bestimmung  der  aussersten  Grenzen.  Wariug’s 
und  I.agrangc’s  Methode  zur  Begrenzung  der  einzelnen  reellen 
und  Erkennung  der  imaginären  Wurzeln. — Abschn.  7.  Von  den 
älteren  Methoden  zur  Unterscheidung  der  reellen  und  imaginären 
Wurzeln  (S.  176 — 202).  Der  Vf.  tragt  Ho  Ile 's.  De  Giss  u.  A. 
Methoden  vor,  zeigt  aber  die  Unvollkommenheit  derselben.  — 
Abschn.  8.  Fourier’s  erste  Methode  zur  Unterscheidung  der 
reellen  und  der  imaginären  W'urzeln  (S.  203 — 257). — Abschn.  9. 
Von  der  Berechnung  der  Wurzeln  aus  ihren  Grenzen  (ebenfalls 
nach  Fourier)  S.  258  — 298.  — Abschn.  10.  Fouricr’s  zweite 
und  dritte  Regel  zur  Erkennung  der  imaginären  Wurzeln;  van  der 
Berechnung  derselben  (S,  299  — 341).  — Die  Lehren  Fourier’s 
sind  in  deu  drei  letzten  Abschnitten,  mit  Eindringung  in  den  Geist 
derselben,  zuweilen  etwas  abgekürzt  und  anders  geordnet,  ohne 
jedoch  etwas  Wesentliches  zu  übergehen,  und  mit  Hinzufügung 
neuer  Beispiele  vorgetragen.  Am  .Schlüsse  des  Werkes  wird  i.o- 
grange’s  Methode  zur  Berechnung  der  imaginären  Wurzeln  ge* 
lehrt,  so  wie  auch  einige  nudere  hiezu  dienliche  Verfahrungsarten, 
namentlich  die  Legendre’s,  erwähnt  und  endlich,  nach  genauerer 
Erörterung  der  geometrischen  Bedeutung  von  t und  « in  der  Form 
/- \-u\/  —1,  ein  hierauf  gegründetes  neues  Verfahren  angegeben. — 
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XXXV. 


Das  Potlienot’sclie  Problem,  in  erweiterter  Ge- 
stalt; nebst  Bemerkungen  über  seine  Anwen- 
dung in  der  Geoditsie. 


Von 

dem  Herausgeber. 


Das  Pntlienot’schr  Problem  ist  bekanntlich  die  Aufgabe:  wenn 
in  einer  Ebene  drei  Punkte  gegeben  sind,  und  in  einem  vierten 
Punkte  in  derselben  Ebene  die  Winkel  gemessen  werden,  welche 
die  von  demselben  nach  den  drei  gegebenen  Punkten  gezogenen 
Gesichtslinien  mit  einander  einschliessen , die  Lage  dieses  vierten 
Punktes  zu  bestimmen.  Man  kann  aber  diese  schiine  und  so  vieler 
Anwendungen  in  der  Praxis  fähige  Aufgabe  auf  fotgendo  Art  er- 
weitern : 

Wenn  drei  beliebige  Punkte  im  Raume  gegeben  sind, 
und  in  einem  vierten  beliebigen  Punkte  im  Raume  die 
drei  Winkel  gemessen  werden,  welche  die  von  demsel- 
ben nach  den  drei  gegebenen  Punkten  gezogenen  Ge- 
sicbtslinien mit  einander  einschliessen,  die  Lage  dieses 
vierten  Punktes  im  Raume  zu  bestimmen. 

Diese  erweiterte  Aufgabe  wollen  wir  im  Folgenden  aufzulösen 
suchen , und  die  Auflüsmig  mit  einigen  Bemerkungen  über  die  An- 
wendung des  Problems  in  der  Pruxis  begleiten. 

Die  drei  gegebenen  Punkte  im  Ruumc  seien  A,  B,  C,  und 
eben  so  sollen  die  drei  Winkel  des  ebenen  Dreiecks  ABC,  also 
die  denselben  gegenüberstebenden  Seiten  dieses  Dreiecks  wie  ge- 
wöhnlich durch  n,  h,  c bezeichnet  werden,  ln  dem  vierten  Punkte 
O im  Raume  seien  nun  die  drei  TRO”  nicht  übersteigeuden  Winkel 
BOCz=u,  AOC=zß,  AOB-=.y  gemessen  worden,  und  die  Ent- 
fernungen des  Punktes  O von  den  drei  gegebenen  Punkten  C,  B, 
A seien  respectire  x,  y,  x ; so  liefert  uns  die  ebene  Trigonometrie 
sogleich  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

ix*  -1-  y* — 2 xy  cos  u = a* , 
x*  -+-  x’ — ‘ix*  cos  /?  = £’, 
y*  -f-  B*  — iyz  cos  y = c* ; 

aus  denen  nun  die  drei  Entfernungen  x,  y,  * bestimmt  werden 
müssen.  Setzt  man 
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i.  y =/>.*-,  %=iqx\  ' 

so  werde«  die  drei  vorhergehenden  Gleichungen 

(1  + px  — 2p  cos  n)  at3  = «3, 

3.  (1  -+-  y3  — 2 y cos  ß)  x*  = A3,  ’ _ 

(y3-4-y3  — 2 ptj  cos  y)  xi  — c3  ; 

und  durch  Division  der  ersten  und  zweiten  durch  die  dritte  erhält 
nun  nun  sogleich,  wenn  der  Kürze  wegen 

. «3  , A3  i 

4.  = ? = »3 


gesetzt  wird,  die  beiden  folgenden)  die  Grösse  x nicht  mehr  ent* 
haltenden  Gleichungen: 

11  -f -p1  — -p  cos  a J 

p*  — ‘2pq  cos  y " m ’ 
l -t-  y*~ co«  ß , _ 

p 3 -j-y3  — ~p<t  cos  y ’ 

oder 

( 1 -4-  /»*  — 2 p cos  « = *»3  ( p 3 -f-  y3  — 2//y  cos  y), 

1 1 + y’ — 2y  cos  ß = »3  (/>3  -f-y3 — 2/>y  cob  y); 

aus  denen  die  beiden  unbekannten  Grössen  p und  ly  bestimmt  wer- 
den müssen. 

Auf  Null  gebracht,  erhalten  diese  beiden  Gleichungen  die  Form 
m3y3  — 2»’  pq  cos  y -+-  (m-  — 1)  p 3 -+-  2p  cos  a — 1 = 0, 

(»3  — 1)  y3  -f-2  (cos  ß — n*p  cos  y)  y-f-»3y>*  — 1=0. 

Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  y3,  und  bestimmt  aus 
der  dadurch  sich  ergebenden  Gleichung  dann  die  Grösse  y;  so  er- 
hält man 


(m3  -f-n*  — 1)  p 3 — 2 (n3  — 1)  p cos  o — (m7  — n3  -f-  1) 

'•  f •,  2ui3  (cos  ß — p cos  y) 

Führt  muu  nun  diesen  Ausdruck  von  y in  die  erste  der  beiden 
vorhergehenden  Gleichungen  ein , und  setzt  für  die  Grössen  «n3 

«3  fi* 

und  »3  ihre  aus  dem  Obigen  bekannten  Wcrtbe  und  so  er- 
hält man  nach  einigen  leichten  Reductionen  zur  Bestimmung  von 
p die  folgende  Gleichung  des  vierten  Grades: 

8.  0=  j(«3  -+■  A3  — c3)3  — 4a3  A3  cos  y3(  p * 

— 4|[(A3  — c3)  («3  — c3) — 2 «3A?  cos  y3]  cos  u 

— a3(A3-f-c3 — «3)  cos  /?  cos  yj 
-f-2|2[(A3-c3)3  cosa3-f-«’(B>  -c3)  cos|S3-|-<j3(«3-ä3)  eosy3] 

— 4a3(A3H-c3)  cosa  cos/9cosy-(«3-t-c3-A3)(ar3-f-A3-e3)|y3 

— 4|[(c3 — A3)  (a3-l-c3  — A3) — 2 «3e*  eos  /?3]  cos  a 

— «3(A*-l-c3 — a3)  cos  ß cos  y\p 
+ (a3H-c3— A3)3  — 4«3c3  cos  /S3. 

Bekanntlich  ist  aber 
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4*  -f.  c*  — a*  = 2 4c  co*  A,  «3  -f-  r 3 — 43  = 2 ac  coi  B, 

«’  + i1— c’=  2 ab  cos  C 
und 

a—b  co«  C-f-c  cos  B,  b—c  cos  ^4 -4- a cos  C,  c—a  coi/f+i  cos  A\ 
utfd  folglich,  wie  man  leicht  Godet, 

(a3~4-43 — e3)3 — 4 a343  cos  y3  = 4ar343  (cos  C3 — cos  y3), 

(a3  -J-c3 — 43)3 — 4a3c3  cos  /S*  = 4 o3e3  (cos  Z?3 — cos  /S3); 
(43  — c3)  («r3  -f-  43  — c3)  — 2 «343  cos  y3 

= 2«34  cos  C (4  cos  f — c cos  £f)  — 2 a343  cos  y3, 
(c3— 43)  (o3-4-c3  — 43)  — 2a3c3  cos  /?’ 

= 2«3c  cos  Ä (c  cos  Zf — 4 cos  C)  — 2o3c3  cos  /S3; 
(43 — c3)3  cos  a3-4-a3(«5 — c3)  cos  ß* -\-  a*(a'  — 43)  cos  y3 
= a3(4  cos  C — c cos  Ä)3  cos  a3  -4-  a34(«  cos  C — c cos  A)  cos  ß 3 

-4-«3e(«  cos  B — b cos  A)  cos  y3; 
«3(43-4-c3 — «*)  cos  jS  cos  y = 2<*34e  cos  ^4  cos  /S  cos  y, 
(a3-4-c3 — 43)  (a3-f-43 — c3)  = 4a34c  cos  B cos  C. 

Führt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  8.  ein,  und  di vi- 
dirt  dieselbe  dünn  durch  4a3;  so  erhalt  man  die  Gleichung: 

9.  0=  43(cas  C1  — cos  y3)/>* 

— 24  j [cos  C (4  cos  C — c cos  B)  — 4 cos  y*J  cos  a 

— c cos  A cos  ß cos  y|  p 3 
-4-  j(4  cosC — c cos Zf)3  cosu3-4-4(«  cosC — c cos  A)  cos/!3 

-J-c(acosÄ — bcosA)  cos y3 — 2f43-4-c3)  cosa cosjS cosy 

— 24c  cos  ß cos  C\p% 

— 2c|(cos  B (c  cos  B — 4 cos  C)  — c cos  ßz\  cos  a 

— 4 cos  A cos  ß cos  yj  p 

-4-e3(cos  B 3 — cos  /?’). 

Diese  Gleichung  bringt  man  aber  ferner,  weil 

a : 4 : c = sin  A : sin  B : sin  C 

ist,  und  folglich 

a — r sin  A,  b = r sin  B,  c = r sin  C 
gesetzt  werden  kann,  leicht  auf  folgende  Form: 

10.  0=  sin  B 3 (cos  C3  — cos  y,)p* 

— 2sin  Zf  j(coaCYin(  Zf- C)-sin  Zf  cosy 3 Jcosa-coB.Zsiu  Ccos^cosyj/)1 
-f- jsin(Ä-C'),co6«’-f-sinÄsin(^#-C)cos/S,-4-*inCsin(^<-/f)cosy> 
— 2(sin/f34-sinC3)cosacos^cosy — 2sin  BcosBsiaCcosC\p 3 
— 2sinCj  [cosZf  a i n(  C’-Z/)-sinZ’cos/9-|cosu-cos.7  sin  Zf cos/icopy!// 
-4- sin  C3  (cos  ß1  — cos  ß1). 
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Mittelst  einiger  bekannten  gouiometrischen  Transformationen 
kann  uiuu  diese  Gleichung  auch  auf  den  folgenden  Ausdruck 
bringen: 

II.  0=  sin  Z?1  sin  (C-\-y)  sin  (C — y)p* 

+ 2 sin  B j [cos  C sin  (/f — C)  — sin  B cos  y*]  cos  u 
— cos  A sin  C cos  ß cos  y\ p' 
— |sin(/f—  CJ’cosa’-Hiin/fsin^Z—  CJcos^-J-siu  6’sin(^/— B)taay' 
— 2[1  — cos(/f-f-f  )cos(  B — C)\  cos  a cos  ß cos  y — ^ sin  2 B sin  2 Cfp1 
-f-2  sin  C J[cos  B sin  (C — B)  — sin  C cos  /?’[  cos  a 

— cos  A sin  B cos  ß cos  y\p 
-4- sin  C*  sin  ( Ä -f-  /9)  sin  (B  — ß). 

Hat  man  p mittelst  dieser  Gleichung  gefunden,  so  ergicht  sich  tf 
mittelst  des  Ausdrucks  7.,  den  man  aber  leicht  auf  folgende  Form 
bringen  kann: 


j.,  P*  sin  li  cos  C — p cos  a sin  ( B — C ) — cos  B sin  C 

' sin  A (cos  ß — p cos  y) 

Die  Entfernung  x ergicht  sich  mittelst  eines  der  drei  aus  3. 
sich  unmittelbar  ergebenden  Ausdrücke: 


13.  Ix  — 


l^I-l-p’  — 2p  cos  a 

h 

^ t -t-y*  — 2y  cos  ß ’ 


> v p*  -f-g2 — 2pyco!ty, 

denen  man  auch,  wenn  man  die  Hülfswinkel  0,  &,  0"  mittelst 
der  Formeln 

14.  tang©=?^^,tang©'==^^2,  taug  ©"= 

berechnet,  die  zur  logarithmischen  Rechnung  bequemere  Form 

15.  ^ = =fc^-,  ^ = ar <-c  cox  *” 

1—  P 1— y ’ p — g ’ 

wo  die  Zeichen  immer  so  zu  nehmen  sind,  dass  x positiv  wird, 
geben  kunn. 

Die  Entfernungen  y und  x ergeben  sich  nun  endlich  mittelst 
der  aus  dem  Obigen  (2.)  bekannten  Formeln  ■ > 

16.  y = px,  xz=qx. 


2. 

. Nachdem  wir  jetzt  die  Entfernungen  des  Punktes  O von  den 
drei  Punkten  Ay  o,  C zu  bestimmen  im  Stande  sind,  wollen  wir 
uns,  weil  die  Lage  der  drei  Punkte  A,  B,  C im  Raume  meistens 
durch  ihre  Loordioaten  in  Bezug  auf  ein  gewisses  rechtwinkliges 
Tbiil  I.  1(j 
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Coordinatensystem  bestimmt  sein  wird,  nun  ferner  überhaupt  die 
folgende  Aufgabe  vorlegen: 

Weun  in  Bezug  auf  ein  gewisses  rechtwinkliges 
System  dieCoordipaten  dreier  Punkte  im  Raume  und  die 
Entfernungen  eines  vierten  Punktes  von  diesen  drei 
Punkten  gegeben  sind:  die  Coordinaten  des  in  Rede 
stehenden  vierten  Punktes  in  Bezug  auf  das  angenom- 
mene System  zu  finden. 

Die  Coordinaten  der  drei  gegebenen  Punkte  seien 

Sj  k\  r// ! , #*,,  fc | ; w,i  s,) 

und  <r,  a,,  nz  seien  die  Entfernungen  des  vierten  Punktes,  dessen 
Coordinaten  x,  y , a gesucht  werden,  von  diesen  drei  Punkten;  so 
bat  mau  nach  den  Principicn  der  analytischen  Geometrie  die  fol- 
genden Gleichungen: 

t{x  — «t)’-d-(y  — »)>  -l-(s  — X-)*  =«’, 

17.  )(.*  — «*,)» -Hy  — «i)1 +(*  — *, = 

( (y — «,)’  -4-  (a  — *,)’  = <»,*; 

welche  auch  leicht  auf  die  Form 

(x  — *.)*  -+-(y—  »)*  -Ha  — A)1  = «», 

\(x  — m)  -h(m  — *»,)|*  -f-  f(y  — »)  + (*  — », )!’ 

i (x  — m)  (»  — »»,) | 1 -f-  | (y  — »»)  -+-  (»  — »,) | * 

-H(* -*)+(*-*,)!• =«,* 

gebracht  werden  können.  Aus  diesen  drei  Gleichungen  ergeben 
sich  aber  ferner,  wenn  der  Kurze  wegen 

18  I*'  =vl«.*  — — («  — ».)*  — (*  — *.)*!» 

<«'»=  — «*  — («  — «,)’  — (»  — »>)J  — (*  ~ *i)’ I 

gesetzt  wird,  leicht  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

(m  — m,)  (x  — an) -4- (»  — «,)  (y  — »)-+-(^  — (a  — *)  = »,, 
(m  — m.)  (.r  — ot)-F-  (»  — *,)  (y  -»)-+-  (A  — A=  ) (a  — A)  = »j  ; 
welche  nach  gehöriger  Elimination,  wenn  der  Kurze  wegen 
(F—  X-;)  I,  — U—  1,)  f 

^ (/» — »,)(*-  A,)  — («  - «,)  (A  — i-, )’ 

(/«  — s,)  «l  —(»  — «,)  »,  . 

(s  — W|)  — — (s  z*3)  (1  l',)* 

und 

(ot  — >»,)  (k — kz) — (ot  — m,)  (k — £,) 

(n  — n,)(k—k,)  — (n  — nz)  (A  — *,)  ’ 
fw  — m,)  fff  — n,)  — (m  — m7)  ( n — »,) 

(«  — »,)  (A  — A3)  — («  — »,)  (A  — A,) 
jesetzt  wird,  zu  den  folgenden  Ausdrücken  von  y — n und  a — k 
fuhren : 

21.  y-n  — p-\~  q(x  — m),  x — * = <-!-  t{x  — *»). 
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Setzt  man  diese  Ausdrucke  in  die  erste  der  Gleichungen  17.;  so 
erhält  man  nach  leichter  Rechnung  die  folgende  Gleichung  des 
zweiten  Grades: 

22.  p'-t-t'—u’+Hw+tt)  (x— w)-f-(l-f-7>4-f»)  (.r— »)’=(), 

deren  Auflösung  nuf  gewöhnliche  Weise  zu  dem  folgenden  Aus- 
drucke von  -X-  — m führt: 

23  x m — ~ (M-f-**) * + st) 1 — ( 1 -M- ) 

t -t-'/’-t -t*  ~ ! • 

Setzt  man 


24.  x — m = taug  £, 


so  wird  die  Gleichung  22. 

cos  £’ ■+-(/>?+**)  sin  2§+(l +?’+**)  sin£’=0, 
und  folglich,  wenn  man 


I -4-  co*  2f  . 1 — cos  2 f 

cos  , sin  £*  = ~± 


setzt, 

1 •+• »’-f-*’  — «*— (1  — p'-t-y*— «>-4-f*  +(T>)  Cos2£ 

*+■  2(//y  •+■  *t)  sin  2£  = 0. 

Setzt  man  nun 


25.  tang  2a>: 


’Hpq-t-st) 


' 1 — V*  -1- 9*  ~ •*  -+- 1*  -h  «*’ 
so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit 

26.  c»,  cos  2m. 


Bezeichnet  man  in  dem  Dreiecke,  dessen  Seiten  a,  a,  und  die 
Entfernung  ex  der  Punkte  (m«*l  und  (m,nx/et)  von  einander  sind, 
den  der  Seite  a,  gegenüberstehenden  Winkel  durch  <*,,  in  dem 
Dreiecke,  dessen  Seiten  a,  a,  und  die  Entfernung  e,  der  Punkte 
(so«/)  und  («,»,/-,)  von  einander  sind,  den  der  Seite  «,  gegen- 
übersteheoden  Winkel  durch  a2 ; so  ist 


cos  a, 
und  folglich 


g»-4-«,*  — «,* 


2ae, 


a*  + eIt—al»=2ae,  cos  ti*  -+-e,*  —az>  =2#e2  cos  a„ 
d.  i. 


«,*— — {k— *,)*  = — 2«*,  cos  «„ 
— «*  — (*— «•,)*— (»— »,)*  — (*— /•,)’=—  iae2  cos  o,; 
also  nach  IS. 

27.  = — aet  cos  a ,,  i,  = — ae2  cos  a2, 

mittelst  welcher  Formeln  die  Grössen  »,  und  i,  sehr  leicht  berech- 
net werden  können,  wenn  die  Entfernungen  e,~,  e2  und  die  Winkel 
<*,,  a,  bekannt  sind. 

16* 
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Berechnet  man  die  Hülfswinkel  /u  und  <p,  x p,  % 
Formeln  , 

28.  tang  ft  = H 


UlMIt-IM 


und 


aa  , w “ w,  ~n  — - ä.  ^ •“ 

-9.  fang  lang  ^ = taug^  = FZ-j-; 


so  hat  man  zur  Berechnung  der  Grössen  y,  *,  £ die  folgenden 
Formeln: 


»i  sin  (ft  — j()  cos  \l> 
n — //,  ’ sin  ((fr — jf)  cos  ft’ 
m — m , sin  (y  — /)  cos  ifr 
» — »,  ' sin  (g< — x)  cos  v’ 
i,  sin  (ft  — (fr)  cos  / 

X — X*,  ' sin  (;f  — (fr)  cos  ft’ 

»j  — /«,  sin  (<f  — (fr)  cos  / 
h — k,  ’ sin  (x  — tfr)  cos  »fi " 

Nach  dem  Vorhergehenden  lasst  unsere  Aufgabe,  wenn  sie 
überhaupt  möglich  ist,  jederzeit  zwei  Auflösungen  zu,  und  es  er- 
hellet auch  auf  der  Stelle  aus  geoinetriscbeu  Gründen,  dass  es, 
wenn  die  Aufgabe  möglich  ist,  immer  zwei  derselben  genügende 
Punkte  geben  muss,  welche  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  durch 
die  drei  gegebenen  Punkte  (m/tk),  (»,«,£,),  bestimm- 

ten Ebene  Tiegen , übrigens  aber  gegen  diese  Ebene  eine  ganz 
gleiche  l.agc  haben.  I m also  die  Lage  des  gesuchten  Punktes 
(.rya)  mittelst  des  Obigen  vollkommen  bestimmen  zu  können,  muss 
man  aus  andern  Gründen  wissen,  auf  welcher  Seite  der  durch  die 
drei  gegebenen  Punkte  (»«/),  (»/,»,»<•,),  («/.«,/,)  bestimmten 
Ebene  derselbe  liegt. 


3. 

Die  in  1.  aufgelöste  Aufgabe,  in  Verbindung  mit  dem  in  2.  ge- 
lösten Problem,  würde  sehr  geeignet  sein,  mit  Hülfe  dreier  ihrer 
Lage  nach  bekannter  Punkte  im  Raume  die  Lage  eines  vierten 
Punktes  im  Raume  zu  bestimmen,  wenn  zu  der  Lösung  derselben 
nicht,  wie  aus  1.  bekannt  ist.  eine  Gleichung  des  vierten  Grades 
erforderlich  wäre,  deren  Auflösung  schon  an  sich  weitläufig  ist, 
und  die  auch,  weun  die  Aufgabe  überhaupt  möglich  ist,  jederzeit 
entweder  zwei  oder  vier  Aullösungen  fiir  dieselbe,  liefert.  Ständen 
diese  theoretischen  Schwierigkeiten  ")  nicht  entgegen,  so  würde 
mim,  wenn  z.  B.  auf  der  Spitze  eines  Berges  die  drei  Winkel  ge- 
messen worden  w:ärcn.  welche  von  den  von  derselben  nach  drei 
ihrer  Lage  nach  bekannten  Punkten  im  Raume  gezogenen  Gesicbts- 
linien  eingeschlossen  werden,  die  Lage  dieser  Bergspitze  im  Raume, 
also  auch,  weun  mau  nur,  was  in  allen  Fällen  das  zwcckmässigste 
sein  dürfte,  eine  der  drei  Coordinatcucbencn  horizontal  angenom- 
men hat,  ihre  Hoho  in  Bezug  auf  diese  Horizontulebene  bestimmen 


°)  Als  ein  der  Anwendung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  im  Wege 
stehendes  Ilinderniss,  wenn  man  nämlich  sehr  grosse  Genauigkeit  ver- 
langt, ist  in  praktischer  Beziehung  noch  die  Refraction  zu  bemerken. 
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können.  Das  eigentliche  nach  Potbenot  benannte  Problem  liefert 
nur  zwei  Koordinaten  des  gesuchten  Punktes,  und  kann  seiuer  Na- 
tur nach  nicht  mehr  liefern;  unsere  oben  aufgelöste  Aufgabe  liefert 
dagegen  alle  drei  Coordinuten  des  gesuchten  Punktes,  welches  eiu 
wesentlicher  Vorzug  derselben  vor  jenem  Problem  ist. 

Die  iu  Rede  stehenden  theoretischen  Schwierigkeiten  scheinen 
es  aber  notbwendig  zu  machen,  dass  man,  wenn  man  die  iu  1. 
aufgelöste  Aufgabe  in  der  Praxis  mit  Leichtigkeit  auwenden  will, 
einen  von  der  dort  gegebenen  allgemeinen  Aullösung  verschiedenen 
Weg  einschlägt,  den  wir  nun  noch  iu  der  Kürze  andeuten  wollen. 

Die  drei  gegebenen  Punkte  im  Raume  seien  wie  früher  //, 
//.  C,  nnd  O sei  der  gesuchte  Punkt;  auch  sollen  überhaupt  die 
iu  1.  eingeführten  Bezeichnungen  jetzt  ihre  dortige  Bedeutung  be- 
halten, und  wir  wollen  nur  hloss  noch 

L BAO  = y,  LCJO  = <p' 

L CBO  = tp,  L ABO=y’ 

LACO=x,  L BCO  — x' 

setzen;  so  ist  offenbar 


und 


ulso  wegen  31. 


Iip- f-  ^ = 180°  — a, 
X + <p’  = 180»  — & 

<p-t-<p'=  ISO»  — y, 


32. 


b sin  x c *|n  ip' 


sin  ß sin  y ’ 

r sin  f a sin 

sin  y sin  a ’ 

ti  sin  ip  b sin  ff‘ 

sin  u sin  ß ’ 


33. 


ri  sin  i //  b sin  (ß  + x) 

sin  n sin  ß ’ 

I b sin  x ' c sin  (}■  4-  </  ) 

j sin  ß sin  y ’ 

c sili  <f  a sin  (fr  -\-  ip) 

sin  y sin  « 


Man  messe  nun  ausser  den  drei  Winkeln  a,  ß,  y jederzeit  ent- 
weder noch  einen  der  drei  Winkel  y,  t p,  x oder  einen  der  drei 
Winkel  <p',  ip',  welcher  gerade  die  sicherste  und  bequemste  Mes- 
sung gestattet.  Weil  jedoch  vermöge  der  Gleichungen  31.,  weou 
einer  der  drei  Winkel  tp',  t p',  x'  bekannt  ist,  immer  auch  einer  der 
drei  Winkel  <p.  ip,  x bekannt  ist;  so  sind  wir  bcrccbtigt,  bloss  die- 
sen letzten  Kall  in  Betrachtung  zu  ziehen,  und  wollen  zugleich, 
um  die  Begriffe  zu  lixiren,  nnuelimcn,  dass  der  Winkel  <p  gemessen 
worden  sei.  Dann  kann  man  mittelst  der  ans  33.  und  einem  be- 
kannten Satze  der  ebenen  Trigonometrie  fliessenden  Ausdrücke 


31. 


. c sin  ß . , 

Sill  r=; — : — sin  (/- 
A b sin  y » 


. sin  ß sin  C . , . - 

. «>)  = - — sin  (/-t-tf') 
r'  sin  y sin  u ' 
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den  Winkel  y berechnen,  wodurch  man  aber  für  j jederzeit  zwei 
sich  zn  180°  ergänzende  Werthe  erhält,  und  mittelst  der  Ausdrücke 


35. 


sin  tp 


b sin  « 
a sin  ß 


sin  (ß  + x)  — 


sin  a sin 
sin  ß sin 


ß 

A 


sin  (ß  + x) 


kann  man  tp  borcchneu,  wodurch  uiuu  aber,  da  x zwei  VVerthe  bat, 
offenbar  im  Allgemeinen  vier  Werthe  von  tp , überhaupt  also 
vier  Systeme  von  VVertheu  der  Grössen  y,  erhält.  Cm  nun  zu 
entscheiden,  welches  dieser  vier  Systeme  man  zu  wählen  hat,  muss 
man  mittelst  der  Ansdrücke 


„„  . a sin  V . , sin  y sin  A . , . . , 

30.  sm  <p  = — -■ — L sin  (o-f-i /»)  = - — 1 — ; — 7.  sin  (a-4-Ui) 

y c sm  a ' sin  a sin  C ' T/ 


deu  Winkel  tp  berechnen,  und  muss  untersuchen,  welches  der  in 
Rede  stehenden  vier  Systeme  von  Wertben  der  Grössen  /,  tp  wie- 
der, wenigstens  so  nahe  als  möglich,  zu  dem  Werthe  von  tp,  von 
welchem  mau  ausging,  zurückfuhrt.  Auf  diese  Weise  erhält  man 
Werthe  von  tp,  1//,  y,  welche  als  erste  Näherungswertbe  dieser 
Grössen  zu  betrachten  sind,  und  im  Folgenden  durch  <p,  tp,  / selbst 
bezeichnet  werden  sollen.  Bezeichnet  man  nun  die  wahren  Werthe 
der  Winkel 

BAO,  CBO,  ACO 

respective  durch 

<pA-  ip+dtp,  X + aXt 
und  setzt  der  Kürze  wegen 

a sin  y sin  y sin  A 

d c sin  a sin  a sin  6” 

__  6 sin  a __  sin  a sin  B 

& a sin  ß sin  ß sin  A ' . 

^ c sin  ß «in  ß sin  C 

b sin  y sin  y sin  B ’ , 

so  bat  man  nach  33.  die  drei  folgenden  Gleichungen: 
sin  (tp  -+-  tl(f)  — f sin  (a  ■+•  tp  -+-  dtp)  = 0, 
sin  (tp-+-dtp)  — g sin  (/S-t-y-f- dx)  — 
sin  (y-Wy)  — 4 sin  (y-t-  5p  -+-  d<f)  — 0; 

d.  i.  nach  den  bekannten  Principien  der  Differentialrechnung  die 
drei  Gleichungen  des  ersten  Grades  in  Bezug  auf  dtp,  dtp,  dx  als 
unbekannte  Grössen: 

!sin  tp — f sin  (a-f-ip)  + cos  tpdtp — f cos  (a-f-ip)  dtp  = 0, 
sin  tp  — g siu  {ß  -+-  x)  ■+■  cos  tpdtp  — g cos  (/J-F-y)  </y  = 0, 
sia  x — h sin  (y  -+-  y)  -+-  cos  ytfy  — A cos  (?  ■+■  SP)  <AP  = ®; 

aus  denen  nun  dtp,  dtp,  dx  bestimmt  werden  müssen.  Mittelst  ge- 
wöhnlicher algebraischer  Elimination  und  einiger  leichten  goniomc- 
Irischen  Transformationen  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

39.  A==cos  tp  cos  i p cos  y— cos  (u-Hp)  cos  (ß~t~X)  cos  (y-f-y) 
gesetzt  wird,  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Correctioncn  dtp,  dtp, 
dx  die  folgenden  Ausdrücke: 
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' — A<fy=sin  <f  cos  i p cos  y—f  sin  a cos  y—fg  ß cos  (a-J-i/i) 
—fgh  cos  (u+tp)  cos  (/?+/)  sin  (y+<p), 
— Adtp= cos  <p  sin  xp  cos  % — g sin  ß cos  <p  —gh  sin  y cos  (ß+x) 
—fgh  sin  (a-t-y)  cos  (ß+x)  cos  (y+y), 
— AV/y=cos  <p  cos  tfi  sin  x — k »in  / cos  tp — bf  sin  u cos  (y-Hp) 
—fgh  cos  (u-M')  sin  (ß+x)  cos  (y-Hp). 

Hat  mnn  ober  z.  B.  tUp  mittelst  des  ersten  dieser  drei  Ausdrücke 
gefunden,  so  kann  miui  dtp  und  dy  auch  leicbt  mittelst  der  folgen- 
den aus  den  Gleichungen  38.  sich  unmittelbar  ergebenden  Aus- 
drücke linden  : 

sin  7 — f sin  (n  + t»)  + cos  pd/y 
f cos  (a  tp) 

sin y — h sin  (y-t-v) — h cos  (y -f-p)  dp 
cos  X * 

Wie  man  auf  dieselbe  Art,  wie  mau  vorher  von  den  Näberungs- 
werthen  <p,  t p,  / zu  den  neuen  Nähcrungswerthen  <p+dtp,  tp+dtp, 
y + dy  gelangte,  von  diesen  Nähcrungswerthen  wieder  zu  neuen 
Nähcrungswerthen  übergeben, . und  aul  diese  Art  überhaupt  immer 
weiter  fortschrciten  kann,  bedarf  hier  keiner  besondern  Erläuterung. 
Bemerken  wollen  wir  jedoch  noell,  dass  die  obigen  Formeln  die 
Correctionen  dtp,  dtp,  dy  natürlich  in  Tbeilen  des  Halbmessers,  wel- 
cher bekanntlich  immer  der  Einheit  gleich  gesetzt  wird,  ausge- 
drückt liefern.  Will  man  aber  diese  Correctionen  in  Secuuden 
ausdrückcn,  so  dienen  dazu  die  folgenden  leicht  verständlichen 
Formeln: 

oder  206264,8  . dp, 
sin  1 * 75 

oder  206264,8  . dtp, 
sin  1 * 

oder  206264,8  . dy. 
sin  1 ’ * 

Hut  man  auf  die  vorhergehende  Art  die  Winkel 
BAO,  CBO,  ACO 

gefunden;  so  erhält  man  die  Entfernungen  AO,  BO , CO  mittelst 
der  Formeln 

b sin  ICO  c sin  (y  BAO) 

sin  ß sin  y ’ 

c sin  BAO  a sin  (a-t-CBO) 

sin  y sin  « 

n sin  CBO  b sin  (/?-+-  ACO) 

sin  « sin  ß * 

und  kann  dann  ferner,  wenn  die  Coordinateu  der  I’uukte  A,  B,  C 
gegeben  sind,  die  Coordinateu  des  1‘unktes  O mittelst  der  in  2. 
entwickelten  Formeln  berechnen. 

Will  man  unsere  Aufgabe  bei  geodätischen  Messungen  in  An- 
wendung bringen,  so  muss  man  natürlich  mit  einem  Instrumente 
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versehen  sein,  welches,  wie  z.  B.  der  Spiegelsextant,  der  Spicgel- 
kreis,  und  insbesondere  der  Bordaische  Kreis,  die  Messung  der 
Winkel  iu  allen  Lagen  derselben  gegen  den  Horizont  gestattet. 
Rin  gewöhnlicher  Theodolit,  mit  welchem  sich  bekanntlich  bloss 
die  horizontalen  Projectionen  der  Winkel  messen  lassen , ist  dage- 
gen zu  dem  in  Rede  stehenden  Gebrauche  nicht  geeignet,  wohl 
aber  zur  Anwendung  der  gewöhnlichen  Pothenotschen  Aufgabe,  für 
welche  u.  A.  in  No.  XIV.  S.  92.  eine  Auflösung  gegeben  worden 
ist,  hinreichend. 


XXXVI. 

Untersuchungen  über  Projectionen  und  neuere 
Geometrie. 

Von 

Herrn  O.  Sch  lomilclt 

zu  Weimar. 


1. 

Die  pcrspectivische  Projection  in  ihrer  einfuchsten  Ge- 
stalt entsteht  bekanntlich  dadurch,  dass  man  zwei  auf  einander  senk- 
rechte Ebenen  MO,  MQ,  die  wir  kurz  (E)  und  ( e ) nennen,  an- 
nimmt und  von  allen  Gebilden  der  Ebene  ( E ) nach  einem  Pro- 
jectionspunkt  P Gerade  (Strahlen)  zieht,  welche  (e)  in  entsprechen- 
den Punkten  durchschneiden,  die  iu  ihrer  Vereinigung  die  Projection 
des  primitiven  Gebildes  abgeben.  Wir  wollen  nun  in  dein  Folgen- 
den die  Gebilde  in  E und  e,  von  denen  das  letztere  die  Projection 
des  ersteren  ist,  entsprechende  Gebilde  nennen. 

Zuerst  ist  klar,  dass  die  Projection  einer  Geraden  wrieder  eine 
Gerade  sein  wird,  dass  es  also  für  die  Bestimmung  der  Lage  der 
Projection  hinreicht,  wenn  man  zwei  Punkte  der  primitiven  Geraden 
projicirt.  Ist  nun  MX  (Taf.  III.  Fig.  1.)  der  Durchschnitt  der  Ebe- 
nen (/?)  und  (e)  und  darin  C der  Punkt,  in  welchem  MX  von  der 
zu  projicirenden  Geraden  CT  in  (/?)  geschnitten  wird,  so  fallen  in 
C die  einander  entsprechenden  Punkte  zusammen,  oder  C ist  die 
Projection  seiner  selbst.  — Ferner  ist  klar,  dass,  je  weiter  man 
die  Gerade  CT  verlängert,  der  Projertionsstrahl  PT  sich  succes- 
sive  der  Lage  Pt  ||  CT  nähern  wird.  Lassen  wir  also  T sich 
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unendlich  weit  von  MX  entfernen,  so  geht  der  Projectionsstrahl 
PT  ganz  in  die  Imge  Pt  ||  CT  über,  und  es  ist  dann  t die  Pro- 
jection  des  unendlich  entfernteo  Punktes  T und  die  begrenzte 
(Jerade  Ct  die  der  unbegrenzten  CT.  Die  Bestimmung  des 
Punktes  t hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit  mehr,  dn  die  Ebene 
Put  1 1 der  Ebene  (Ä)  mithin  auch  ot  \ | MX  und  wie  vorher  Ot  1 1 CT  ist. 

Man  bemerkt  aber  leicht,  dass  diese  Bestimmung  des  Punktes 
t gar  nicht  von  der  Lage  des  Punktes  C in  MX  obbängt,  dass 
also  für  eine  Gerade  C'T'  j|  CT  ganz  dieselbe  Construktion  gilt, 
und  also  Ct  die  Projectiou  von  C'T'  ist.  Daraus  ergiebt  sich 
der  Satz 

„Einem  Systeme  paralleler  Geraden  in  (£?)  ent- 
spricht ein  Strahl büsche 1 in  («).“ 

Wenn  sich  der  Winkel  MCT  ändert,  wird  offenbar  t sich  auf 
der  Geraden  ot  ||  MX  bewegen;  also: 

„Die  Mittelpunkte  aller  Strahlbüschel,  weiche  ver- 
schiedenen Systemen  paralleler  Geraden  entspre- 
chen, liegeu  in  einer  Geraden,“ 

Unter  den  verschiedenen  Werthen,  die  der  Winkel  MCT 
(innehmen  kann,  sind  besonders  zwei  bervorzubeben.  Ist  nämlich 
l_  MCT=  R,  so  fallt  t mit  o zusammen;  ist  aber  L.  MCT=:  \R, 
so  wird  at=Po  and  also  schon  bekannt,  weil  die  Entfernung  des 
Projectionspunktes  gegeben  ist.  Daraus  ergiebt  sich  leicht  ein 
Verfahren,  um  die  Projection  jedes  beliebigen  Punktes  J aufzufin- 
den Taf.  III.  Fig.  2.  °).  Depn  fällen  wir  »fas  Perpendikel  //./  und 
machen  HK  =z  /W,  so  lässt  sich  J als  Durchschnitt  zweier  Ge- 
raden betrachten,  von  denen  die  eine  MX  unter  einem  rechten,  die 
andere  unter  einem  halben  rechten  Winkel  schneidet.  Ist  ot  wie- 
der die  Kntfernung  des  Projectionspunktes  von  (<?),  so  ist  Ho  die 
Projection  der  unbestimmt  verlängerten  HJ,  kt  die  von  KJ  also 
der  Durchschnitt  « die  Projection  von  J. 

2. 

Man  kann  aber  auch  von  der  Ebene  (e)  ausgehen,  sich  die  Ge- 
bilde derselben  als  gegeben  denken  nnd  von  ihnen  auf  die  der 
Ebene  (E)  zurückschliessen,  indem  man  über  ot-  einen  Projections- 
punkt  denkt,  durch  welchen  umgekehrt  die  Gebilde  in  (E)  ent- 
stehen. Dann  hat  man  folgenden  Satz: 

„Allen  StruhlbUschrln  in  (e),  deren  Mittelpunkte 
in  einer  Geraden  (ot)  liegen,  entsprechen  in  (£J) 
gleich  viele  Systeme  paralleler  Geraden.“ 

Alis  diesem  und  dem  ihm  analogen  Satze  in  (1)  lassen  sich 
nun  für  eine  Menge  von  Sätzen  aus  der  Situationsgeometrie  die 
einfachsten  Beweise  berleiten,  wofür  nun  einige  Beispiele  dienen 
sollen. 

Sei  Taf.  III.  Fig.  6.  epf  ein  beliebiger  Winkel  und  ausser  ihm 
ein  Punkt  q angenommen , von  welchem  ans  durch  jenen  Winkel 
beliebig  viele  Strahlen  aq,  bq,  cq  . . gezogen  sind.  Zieht  man  iu 
den  so  entstandenen  Vierecken  die  Diagonalen,  so  liegen  die 
Durchschnitte  derselben  mit  p in  einer  Geraden. 


*)  Die  Figur  stellt  Alles  in  einer  Ebene  dar,  so  dass  man  sich  (R)  um 
!UN  als  Axe  gedreht  denken  kann,  bis  sie  mit  (e)  zusammenfällt. 
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Denn  nehmen  wir  die  Gerade  pq  als  die  Gerade  ot  in  Taf.  III. 
Fipr-  1.  an,  so  entsprechen  dem  Winkel  cpf  zwei  Parallelen  AC, 
DF,  den  Strahlen  aq , bq , cq  . . die  Parallelen  AI),  BE,  CF . ... 
Folglich  sind  die  entsprechenden  Vierecke  Parallelogramme.  Die 
Durchschnitte  M,  M'  . . der  Diagonalen  in  denselbeu  liegen  aber 
nach  sehr  bekannten  Sätzen  in  einer  Geraden,  welche  zugleich 
||  AC  nnd  DF  ist.  Folglich  müssen  nach  (1)  die  Projectionen 
von  M,  9/',  . . ebenfalls  in  einer  Geraden  liegen,  welche  auch 
durch  p geht,  w.  z.  b.  w. 

Von  diesem  Satze  lassen  sieb  bekanntlich  viele  fruchtbare  An- 
wendungen machen,  die  wie  hier  übergehen  müssen. 

3. 

Taf. III.  Fig.'4.  Wenn  die  drei  Geraden  atd,  Mt,  cd,  welche  die 
Spitzen  zweier  Dreiecke  mit  einander  verbinden,  sich  in  einem 
Punkte  schneiden,  so  liegen  die  drei  Durchschnitte  p,  q,  r der  ver- 
längerten gleichnamigen  Seiten,  ab  und  ab',  ac  und  ad,  bc  und 
Vd,  in  einer  Geraden. 

Nehmen  wir  die  Gerade  pq  als  die  Linie  ot  in  Taf.  III.  Fig.l.  an, 
so  entspricht  dem  Strablbüschel  am,  bm,  cm  ein  anderer  AM,  DM, 
CM.  in  welchem  AB  \\  A'B’,  AC\\A'C'.  Nun  folgt  daraus  nach 
bekannten  Eigenschaften  ähnlicher  Dreiecke  BC  ||  B'C',  also  ent- 
sprechen diesen  Geraden  zwei  andere  bc,  b'd , deren  Durchschnitt 
mit  auf  pq  liegt. 

4. 

Taf.  III.  Fig.  5.  In  einem  Dreiecke  LMAO  ist  die  Grundlinie 
LA  in  M halbirt,  der  Strahl  MO  und  noch  OQ  ||  9t A gezogen; 
der  so  entstandene  Strahlbüschel  heisst  bekanntlich  ein  harmoni- 
scher und  es  giebt  darüber  die  beiden  Sätze: 

„Jede  Gerade,  die  einen  harmonischen  Strahlbtt- 
schel  schneidet,  wird  von  demselben  harmonisch 
getheilt;“ 

und 

„Jeder  Strablbüschel,  dessen  Strahlen  durch  die 
harmonischen  Theilpunkte  einer  Geraden  gehen, 
ist  ein  harmonischer.“ 

Nach  dem  erstcren  Satze  werden  also  abcd  und  ABCD  harmo- 
nisch getheilt  sein.  Nun  kann  man  sich  aber  diese  beiden  Geraden 
in  ganz  beliebigen  verschiedenen  Ebenen  und  O als  Projectioos- 
punkt  dazu  denken;  dann  hat  man  deu  Satz,  dass  die  perspectivi- 
sclie  Projection  einer  Harmonischen  wieder  eine  Harmonische  ist; 
oder: 

„Einer  harmonisch  gethcilteu  Geraden  entspricht 
jederzeit  wieder  eine  Harmonische.“ 

Daraus  ergiebt  sich,  wenn  mau  über  den  beiden  entsprechenden 
Harmonischen  Strablbüschel  construirt  und  den  ciuen  als  Projection 
des  andern  betrachtet,  leicht  der  analoge  Satz: 

„Einem  harmonischen  Strahlbüschel  entspricht  je- 
derzeit wieder  ein  harmonischer  Strablbüschel.“ 

Diese  einfachen  Sätze  werden  die  Uuelle  sehr  fruchtbarer  Un- 
tersuchungen, von  denen  wir  einige  andeuten  wollen. 

Taf.  111.  Fig.  6.  Es  sei  abcd  ein  Viereck,  dessen  Gegenseiten 
sich  in  m und  « schneiden.  Wir  betrachten  die  Gerade  sa*  als  die 
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Linie  o/  in  Taf.  III.  Fig.  1., so  dass  den  Strahlen  am,  cm  die  Parallelen 
AM,  CM,  ebenso  an,  cn  die  Parallelen  AS,  CA  entsprechen. 
Dem  Viereck  abcd  entspricht  also  das  Parallelogramm  ABCD. 
Da  sich  nun  die  Diagonalen  AC,  BD  desselben  halbiren,  so  kön- 
nen wir  die  unendlich  verlängerten  A1‘,  BU  harmonisch  getheilt 
nennen,  und  folglich  sind  es  auch  die  Diagonalen  ap,  bq.  Ziehen 
wir  JF  ||  CD,  JO  ||  BC,  so  läuft  FG  II  DQ  und  wird  von 
JC  halbirt.  Folglich  ist  der  Strahlbüschel  JA,  JP,  JM,  JQ  ein 
harmonischer,  also  ist  es  auch  der  entsprechende  in,  im,  ip,  iq, 
und  daher  muss  auch  mq  harmonisch  getheilt  sein.  Nennt  man  die 
Figur  in  (e)  ein  vollständiges  Viereck  und  ap,  bq,  mq  die 
Diagonalen  desselben,  so  hat  man  den  bekannten  Satz: 

„Die  drei  Diagonalen  des  vollständigen  Vierecks 
(heilen  einander  harmonisch,“ 
woraus  sich  noch  eine  Menge  Folgerungen  ziehen  lässt. 

5. 

Taf.  III.  Fig.  7.  Bekanntlich  nennt  mau  die  Durchschnitte  der 
äusseren  und  inneren  Tangenten  zweier  ausser  einander  liegenden 
Kreise  den  äusseren  und  inneren  Aehnlichkeitspunkt  jener 
Kreise. 

Nun  kann  mnn  aber  dieses  Gebilde  als  Projectiou  eines  Cylin- 
ders  ansehen,  wenn  man  den  Projectionspunkt  irgend  wo  in  dem 
durch  a auf  der  Ebene  der  Zeichnung  errichteten  Perpendikel  und 
die  Projectionsebene  (e)  parallel  den  Ebenen  jener  Kreise  aonimmt. 
Vergleichen  wir  nun  unsere  Figur  mit  der  daneben  gestellten  cor* 
respondirenden,  so  ergiebt  sich  gleich,  dass  M,  J,  A und  der  un- 
endlich entfernte  Pnnkt  U harmonisch  liegen , also  ist  diess  auch 
links  der  Fall ; oder: 

„Die  Mittelpunkte  beider  Kreise  liegen  mit  den 
Achnlichkeitspunkten  harmonisch.“ 

Taf.  III.  Fig.  8.  Projiciren  wir  ein  System  dreier  Cytioder  von 
gleichen  Grundflächen,  so  entsteht  ein  System  von  drei  ungleichen 
Kreisen  (da  die  Grundflächen  jener  Cylinder  ungleich  weit  von  der 
ihnen  parallelen  Pröjectionsebcneentferntsind)  zu  welchen  drei  äussere 
und  ebensoviel  innere  Aehnlicbkeitspunkte  gehören.  Da  nun  links 
alle  äusseren  Tangenten  einander  parallel  sind,  so  liegen  rechts 
die  Durchschnitte  derselben  in  einer  Geraden,  (welche  die  Gerade 
ot  in  Taf.  III.  Fig.  1.  ist);  oder: 

„Die  äusseren  Aehnlicbkeitspunkte  dreier  Kreise 
liegen  in  einer  Geraden.“ 

Betrachten  wir  links  die  inneren  Aebnlichkeitspunkte  J,,  J,, 
so  erhellt  gleich,  dass  die  Gerade  J , J,  ||  den  äusseren  Tangen- 
ten an  M und  B läuft.  Dies  giebt  für  die  Figur  rechts  sogleich 
den  Satz: 

„Jeder  der  drei  äusseren  Aebnlichkeitspunkte 
liegt  mit  zwei  inneren  in  einer  Geraden.“ 

Also  giebt  cs  im  Ganzen  vier  Aehnlichkeitsstrablen. 

6. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  der  Kegelschnitte,  und 
zwar  ist  gerade  hier  die  Untersuchung  mittelst  projectiviscber 
Eigenschuften  die  zweck  massigste , da  der  Kegelschnitt  seiner  Ent- 
stehung nach  nichts  anders  als  die  perspcctiviacbe  Projectiou  eines 
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Kreises  ist.  Wir  nehmen  wie  bisher  immer  den  einfachsten  Fall 
an,  dass  die  l’roject'lons-  (hier  die  Schnitt -j  ebene  senkrecht  auf 
(£’)  (der  liasisebene)  stehe,  da  sich  hierauf  jeder  andere  Fall  leicht 
reduziren  lässt. 

Taf.  III.  Fig.  ft.  Hier  gewinnt  nun  die  Gerade  ol  Tnf.  III.  Fig.  1., 
welche  schon  bisher  die  bedeutendste  Kollo  spielte  eine  ganz  be- 
sondere Wichtigkeit  und  wir  werden  sie  daher  kiiuftig  die  Polare 
des  Kegelschnitts  nennen.  Sei  nun  k ein  beliebiger  Kegelschnitt, 
den  wir  als  Projection  eines  Kreises  K ansehen , ot  die  Polare 
(auf  der  sich  also  die  Projectionen  aller  Geraden  schneiden,  die 
in  (£>’)  Parallelen  sind)  und  m die  Projection  des  Kreismittelpunkts, 
die  wir  den  Pol  des  Kegelschnitts  nennen,  so  ist  klar,  dass  jede 
Gerade,  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  Ä geht,  von  M und 
dem  Kreise  balhirt,  d.  h.  sammt  dem  unendlich  entfernten  Punkte 
harmonisch  getheilt  wird.  Also  wird  jede  Gerade,  welche 
durch  den  Pol  des  Kegelschnitts  geht,  vom  Pol,  der 
Curve  und  der  Polare  harmonisch  getheilt.  Ziehen  wir 
ferner  irgend  einen  Durchmesser  AB  des  Kreises  und  legen  Tan- 
genten an  A und  B,  so  laufen  diese  einander  jederzeit  pnrullel. 
Nun  entsprechen:  dem  Durchmesser:  eine  durch  den  Pol  gehende 
Gerade,  welche  Uerührungssehne  heissen  mag,  den  parallelen 
Tangenten  um  Kreise:  zwei  Tangenten  am  .Kegelschnitt,  deren 
Durchschnitt,  „das  Bernhrungscentrum,“  aut  der  Polare  liegt. 
Wie  sich  nun  auch  AB  um  M drehen  mag,  so  bleiben  doch  die 
Tangenten  an  A und  B Parallelen,  d.  Ii.  wenn  sich  die  Beruh- 
rungssehnc  um  den  Pol  dreht,  so  durchläuft  das  Berübrungscen- 
trum  die  Polare;  oder: 

„Die  Polare  ist  der  Ort  aller  Berührungscentra, 
deren  Bcrübrungssebnen  durch  den  Pol  gehen,“ 
und  auch  umgekehrt 

„Der  Pol  istderPunkt,  durch  den  alle  Berübrungs- 
sehnen  gehen,  deren  Berührungscentra  auf  der 
Polare  liegen.“ 

Daraus  lassen  sich  leicht  die  Auflösungen  der  Aufgaben  ableiten: 

„Den  Pol  zu  finden,  wenn  die  Polare  gegeben  ist,“ 

„Die  Polare  zu  linden,  wenn  der  Pol  gegeben  ist.“ 

7. 

in  dem  Vorigen  wurde  das  Ziehen  von  Tangenten  an  den  Ke- 
gelschnitt verlangt,  aber  es  ist  noch  nicht  gezeigt  worden,' auf 
welche  Weise  diess  geschieht,  und  deshalb  geben  wir  folgende 
Conslruktion  dazu: 

Taf.  III.  Fig.  10,  Wenn  vom  Punkte  p an  den  Kegelschnitt 
k Tangenten  gelegt  werden  sollen , so  ziehe  man  beliebig  zwei 
Strahlen  np,  bp,  uie  den  Kegelschnitt  noch  in  c und  d schneiden 
werden.  Dann  ziehe  man  ab,  cd,  die  sich  in  f,  ad,  bc  die  sich  in 
g schneiden  und  die  Gerade  fg.  Diese  schneidet  deu  Kegelschnitt 
in  zwei  Punkten  «,  v,  welche  die  Berührungspunkte  der,  von  p 
aus  zu  legenden  Tangenten  sind. 

Denn  man  nehme  p als  Punkt  einer  beliebigen  Polare  und  k 
als  Projection  eines  Kreises  K an,  so  entsprechen  den  Strahlen 
ac,  bd  zwei  Parallelen  AC,  BD.  Nun  ist  aber  klar,  dass  durch 
die  Coostruktion  in  (£?),  U und  V die  Berührungspunkte  von  Tan-  - 
genten  sind,  welche  ||  AC  \ \ BD  laufen.  Also  entsprechen  ihnen 
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in  (e)  die  Berührungspunkte  der  Tangenten,  welche  durch  p gehen, 
w.  i.  b.  w. 

Es  hat  nun  auch  die  Lösung  der  umgekehrten  Aufgabe:  durch 
zwei  gegeheue  Punkte  eines  Kegelschnitts  au  dcnscibeu  Tangenten 
zu  ziehen  nicht  die  mindeste  .Schwierigkeit,  weshalb  wir  sie  über- 
gehen. 

8. 

Die  Durchschnitte  der  drei  Paar  Gegenseiten  jedes, 
einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  Sechsecks  liegen 
in  einer  Geraden. 

Taf.  III.  Kig.  11.  abettef  sei  das  Sechseck  (Sch  ncnscchs- 
eck),  p,  q mögen  die  Durchschnitte  von  den  zwei  Paar  Gegensei- 
ten af,  ca  und  bc , cf  heissen.  Nimmt  man  pq  als  Polare  und  den. 
Kegelschnitt  als  Prnjection  eines  Kreises  an,  so  entsprechen  jenen 
zwei  Paaren  die  Sehnen  AF  ||  CI)  und  HC  ||  FF.  Aber  bekannt- 
lich fassen  parallele  Sehnen  gleiche  Bogen  zwischen  sich,  also  ist, 
wenn  wir  die  Bogen  stets  rechts  herum  nennen: 

b 

arc  AC=  arc  HF 
nrc  CE—  arc  FH 

also  durch  Addition  arc  AE  (der  grössere  dieses  Namens)  = arc  DB 
(ebenso).  Ziehen  wir  beide  vom  Kreisumfang  ab,  so  bleibt 
arc  AEz=  arc  HD,  woraus  AH  ||  DE  folgt. 

Also  liegt  der  Durchschnitt  r von  ab  und  <le  mit  auf  der  Po'-' 
larc  d.  h.  iu  einer  Geraden  mit  p und  q. 

Der  Satz  gilt  auch  umgekehrt,  was  sich  apagogisch  sehr  leicht 
zeigen  lasst. 

ln  jedem,  einem  Kegelschnitte  umschriebenen  Sechs- 
ecke schneiden  sich  die  Diagonalen,  welche  zwei  Ge- 
genecken verbinden  in  einem  Punkte. 

Taf.  III.  Fig.  12.  abedef  sei  dieses  Sechseck  (Tangenten- 
sechseck), au,  be , cf  jene  Diagonalen  (Hauptdiagonalen). 
Man  nehme  den  Durchschnitt  m der  ersten  beiden  als  Pol  des  Ke- 
gelschnitts und  diesen  als  Projection  eines  Kreises  an,  so  entspricht 
dem  Pol  **  der  Mittelpunkt  M und  jenem  Sechseck  ein  anderes, 
dessen  beide  ersten  llauptiliagonalen  durch  deu  Mittelpunkt  des 
eingeschriebenen  Kreises  gehen. 

Ks  ist  nun  bloss  zu  zeigen,  dass  auch  die  3te  Hauptdiagonale 
CF  durcli  M geht,  was  sehr  leicht  (namentlich  upagogisch)  geschieht. 
Daraus  folgt  denu,  dass  cf  durch  m geht. 

Auch  dieser  Satz  gilt  umgekehrt. 

Diese  beiden  Sätze  bilden  bekanntlich  die  Grundlage  für  die 
Theorie  der  Reriprocität  hei  den  Kegelschnitten,  indem  man  die 
Punkte  der  Gebilde  in  dem  einen  Kegelschnitt  als  Berührungscentra 
für  einen  zweiten  Kegelschnitt  ansieht,  wodurch  dann  ein  bekann- 
tes Correlationssystem  entsteht,  dessen  Ausführung  hier  aber  zu 
weit  führen  würde. 

Lässt  mau  in  den  beiden  vorigen  Sätzen  eine  Seile  ver- 
schwinden und  zur  Tangente  werden,  so  gelangt  man  zu  bekann- 
ten Sätzen  vom  Fünfeck,  und  ebenso  vom  \ icreck  und  Dreieck,  die 
sich  natürlich  auch  leicht  besonders  beweisen  lassen. 
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9. 

Es  kann  endlich  noch  die  Frage  aufgeworfen  werden,  wie  man, 
wenn  der  Kegelschnitt  und  der  Pol  oder  die  Polare  gegeben  ist, 
die  Lage  des  Projectionspnnktcs  /' (Tnf,  III.  Fig.  1.)  d.  h.die  Spitze  des 
Kegels  fiudet,  der  dann  die  Eigenschuft  bat,  dass  er  von  der  Ebene 
( E ) in  einem  Kreise  geschnitten  wird,  was  allerdings  zur  Vervoll- 
ständigung dieser  Anwendung  der  Projectioneu  durchaus  nöthig  ist. 

Diese  Aufgabe  ist  jederzeit  bestimmt  uud  nach  dem  früher  über 
Pole  und  Polaren,  Berührungscentra  und  Berükrungsschnen  (besag- 
ten sehr  leicht  zu  lösen,  wenn  man  die  in  (1)  geführte  Unter- 
suchung über  die  Lage  von  o und  t dabei  zu  Hülfe  nimmt.  Indess 
würde  diese  die  Granzen  dieses  Aufsatzes  unnötigerweise  über- 
schreiten, da  ich  ohnediess  diesen  Gegenstand  ausführlich  noch  be- 
sonders behandeln  werde. 


XXXVII. 

Neue  Auflösung  der  cubischen  Gleichungen  von 
- Herrn  J.  Cockle. 

Aus  Cambridge  Mathemntical  Journal  No.  XII.  (Mai,  1841). 

Vol.  II.  p.  2-18.  frei  übersetzt  von 

dem  II  er  ausgeber. 


Jede  cuhische  Gleichung  kann  auf  die  Form 
x’  -+-  ax%  -+-  bx  -f-  c = 0 

gebracht  werden. 

Zuerst  wollen  wir  den  speciellcn  Fall  betrachten , wenn  zwi- 
schen den  Cocflicienten  a,  L,  c die  Gleichnng  3 ac=b'x  Statt  fin- 
det. Bringt  man  in  diesem  Falle  die  Gleichung  anf  die  Form 

— x‘  — «x1  + bx  -1-  c 

und  multiplicirt  auf  beiden  Seiten  mit  3 ah,  so  erhält  man 
— 3flix'  = äs’x’  . b ■+■  3 ax  . i’  -4-  3 aic, 
und  folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  3 (jc=ä*,  also  3a£c==A>  ist, 
— Zabx'  = 3a2x*  . i -f-  Zax  . b*  -+-  b1. 

Addirt  man  jetzt  auf  beiden  Seiten  u'x *,  so  erhält  man 
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s(a’  — 34)^‘,=:«,*,  +3n’^’  . i + 3«a:  . 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Cubikwurzel  aus* 
zieht, 

s 


xVa^Ä*  • 


also 


X — 


- 3 4)  = ax  ■+-  4, 
4 


-34)— a 

Wenn  ferner  die  Gleichung  3ar:rz4*  nicht  Statt  findet,  so 
setze  man  y~t-z  für  x,  wodurch  die  gegebene  Gleichung 

x1  -f-  ax * -+-  bx  -4-  c = 0 
die  folgende  Form  erhalt; 

y’  -+-  (3z  -+-  a)y*  -+-  (3z*  -4-  2az  -4-  4}y  -4-  z*  -4-  az*  -4-  4z  -4-  c = 0, 
oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

A = 3»  -f-  a, 

/?=3z>+2zrz-f.4, 

C=r  z * + az1  -4- 4z -4- c 
gesetzt  wird,  die  Form 

y*  -4-  Ay*  + ByAr  <7=0. 

Soll  nun  diese  letztere  Gleichung  nach  dem  Vorhergehenden  auflös- 
bar sein,  so  ist  erforderlich,  dass  die  Gleichung 

ZAC=  B\ 

d.  i.  die  Gleichung 

3(3z  -4-  a)  (z*  -4-  az’  -4-  4z  -4-c)  = (3z1  -4-2az  +4)’ 

erfüllt  ist,  und  aus  dieser  letztem  Gleichung  muss  also  die  Grösse 
z bestimmt  werden.  Entwickelt  inan  dieselbe  gehörig,  so  findet 
man,  dass  die  z4  und  z1  enthaltenden  Glieder  sich  gegenseitig 
aufbeben,  und  die  Gleichung  duber  eine  Gleichung  des  zweiten 
Grades  ist,  die  man  leicht  uuf  die  Form 

(a*  — 3 4)z*  -4-  (ab  — 9c)z  -4-4*  — 3ac  = 0 


oder 


ab  — 9c 


- -T-a'-U  a*-34 

bringt.  Bestimmt  mau  nun  aus  dieser  Gleichung  z auf  gewöhn- 
liche Weise,  so  erhält  man  nach  dem  Obigen  ferner  y mittelst  der 
Formel 

B 

y=  » — — > 

VA(A'—iB)  — A 

wo  für  A,  B,  C ihre  aus  dem  Obigen  bekannten  Werthe  zu  setzen 
sind,  und  x ergiebt  sich  endlich  mittelst  der  Formel 

B 

x — y- 4-*  = -j H*- 

VA(A'  — iB)  —A 


4’  — Zac 
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Führt  man  tür  A,  B,  C ihre  obigen  Werthe  wirklich  ein,  so  er- 
giebt  sich  mich  leichter  Rechnung  für  .r  der  Ausdruck 

3s1  -4- Uni  -+-  b 

x — x -+-  -j > 

V (»=  — 34)  (3s  -t-  a)  — (3s  -+-  a) 
wo  nach  dem  Obigen  s aus  der  quadratischen  Gleichung 


ab  — 9c 
«5  -~3Ä  * + 


i’  — 3«c 


= 0 


o3  — 3b 

zu  bestimmen  ist.  Den  Ausdruck  von  s kann  man  auch  unter  der 
Form 

(3s  -+-  a)s  -4-  «s  ■+■  b 

x = x-\-~ 

V(a2  — 3b)  (3s  -H  a)  — (Ss  -+-  a) 

darstellen. 

Ist  die  gegebene  cubische  Gleichung  z.  II. 

x'  — ix2  -+■  — 3 = 0, 


so  ist  3flrc  = 36  = A1,  und  folglich  nach  dem  Obigen 

b 6 

x — > i 

k a(a 1 — 3b)  — a W®  + * 

Berücksichtigt  man  nun  jetzt  bloss  den  reellen  Werth  von 

1/8,  nämlich  2,  so  erhält  man  x=l.  Die  beiden  imaginären 

Werthe,  welche  1/8  noch  hot,  würden  für  x noch  zwei  imaginäre 
Werthe  liefern. 

Ist  die  gegebene  cubische  Gleichung  ferner 
x ‘ — 7x*  -+-  I7x  — 14  = 0, 

wo  nicht  3ac  = b2  ist,  so  ist  die  quadratische  Gleichung,  aus  wel- 
cher s bestimmt  werden  muss,  folgende: 


5 

Diese  Gleichung  hat  die  beiden  reellen  Wurzeln  1 und  -jj- . Setzt 
man  s = 1,  so  ergiebt  sich  nach  dem  Obigen 

, 6 

X = 1 ■+-  -j > 

l/8  -4-  4 

und  folglich,  wenn  man  jetzt  wieder  bloss  den  reellen  Werth  2 von 
j/8  berücksichtigt,  x=2.  Die  beiden  imaginären  Werthe,  wel- 
che |/8  noch  haben  kann,  liefern  für  x natürlich  noch  zwei  ima- 
ginäre Werthe.  Dass  man  auch  setzen  könnte,  versteht 

sich  von  selbst;  natürlich  würde  aber  dieser  Werth  von  s zu  den- 
selben Wurzeln  der  gegebenen  cubischen  Gleichung  fuhren  wie  der 
vorhergehende  Werth  von  a. 

Weitere  Betrachtungen  über  den  Fall,  wenn  die  quadratische 
Gleichung,  aus  welcher  die  Grösse  s bestimmt  w’crdcn  muss,  zwei 
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imaginäre  Wurzeln  hat,  überlassen  wir  dem  Leser,  da  dieselben 
keine  Schwierigkeiten  haben,  und  sich  leicht  mit  der  gewöhnlichen 
Theorie  der  Auflösung  der  cubischen  Gleichungen  werden  in  Ver- 
bindung setzen  lassen. 

Wenn  uns  auch  diese  neue  Auflösung  der  cubischen  Gleichun- 
gen des  Herrn  Cocklc  vor  der  bekannten  Auflösung  des  Curda- 
nus keine  wesentlichen  Vorzüge,  zu  haben,  und  die  Theorie  der 
Gleichungen  des  dritten  Grades  durch  dieselbe  nicht  eben  gefördert 
zu  werden  scheint,  so  verdiente  sie  doch  in  dem  Archive  aufbe- 
wabrt  zu  werden. 


XXXVIII. 

Beiträge  zur  Entwickelung  der  Integrale  in 
Reihen. 


Von 

Herrn  N.  W.  Schulze, 

Lehrer  der  Mathematik  su  Rudolstadt 


Es  sei  ein  zu  integrirendes  Differenzial  vorerst  dieses: 


1-t-  x’ 

Man  füge  dein  Nenner  eine  identische  Gleichung  bei, 


nämlich : 


dx 
1 -+-  x 


p — p = 0, 

(1  +p)d-  (p-x) =l(I 


und  entwickele  nach  dem  Jlinomiscben  Satze,  so  dass  p — x iu 
aufsteigenden  Potenzen  fortgebt,  so  ist 

1)  l(l+?)-<p-*)l 

Man  integrire  und  nehme  p als  beständig,  also 

2)  fllirp  + Sfe?  + ] • dx 

_ x , px—ix*  , p2x—px2-y-\x'  , p’x—Zp’.r’-f-px’—jx4 

I -t- p)’"1  (1+P)‘  ( I -+- p)4  *“ 

Es  kommt  nun  darauf  an.  p so  zu  bestimmen,  dass  die  Reibe  schnell 
convergirt;  dies  würde  sich  ergeben,  wenn  man  auf  einnuder  fol- 
gende Glieder,  was  vom  2ten  an  geschehen  durf,  zusammen  = 0 

Theil  I.  17 
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setzte,  den  Wcrtli  fiir  p suchte  und  selbigen  in  das  erste  Glied  und 
etwa  noch  in  die  übrigen  letzteren  substituirte.  [>a  aber  durch  die 
hüheren  Gleichungen  die  Rechnung  unbequem  würde,  so  setze  ich 
bloss  das  2tc  Glied  =0,  nämlich 


px  — ix*  „ , 

-(l+y)»"  = °-  0180  V = 

Setzt  man  in  2)  rechter  Hand  überall  statt  p,  dnnn  gestal- 
tet sich  die  Reibe  so,  dass  dus  4te , Ote,  Sie  u.  s.  w.  Glied  auch 
= 0 sind,  und  wir  bekommen  nach  gehöriger  Abkürzung: 

3)./iTi=lo&  = 


. J -+-  [Const.  = 0| 


also  eine  auf  anderm  Wege  bereits  schon  gefundene  bekannte 
Reibe;  und  ist  die  Uehercinstiinmung  des  Resultats  dieser  Methode 
mit  dem  anderer  für  dieses  Beispiel  nur  ciu  besonderer  Full, 
wie  wir  an  den  folgenden  sehen  werden. 

Ks  sei  das  Differenzial  der  Kreisfläche  gegeben,  so  ist,  nach 
Beifügung  des  obigen  p , 


i/x  \/i.T  — x*  = (/.z\  .rl . (2  — -r)t  =:  [ (2 4~ p)  — (/<  4-^)1* . .zd . <ix\ 


also 

4)  /[(2  4-  p)  — (p  -+-  .z-))! . .zd . ilx 


= fW'  1/2 -t -p 


(p- rl  4-  xl) 

av/J+p 


(p’x J -4-  2 px!  + Jrt)  . , 

«(2+rti/ä^r— 


= ;.z  ! V/2  -hp  — 


(pUri-4-frt) 

21/2-4-p 


(iP,xl  -4-  jpxi  -4-  fgj) 
8(2-4 -P)l/2  + P 


Setzt  inan  wiederum  in  letzterer  Reihe  das  2ie  Glied  = 0,  woraus 
erhalten  wird  p = — f.r,  und  substituirt  diesen  Werth  für  p in 
den  Ausdruck  des  Integruls  4),  so  wird  nach  gehöriger  Abkürzung 
erhalten: 


2-r  y/xls  lO  — 3x 


[1- 

| 35 


i)Jäx\/2x-x'=^ ^75 

.r'1/.r . \/5 


29  ja 


313(1(1— 3x)  <J24|  IU-.1.Z)- ' 


] 


( 10 — S.r)\/ 10 — 3.r 


Für  x = 1 erhält  inan,  wenn  cf  das  Integral  bezeichnet, 

2v5  (uvi  s -nun. 

6)  — (0,028371 4-0, <H)0!XI7()  + 0,(HK)6405)X- 


3x2,23606 

= 0,78881306  - ><  ^236t>6  _ 0 7S539|50 

iX  2, 043(3  1 


•7x2,64575 


Diese  vier  Glieder  sind  demnach  binreichcnd.  um  den  Flächeninhalt 
des  Quadranten  für  deu  Radius  — 1 bis  zur  fünften  Decimulstelle 
genau  zu  geben. 

Fs  sei  ferner  vorgelegt  das  sich  nicht  direct  integriren  las- 
sende Differenzial 


(ix  \/ x 4-  2 l/.r  — dx . .zd  (2  4-  .zd)t, 
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so  ist  Dach  dieser  Methode: 

7)  fdx . [(2  + p)-(p  — __  j/2  + p 

_ CtP-ri  ~ T-^jj  _ — 'p.ri  -t-  ) 

8^--t-/>  8(2-1-p)t/2T7»  ~ 

Wird,  wie  gewöhnlich,  das  zweite  Glied  anoullirt,  so  ergebt  sich 

und  ,(1“rcl’  Substitution  desselben  in  7)  erhält  man,  wenn 
si  das  Integral  bedeutet,  * 

8 M'=i*l>*xk^*+p5 


_ I ! 8 1 . 1/7 

| 6»  (14  + 5^x)  + 231  (14H-5V/X)»  J X + 

Für  x = l erhält  man  die  sehr  schnell  zusammenlaufendc  Reihe: 

9)  .4'=  1 ,318000  - [0,0008350  -+-  0,00002:15)  X 0,60007  x 2 

= 1,318000  — 0,0010421  = 1,316958  .. 

Wenn  die  Entwickelung  von  fdar.ar. l(2  + xl)l  durch  eine  ge- 
wohnliche  Reihe  bewerkstelligt  wird,  so  erhält  man  erst  nach  Ent 
Wickelung  von  8 Gliedern  das  Resultat  1,316967..,  mit  dem  iencs" 
nur  aus  3 Gliedern  entstandet!.;  beinahe  bis  zur  fünften  Stelle 
überrinstimmt. 

Nicht  für  jede  Form  liefert  der  directe  Gebrauch  dieser  Me- 
thode durch  Aunullirung  des  zweiten  Gliedes  eine  schnell  convcr 
girendc  Reihe.  Dies  ist  der  Fall  bei  dieser  Form: 

dx 

1 

Denn  wenn  man  nach  obiger  Vcrfahrungsweisc  ans  selbiger  die 
weiteren  Resultate  zieht,  so  ergiebt  sich,  dass  vom  dritten  Gliede 
an  die  schnelle  Convergenz  nachlässt.  Durch  eine  passende  Um- 
formung wird  aber  selbige  wieder  hergestellt.  Es  sei  daher 

— 1 1—1,1  Jr  , 1 

x=s2“,alsorft=— * tm  .ifc,  daher  j^—==JL;,  *.  d% 

Der  Ausdruck  rechter  Hand  lässt  sich  io  folgende  Brüche  zerlegen: 

«ni  dz  dx  dz 

’ ä"-»  i 4*  - 1 g»i-i-f-~5ü'Zs 

S 2"  .(1+5»)  % 2m  S2»i  a 2 rn 

dx  , dz  , dz 

2m— 1 2m  — 9 • • • • ~ j “ . 

* 4m  s 4iT 

Die  Zahl  der  Glieder  dieser  Reihe  hängt  sonach  von  der  Grösse 
*»  ab,  und  wir  haben 
für  m = I 

..v  dz  dz 


li(l-t-sl)  sl  *t(l-t-sl)i 
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für  m =:  •'! 


13) 


dz dz  dz  ' dz 

xi  (1  -t-  si ) st  Xi  * st  (1  -t-  sl ) 
u.  s.  w. 


Das  letzte  Glied,  allgemein  genommen  wie  in  10),  nach  unserer 
Methode  durch  Beifügung  von  p — p behandelt,  ist 


14  )J**  *”■ 


f(*  +p)  — (p  — *”■))•' 


px 


2m  - 1 2m- 4-1 

X 


am 


_ 2m  z 


•2m  — 1 2/n-t-l 


(**— 1)  (I+p)^  (H-p)’ 

Ixi—l  2xi -1-1  2m+3 


.2  m 


pis 


•2m  — I 


2px  *“  + s *“ 


2«i  -(-  1 


*ü±*.2» 

2»» -4-5 


2 m — 1 


(1  4-  P)1 

2m  -4-1  2m -4- > 

3p»s  ^ _j_  3ps  _ * 
'2m  3 


•2m  ■+■  1 


2*rt-f-5 


(I  -♦-/»>* 

2m  -4-  1 2m  -4-  3 2m  -4-  5 

_ *P‘-  *"  + 6p’s  *"  _ »px  ** 
2/n  — 1 2«i  -1-  I 2«  -t-  3 2m  -f-  5 


p’* 


2m  — 1 

2m 


2m -4-7 
„ 2m 


2//I-4-7 


12m  —1 
P‘S  »- 


(1-HP)‘ 

. 5/> 


2m 


2 m -4-1 
2m 


/ 2//i  — 1 2»i  -f-  I 

(2m  -4-5  2m  -4-  7 

_ top’sj"' 


iiyps 
2 m -4-  3 


2m  -1-9 1 
2m 


. 2m 


3ps 

2m  -+-  7 2/n-f-'J  i 


(l-t-P)‘ 


-H 


2m  — 1 2m  -4- 1 

lp«s  *"*  Cp‘x  im 

2m-4-J  2m  -4-5  j 

, 15p*s  *■  20p*s  *"  l 

| 2m  — 1 2 M -f-  1 

2m  -f  3 

2//<  -f-  5 f 

J 2m  -4-7 

2m -4-9 

2m  -4-11  [ 

I . 15p3x  ** 

6ps  ~m  + 

S 2m  1 

2m  -+-  7 

2//i  9 

2m  -f- 1 1 

2«* 


(1-+-P)’ 

Man  erhalt,  nach  Annullirung  des  zweiten  Gliedes, 

l 


„ — (2m-  l)s" 

2t«  -+-  1 


Diesen  Werth  in  den  vorigen  Ausdruck  (14)  gesetzt  und  zugleich 
durch  2 m dividirt,  ergiebt  sich 
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15)  am-  to.(l+»*)'* 

2m— l «bi  +> 

(2»i  + l)s  *"  t (2m  + I)s  -m 

1 LS 

(2ffl— l)[2m-M  + (2»i— 1)5"1  (2//I-I-3)  [2m-t-l-f-(2»/i  — l)*w) 

im-t-t 

. 16(2m — 3)  (2«i-|-l)s  '■*" 

i j ‘ ' 

(2//i  -t-  3)  (2m  + 5)  |2/»  -f- 1 (2m  — 


Stellt  man  die  Werthe  von  x wieder  her,  und  dividirt  überall, 
wie  zuletzt  geschehen,  durch  int,  so  bekommt  man: 


16)  Are.  [tang  = x]  = x — — x‘ 


~Ta:' 


II 


13 


— (2*»  + 1 ) •**"  X £(2//j  [2m _j_  j (2*,  — l ) a;Jj 

Kl  ' 16  (2m  — 3)  r*  "I 

"*■  (2«H-S)|2m+l-K2m-l)jrl|»  + (2m+3)(2m+5}[2m-t-l-H(2«-l)x1]4  J 

Erstere  Reihe,  welche  die  nämliche  ist  wie  die  sogenannte  I.cib- 
nitzische,  will  ich  die  Grundreihe,  und  letztere,  aus  dem  inroluto- 
rischcn  Intcgraltheile  entstanden,  die  Ergänzungsreihe  nennen. 
Diese  Reihe,  in  welcher  die  Cunstante  = 0 ist,  convcrgirt  für 
X <"  I bis  .r  = 1. 

16*.  Es  kommt  nun  darauf  an,  zu  bestimmen,  wie  viel  man 
Glieder  aus  der  Gruntlrcihe  sowohl  als  aus  der  Ergänzungs- 
reihe mit  einander  verbinden  müsse,  um  für  einen  gewissen 
Werth  von  m das  entsprechende  Resultat  zu  erhalten.  Die  Ergän- 
zungsreibe  gestaltet  sich  so,  dass  sie  in  ihrer  Convergenz  um  so 
Weiler  geht,  je  grösser  m wird  und  für  ein  bestimmtes  m irgendwo 
aufhört,  schnell  zusammenzulaufen. 

Für  m—  1 convergirt  sie  bis  zum  2teu  Gliede,  für  m = 2 bis 
zum  3tcn,  für  m = 3 bis  zum  dien  u,  s.  f.,  wie  man  aus  folgenden 
Beispielen  ersieht,  wenn  nämlich  x—l  genommen  wird. 

Es  sei  nun  m = l,  so  ist  nach  10,  11,  12  u.  i.  aus  der  Grund- 
reihe noch  kein  Glied  zu  nehmen.  Bezeichne  ich  die  aufeinander- 
folgenden Näherungswerlhe  mit  II,  II',  B" ... , so  ist 

17)  B = 3 [0,23000  -+-  0,01250  — 0,00178]  = 0,78 1 216. 

Für  m = 2 hat  man  aus  der  Grundreihe  ein  Glied  zu  nehmen, 
folglich 

18)  B'=  1 — 5 . [0,041666  -+-  0,001 116  0,000062] 

= 1 — 5 X 0,012844  = 0,785  1 780 . . 

Für  m — 3 kommen  auf  die  Grundreihe  2 Glieder,  also-. 

19)  Ä"=l— l-t-7  (0.0166666-4-0,0002829-1-0,00002338-1-0,0000109) 
= 0,6660666  -f-  7 x 0,016960  =s  0,7853  1 87 . . . 
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Für  m — A ist  Obigem  zufolge 

20)  B"  = 1 — y -t-  ~ — 9 X (0,0089286 


-+-  0,0000888  -F-  0,0000085  0,0000030  -4-  0,0000007  -+-  . .) 

= 0,8606667  — 9 X 0,0090297  = 0,78539  | 94  . . 


wenn  nämlich  in  einigen  Gliedern  des  letzteren  Falles  die  8tc  Stelle 
weggelasscn  und  die  He  um  1 grosser  genommen  wird. 

Für  m = 5 ist  ferner 


21)  B""  = 1 — y -f-  — y -+-  1 1 (0,00555556 

+0,00003847 -+-0,00000359-|_0,00000 1 06+0,00000023+0,00000006-4-.. ) 
= 0,723S0952  -f- 11  x 0,00559897  = 0,7853981  | 9 . . 

Bier  ist  die  8te  Stelle  um  1 vergrüssert  und  die  folgende  dafür 
weggelasscn. 

Hier  siebt  man  eine  hinlängliche  Cnnvergcnz  unserer  Reihe, 
und  wie  die  N’ähcrungswerthc  von  B , B\  B" . . . jeder  folgende 
dem  wahren  Werthe,  welcher  den  halben  Quadranten  für  den  Ra- 
dius = 1 ansdriiekt,  mehr  als  um  eine  Stelle  näher  kommt,  und 
dass  der  von  B"''  mit  dem  4ten  Theil  der  Ludolphischeu  Zahl  bis 
zur  7teu  Stelle  genau  iibereiustimmt. 

22)  Nimmt  man  aus  17)  für  B bloss  die  ersten  2 Glieder,  so 
ist  das  Resulat  0,7875000,  also  etwas  genauer  als  obiges  /J=0,7S216.. 

Und  entwickelt  mau  für  B'  (18)  in  der  Ergänzungsreibc  4 Glie- 
der, so  ist  das  4te  5 X 0,000061  also  fast  cheu  nicht  kleiner 
als  das  3te  5 X 0,000062  . . . 

Auf  das  Letztere  (22)  ist  das  (16*)  Gesagte  bezogen. 

(Diese  Beiträge  werden  späterhin  fortgesetzt  werden.) 
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XXXIX. 


Entwickelung  einiger  Formeln  aus  der  Theo- 
rie der  bestimmten  Integrale. 

Von 

Herrn  O.  Schlomilch 

xu  Weimar. 


§ 1. 

Vorerst  müssen  wir  uns  die  bekannte  Formel 

Jjr  = sin  x — 4 sin  2x  -f-  | sin  3x  ...  (1) 

ins  Gedächtniss  zurückrufen.  Die  Reihe  rechts,  welche  offenbar 
immer  convergirt,  gilt  dem  Ausdrucke  links  so  lange  gleich,  als 
x<Ü.n  ist;  an  dieser  Griinzc  selbst  aber  tritt  eine  Unstetigkeit  in 
ihren  Wertbeu  ein,  und  daher  kann  in  diesem  Falle  obige  Gleichung 
nicht  mehr  bestehen. 

Schreiben  wir  n — x für  x,  so  wird  das  allgemeine  Glied 
sin  i»(jt  — x)  = — cos  nn  sin  nx  d.  i.  = =p  sin  hx  jenaebdem 
n gerade  oder  ungerade  ist;  also  aus  (1) 

4(ir  — .r)  = sin  x -+-  sin  2x  -F-  {■  sin  Zx  •+■  . . (2). 

Diese  Gleichung  besteht  umgekehrt  zwar  für  x = n,  aber  nicht 
für  x = 0. 

*•2. 

Nach  diesen  vorläufigen  Erörterungen  beschäftigen  wir  uns 
mit  dem  Ausdrucke 

1 -t-2|cos  x cos  2x~h  cos  Zx  -+-  . . | = 1 2—  cos  nx 

l 

den  wir  kurz  mit  Fx  bezeichnen  wollen.  Von  einer  Summe  dieser 
Reihe  kanu  offenbar  gar  nicht  die  Rede  sein,  da  dieselbe  nicht 
convergirt.  Mau  braucht  z.  B.  nur  X gleich  einem  aliquoten  Theilc 
von  n zu  nehmen,  nm  sofort  zu  einem  Resultate  der  Form 

a — « + o — «+.. 

zu  gelangen. 

Nichtsdestoweniger  ist  aber  doch  der  Ausdruck 
Fx  = 1 -F-  iS  cos  nx  . . (3) 

l 

in  so  fern  von  Werth,  als  derselbe  mit  dx  multiplicirt  und  inte- 
grirt,  eine  convergcnte  Reihe  liefert,  nämlich 
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f Fx  dx  — x-\-2%  — sin  ».r-t-Coust 

* . fl 

Integriren  wir,  um  die  Const.  wegzuschaficii.  zwischen  0 und  c,  so 
kommt 

f()Fx  dx  = c -f-  üS  sin  nc  . . . (4) 

ist  nun  0 und  _;jr,  so  findet  (2)  seine  Anwendung  und  giebt 
sogleich 

JqFjc  dx  — 71. 

Ist  c~^»n  und  <2;r,  so  kann  man  cr=n  h setzen,  wo 

b-'C.it  ist.  Dann  wird  das  allgemeine  Glied  — sin  »(w-f-4) 

1 . 1 , * 

— «T  cos  n7t  • sln  = sin  nb  jenachdcm  n gerade  oder 

ungerade  ist;  also  weil  die  Reihe  mit  st  = l,  ungerade,  anfangt 

f uFx  dx  =ztt  -f-  b — 2^'  - — ^ sin  nb, 

wobei  rechts  die  Formel  (1)  anwendbar  ist  und  giebt 
f ^Fx  dx  = n. 

Also  haben  wir 

j qFx  dx  — jt,  2h  > c >■  0 . . . (5). 

*•  3. 

Wir  wollen  nun  die  beiden  Integrale 

flFx  cos  hx  J'Fx  sin  hx  dx, 

worin  h eine  ganze  Zahl  ist,  betrachten. 

Setzen  wir  für  Fx  seinen  Werth  (3)  und  zerlegen  2 cos  nx 
cos  hx  in  eine  Cosinussumme,  so  ist 


J Fx  cos  hx  dx——ji f\ cos  (//  — »)jr+cos  (4-f-/<).r]  dx 

sin  hx 


|~sin  (h  — »).r 
~ L h-n 


sin  (4  -4-  »kr 
h-i 


1. 


J 


Bemerkt  man.  dass  das  vordere  Glied  dem  Wcrthe  »=0  entspricht, 
so  ist  für  h-^zn  — m 


f Fx  cos  hx  dxz=z~  *'n  mx 


oder  weil  für  negative  m der  Ausdruck  der  nämliche  wie  für  posi- 
tive ist  und  wenn  wir  noch  dos  Glied  worin  h — ti=zm  — 0 ist, 
ausscheiden 

, , sin  Ox  . sin  mx 

Fx  cos  hx  dx  xx  — j-  22:  

0 , m 

d.i.  weil  für  OT  = 0 sich  in  x verwandelt 
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fFx  co  3 hx  dx  = x 4-2l  — 


Nehmen  wir,  um  die  etwaige  Conatante  der  Integration  wegzu- 
schaffen, die  Gränzen  0 und  c , so  wird 


hx  dx  — c -I-  22  — 


/Fx  cos 

o 

d.  i.  wenn  2rr>c>0,  wie  früher  schon 

I yFx  cos  hx  dx  = n,  . . . (6). 

Zerlegen  wir  ähnlich  2sin  hx  cos  hx  in  eine  Sinusaumme,  so  ist 

/■*  . . cqs  ti3C  8p  . 

Fx  sin  hx  dx  = jj H—  / [sin  ( h — »)ar+sin  ( h-\-n)x\dx 

— cos  hx  ^ f~cos  (h  — n)x  co»  (A  -+-  n),r~| 

A 7 L h — n h -\-n  J 

d.  i.  für  hz*zn  = tn, 

/•  ^ +» 

Fx  sin  hx  tlx  = — 


cos  w.c  ..  . —cos  tn.v  . , 

l)a  nun  — — — tur  negative  m,  — — wird,  so  bleibt  bloss 

das  dem  Wcrthe|  h — n — mzzz  0 entsprechende  Glied  übrig;  also 
j'Fx  sin  hx  dx=r—~, 
und  wenn  wir  die  Gränzen  0,  c nehmen 

• , . COS  0c  cos  0 

I urx  sin  fix  axzx.—^ — — — jj- 


cos  0 
: 0 


cos  0 
0 ‘ 


ros  0 


Obgleich  nun  — jp-  = — = ae  ist,  so  wird  doch  unser  Integral  =0, 
da  beide  sc  durch  die  nämliche  Operation  entstanden  sind;  mithin 


J*Fx  sin  hx  dx  = 0 . . . (7). 

§•  4- 

Wendet  man  auf  die  beiden  Formeln  (6)  und  (7)  den  bekann- 
ten Satz  von  den  besimmten  Integralen  an,  dass  für 

u=J1Ax,  h)  dx , g =/.4-^’A-  <1* 

ist,  so  erhält  man  durch  mehrmaliges  Diffcrcnziircn  nach  h,  leicht 
aus  (6) 

sin  hx  Fx  dx  = 0 
1 cos  hx  Fx  dx  s 0 
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und  aus  (7) 


j q-v1  sin  hx  Fx  dx  = Ü 

f °x*  cos  hx  Fx  dx  — 0 
etc. 

J r cos  hx  Fx  dx  = 0 

j'yX*  sin  hx  Fx  dx  = 0 

j^x'  cos  hx  Fx  dx  — 0 
etc. 


Ist  also  so  eine  ganze  Zahl,  so  kann  man  durch  Differenzial- 
quotienteu  der  einen  oder  der  anderen  Gleichung  (t>)  oder  (7)  im- 
mer zu  dem  Ausdrucke 

f r“  cos  hx  Fx  dx  — 0 

gelangen.  I)a  nun  h eine  beliebige  ganze  Zahl  sein  kann,  so  neh- 
men wir  A = 0,  und  erhalten 

f qXm  Fx  dx  = 0 . (8). 


»•  5- 

Wir  können  nun  leicht  ein  sehr  allgemeines  Theorem  beweisen. 
Ilczeichneu  wir  die  successiven  Uiflcrenzialquotienten  von  fx  nach 
x mit  f'x,  f2x,  . . . etc.;  so  ist  bekanntlich  nach  Maclaurin’s 
Satze 

fx  =/(0)  + f /‘ ( 0)  -H  i—ZHO)  + • • • 

also,  weil  /(0),  /‘(0),  /^(O)  . . Constuntcu  sind, 

Ju  Fx  fx  dx  =y(0)  fnFx  & + y 

/*«  Fc  _ 

0 x Fx  dx  — 5-  J 0 x*  Fx  dx -f-  . . 

d,  i.  nach  (5)  und  (8) 

f 'Fx  fx  dx  — Ttf( 0),  27T  ;>  c ;>■  0.  (9). 

Von  diesem  Theoreme  werden  wir  nun  eine  sehr  fruchtbare  Anwen- 
dung machen. 

In  dem  Ausdrucke  (3)  möge  x — u für  x stehen;  multipliciren 
wir  noch  mit  den  Faktoren  fx  dx,  und  integrircu  zwischen  den 
Gräuzeu  0,  rr,  so  wird 

foF(*  ~ «)/*  d%  — f>  *+*f.  fx  cos  «(a — a)dx  (10) 

Für  3 — a = 0 wird  /*=/(0-t-a)  und,  wenn  3 = nr,  ist 
Q — n — a,  wenn  «=0,  ist  0 = — a geworden;  also 
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f**\»  - «)/*  * =/r™  /(© + «)rf© 

= f”-“FQ  /(©  4-  o)ri© -f~aFO  /(O  ■+■  u)d&. 

Nehmen  wir  im  zweiten  Integrale  ©Degativ,  so  ist,  weil  jF( — 0)—FO, 
nnser  Ausdruck 

= f*~aFQ  f(a  4-  0)  d&  + f0“FO  f(a  - 0)  d&. 

Knüpfen  wir  nnn  an  o die  Bedingung,  dass  es  >-0  und  ■<; tc  sei, 
so  ist  auf  jedes  dieser  Integrale  die  Formel  (9)  anwendbar,  uud 

JqF(x  — «)  fz  th  = i r f[a  4-0)4-  n /(«  — 0) 

= 2 Jr/u; 

also  durch  Einführung  dieses  Wertlies  in  (10) 

/“=4/07*  + c«s  «(=-«)  äx.  (11). 

Nehmen  wir  in  (10)  « negativ,  so  wird  links  für  *4-a  = 0, 

f*F\x  4- «)  fx  rix  = J'”+  FQ  f(Q  - a)  dO 

=ff**FO  /(©  - «)  d&  -f“F&  /(0  - «)  <10 

und  wenn  wieder  a>0  und  <jr, 

I oF(x  + a)  ßi  dz  = TT  /(—  a)  — tt  /(  — a)  = 0. 

also 

0=  J Q/x  dz  -f-  2.2  f ü/x  cos  » (i  + s)  rfs 

oder  auch 

0 = ^ 70  fs  7 />  cos  "(3  •+■  “)  *•  (!2). 

Ziehen  wir  (12)  von  (11)  ab  und  beachten,  dass  cos  »(s  — a) 
— cos  n(z  4-  u)  = 2 sin  na  . sin  nx,  so  ist 

/a  = — 2 sin  na  J Qf*  «in  **  A (13) 

und  in  ähnlicher  Weise,  wenn  wir  (12)  zu  (11)  addiren, 

fa  = — / fz  £/a  + — cos  «a  / /i  cos  nz  dz  (H). 

Diess  sind  die  beiden  wichtigen  Formeln , deren  u.  A.  Poisson 
in  seiner  Mechanik  $.  325.  gedenkt. 

2 t'if  2 fn  J 

Setzt  man  — J ^fx  Bin  hz  dz=aH.  — J ^fx  cos  nz  dx—6„, 
und  schreibt  x für  a , so  bat  man 

fx  — -am  sin  nx,  fx=.{b„  4-iV/n  cos  nx 
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so  dass  sieb  mitbio  allgemein  jede  Function  in  eine  Reibe  von  den 
Formen 

a,  sin  .r-f-zi,  sin  2jr  -+-  a,  sin  3ar-+-  . . 
oder  lbu-y-b,  cos  jc-y-b^  cos  2 #-y-b,  cos  3.r-+-  . . 

entwickeln  lässt,  sobald  man  a„  und  £,  jenen  bestimmten  Integra- 
len gleich  nimmt. 


XL. 


Ueber  die  Bedingungen  der  Ungleichheit,  von 
den  Mitteigrüssen  und  von  den  imaginären 
Grössen  °). 


Von 


dem  Herausgeber. 


I. 

Von  den  Bedingungen  der  Ungleichheit. 

§.  I. 

Erklärung.  Oie  Grösse  a ist  der  Grösse  b gleich,  es  ist 
a — b,  wenn  die  Differenz 

a — b 

verschwindet.  Die  Grösse  a ist  grösser  als  die  Grösse  b,  cs  ist 
u l/\  wenn  die  Differenz 

a — b 


•)  Wenn  auch  die  in  dieser  Abhandlung  bewiesenen  Satte  fast  sännst- 
• lieh  nicht  neu  sind,  so  hielten  wir  es  jedoch  für  nöthig,  was  auch  dem 
Zwecke  des  Archivs  ganz  gemäss  ist,  dieselben  einmal  in  einem  geordneten 
Ganten  möglichst  vollständig  zusaimuemustellen.  Eine  solche  Zusammen- 
stellung so  bald  als  möglich  dem  Archive  einzuverleibeu,  war  aber  um  so 
nötbiger,  weil  diese  Sätze  die  vorzüglichste  Grundlage  vieler  Untersuchun- 
gen aus  den  höheren  Theilen  der  Mathematik,  vorzüglich  über  die  Conver- 
genz  und  Divergenz  der  Reihen,  bilden,  welche  in  den  folgenden  Heften 
tuitgetbeilt  werden  sollen.  Ohne  eine  solche  Zusammenstellung,  auf  welche 
nun  im  Folgenden  in  jedem  Falle  verwiesen  werden  kann,  würde  eine  au 
häufige  und  zu  unangenehme  Unterbrechung  der  in  Rede  stehenden,  ztini 
Theil  sehr  schwierigen  Untersuchungen  nöthig  gewesen  sein.  Dies  wird 
sich  schon  im  nächst  folgenden  Hefte,  so  weit  sieb  jetzt  schon  über  dessen 
Inhalt  urtheilen  lässt,  zeigen. 
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positiv  ist  und  nicht  verschwindet.  Die  Grösse  a ist  kleiner  als 
die  GrüsBe  A,  es  ist  a < A,  wenn  die  Differenz  ' 

a — A • 

negativ  ist. 

* 2- 

Lehrtatx.  Wenn 

A,  «,  >-A,,  «r,  > h%,  a,>A 

ilt,  so  ist  auch 

s + «i+Si  + «i  + .-.>A  + A, + A, + A,+... 
Beweis.  Weil  nach  der  Voraussetzung 

a >■  A,  «,  >•  A,,  «r,  >•  A„  «,>A 

ht,  so  verschwindet  nach  §.  1.  keine  der  Differenzen 
s A,  s,  A,,  fl3  A,,  s,  A,j  .... 

und  diese  Differenzen  sind  sämmtlich  positiv.  Also  verschwindet 
offenbar  auch  die  Summe 

(a  — A)  -+-  («,  — A, ) -+-  («,  — A,)  -4-  («,  — A,)  . 

dieser  Differenzen  nicht  und  ist  positiv.  Weil  nun 

(a  — A)  -+-  («,  ' — A,)  -4-  («r,  — A,)  -4-  (<*,  — A,)  -4-  . . . . 

= (*  + «i  + <»i  + «I  + • . ■ ) — (A  + A,  + A,  + i,  + . . . .) 
ist,  so  verschwindet  auch  die  Grösse 
(a  -+-  »,  -4-  «j  -4-  a,  -4-  . . . ) — (A  -4-  A,  -4-  A,  -4-  A,  -4-  . . . ) 

nicht  und  ist  positiv,  woraus  sich  nach  §.  1.  unmittelbar  ergiebt, 
dass 

ff  -+-  ff,  -4-  «i  -4-  «,  -4~  • • • A -4*  A,  A,  -4-  A,  -4-  . . . 
ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

§ 3. 

Zn  tatx.  Wenn 

«<A,  «,-<A,,  a,<Cb„  «,<.&„  .... 

ist,  so  ist  auch 

» + «1  +ff,  + ffi  + .. . < A-4-  A,  + A,  -4-  A,  -4-... 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  offenbar 

b>a,  A,  >»„  A,  A,  >•«,,  .... 
ist,  so  ist  nach  §.  2. 

A -4-  A,  -4-  A,  -4-  A,  -4- . . . > « -+-  -4-  a,  + a,  -4- . . . , 

und  folglich 

o -4-  a,  -4-  a,  -4-  «,  + . . . < A -4-  A,  -4-  A,  -4-  A,  -4- . . . , 
wie  bewiesen  werden  sollte. 
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§•  4. 

Lehr  tat*.  Wenn 

«>£,  0t  >£,,  <*»>&„  ...; 
ct  = /?,  a,  =/?,,  ö3  — 0,=/?,,... 

ist,  so  ist 

«+<>i  + ®)+ffiH-..'  + K + B1+0,+B1+... 

>■  ä -i-  A,  + ä,  -+-//,+. . . 4-  /?  4-  0,  4-  (?,  4-  /?,  -4-  • . . 
Beweis.  Weil  nach  §.  2. 

« + «i  + «t+«i  + .">i  + i,  +^,  + ^,+... 

ist,  so  verschwindet  die  Differenz. 

(ff  4-  «i  -1“  ff,  -t*  «i  4-  • • ■)  — (i  + i,  + i,  + Ä,  +.,.) 

nicht  und  ist  positiv.  Nach  der  Voraussetzung  und  nach  §.  1.  ver- 
schwinden die  Differenzen 

a ßi  “i  —0n  aj  ßu  ff,  ßl>  ••  • - 
sänimtlich,  und  es  verschwindet  folglich  auch  die  Summe 

(“  — ß)  -1-  (“.  —ßi)  4-  («s  — ßt)  + (“,  — ß.)  4- 

dieser  Differenzen,  d.  i.  die  Grösse 

(ei -+- ff  ,-f- «,  + <«,+...)  - (ß + ß,  + /*, H- 
Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Summe  der  Differenzen 
(«  + *i+«i+*i4-i..)  — (i4_i|+ii4-4i+...) 

und 

(“  4-  <*,  4-  <*,  4-  «,  4-  • . .)  — (?  + ^,4-/fj+^i4--.  .), 
d.  i.  die  Grösse 

(«  -+-  «,  4-  ff,  4-  ff,  4-  . . . 4-  <*  4-  4-  «,  4-  “,  4-  • . •) 

— (h  4-  ä,  4-  f>i  4-  h,  4-  . . . 4-  ß 4-  ßi  4-  ßt  4-  ß,  4-  • • •) 
nicht  verschwindet  und  positiv  ist.  Folglich  ist  nach  §.  1. 
ff  4-  «i  4-  ff,  + *,  +•••  + “ + “i  +»,  + »,  4-  . . . 

> l>  4-  ht  4-  h,  4-  Ä,  4-  . • • 4-  ß 4-  ß,  4-  ßt  4-  ß,  4-  . . • , 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  5. 

Zusatz.  Wenn 

» < b,  o,  < «,  < ff,  < £„  . . . ; 

“ ——  & a,  — ß u o,  ==  ff,  = ßj , ... 

ist,  so  ist 

ff  -+-  o,  4-  «,  4-  «,  4"  • • • 4-  “ 4-  o,  4~  ff,  4-  4-  • • • 

< b 4-  h,  -+-  Ä,  4-  h,  -f-  . . . -+-  ß -f-  ß , -1-  ß,  -+-  ß 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung 

l>  > ",  > «i,  > ff,i  >•  ; 

ß = a,  ß,=.  et,,  jS,  = ffa,  ß,=a, 
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ist,  so  ist  nach  §.  4. 

b 4-  b,  4-  bt  4-  f>,  -t-  • • • -+-  ß 4-  ß,  4-  ß*  4-  ß,  4-  • • • 

> a + «i  4-  «j  + a , + • • • + ö + “i  -1-  “i  4-  a i 4-  • . 

und  folglich 

n 4~  a \ 4 «,  4-  »i  . • . + ® 4-  ®i  4 “i  + »,  4 • . • . 
<i44,4il4<,4...4?4|*,4|S,4|SJ4... 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  6. 

J^e/rrsatx.  Wenn 


a > b Und  fr,  b, 

ist,  so  ist 

n — a , b — b,. 

Jteweis.  Weil  nach  der  Voraussetzung 
a > b und  b,  “ a, 

ist,  so  ist  nach  §.  4. 

a4i,  >»  b 4 

Weil  nun 

— a,  — b,  = — a,  — b, 

ist,  so  ist  nach  §.  4. 

«4 - b,  — q,  — b,  >/(4«,  — a,  — b,, 

d.  i. 


a — a , b — b„ 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

§•  7. 

’/jutatz.  Wenn 

a ■<  b und  <»,  b, 

ist,  so  ist 

a — a,  < i — b,. 
Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung 

b >■  a und  b,~^.a, 

ist,  so  ist  nach  §.  6. 

b — b,  ;>  a — a„ 

und  folglich 

fit  — a,  C b — b,, 
wie  bewiesen  werden  sollte. 
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f.  8- 

Lehr  tat».  Wenn 

a = A und  «,  > 6, 

ist,  so  ist 

a — a,  < A — 6,. 

Beweis.  Weil  nach  der  Voraussetzung 
a — b und  A,  < a, 

ist,  so  ist  nach  §.  5. 

o -f- A,  < A + a,. 

Weil  nun 

— «i  — A,  = — 0,-6, 
ist,  so  ist  nach  §.  5. 

«-f-A,  — <7,  — A,  < A -t-  a,  — a,  — A,, 

d.i. 

a — a | < A — Ä, , 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

§■  »■ 

Zusatz.  Wenn 

a = A und  «,  <"  A, 

ist,  so  ist 

’ a — o,  > i — A,._ 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung 
A = a und  A,  «, 

ist,  so  ist  nach  §.  8. 

A — A,  <"  « — 

und  folglich 

ar  — o,  > A— /„ 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

f io. 

Lehrsatz.  Wenn  die  Grössen 

ai  «n  ®n  A,  A,,  A„  ...  A„ 

sämmtlich  positiv  sind,  und 

a ^ ai  ^ ^ A,,  ...  am  ^ AÄ 

ist,  so  ist  auch 

«r»,  «,  . . . ar„  > AA,  b%  ...  bH. 

Beweis.  Nach  der  Voraussetzung  sind  die  Differenzen 
a — b,al—  A„  or,  — A,,  «,  — b,,  ...  . 
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sämmtiich  positiv  und  keine  derselben  verschwindet.  Weil  nun  die 
Grössen 

ai  Äu  • • • s*;  ä,  ■ . . Ä. 

nach  der  Voraussetzung  sämmtiich  positiv  sind,  so  sind  auch  die 
Producte 

(a  «i  o,  «i  . . . on  = «ff,  «,  «,  . . , «.  — i»,  «, 

(«,  — £,)  Äff,  «,...«„  = Äff,  «,  «,  . . . «„  - ÄÄ,  «,  «,  . ..  «nj 

(ff,  — ä,)  ÄÄ,  ff,  ...  ff,  = ÄÄ,  ff,  o,  ...  „m  — ÄÄ,  Ä,  ff,  , 

u.  s.  w. 

— ...Ä„_2ff„  = ÄÄ,  ...Ä„_äff„_,ff„  _ ÄÄ,  ..Ä,_2Ä._1ff.> 
(ff,  — Ä.)  ÄÄ,  Ä,  ..  . Ä„_,  = ÄÄ,  Ä,  . . . Ä_,  ff.  — ÄÄ,  Ä,  Ä,  . . . Ä. 
sämmtiich  positiv.  Weil  die  Grössen 

ff,  ff,,  ff,,  . , . Ä,  Ä,  ä,,  . , , ä. 
sämmtiich  positiv  sind,  und 

« > Ä,  ff,  > Ä,  , ff,  >■  Ä„  . . . ff.  > Ä. 
ist,  so  verschwindet  ofTcnbar  keine  der  Grössen  «,«,,« 
und  auch  die  Differenz  » — Ä verschwindet  nicht.  Also  verschwin- 
det auch  das  erste  der  obigen  Producte,  nämlich  das  Product 

(ff  — Ä)  <r,  ff,  « «„ 

nicht.  Weil  nun  die  obigen  Producte  sämmtiich  positiv  sind  und 
das  erste  nicht  verschwindet,  so  ist  auch  die  Summe  aller  dieser 
Producte,  d.  i.  nach  dem  Obigen  die  Differenz 

ffff,  ff,  ff,  — ÄÄ,  Ä,  Ä,  . . . Ä. 

positiv  und  verschwindet  nicht,  woraus  sich  nach  §.  1.  unmittelbar 
ergiebt,  dass 

ffff,  ff,  ff,  ...  ff.  ^ ÄÄ,  Ä,  Ä,  . , . Ä. 
ist,  wie  bewiesen  werden  solltp. 


§.  11. 

Zutats.  Wenn  die  Grössen 

«,  ff,,  ff,,  . . . ff.;  ä,  Ä,,  Ä,,  . , , Ä. 

sämmtiich  positiv  Bind,  und 

* < Ä,  ff , < Ä,  , ff,  < Ä„  . . . ff„  < Ä„ 

ist,  so  ist 

ffff,  ff,  . . . ff.  < ää,  Ä,  . . . Ä.. 

Dies  ist  eine  unmittelbare  Folge  aus  dem  vorigen  Lehrsätze. 

§•  12. 

Z,e//rsff*s.  Wenn  «>Ä  ist  .und  die  Grösse  » nicht 
verschwindet,  so  .st  na>nb  oder  *„<>Ä,  jenachdem 
n positiv  oder  negativ  ist.  ** 

Beweis.  Weil  nach  der  Voraussetzung  «>Ä  ist  so  ist 
nach  §.  1.  die  Dilferenz  a — b positiv  und  verschwindet  nicht  Ist 
Thrttl.  18 
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nun  dm  nicht  verschwindende  » positiv,  so  ist  offenbar  auch  das 
Product 

, n (a  — 6)  = na  — nb 

positiv  und  verschwindet  nicht;  also  ist  nach  4-  1-  > nb.  Ist 

aber  n negativ,  so  ist  das  Product 

n (a  — b)  = na  — nb 

offenbar  negativ,  und  nach  §.  1.  ist  folglich  na  < nb. 

Anmerkung.  Für  n = 0 wäre  natürlich  na  = nb  = 0. 

§.  13. 

Zusatz.  Wenn  a < b ist  und  die  Grösse  n nicht  ver- 
schwindet, so  ist  na  < nb  oder  na  ;>  nb,  jenachdem  n 
positiv  oder  negativ  ist. 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  A > nr  ist,  so  ist  nach 
dem  vorigen  Paragraphen  nb  > na  oder  d.  i.  na  < nb 

oder  na  ^ nb,  jenuchdem  » positiv  oder  negativ  ist,  nie  bewiesen 
werden  sollte. 

Anmerkung.  Für  n — o wäre  natürlich  na  = nb  = 0. 

§.  14- 

Lehrsatz.  Wenn  a ^>  b ist  und  n nicht  verschwindet, 

, a b . ab.  , , ...  . 

so  ist  — > — oder  — < — , jenachdem  n positiv  oder 

n n n n J 1 

negativ  ist. 

Beweis.  Weil 


und  — mit  n gleichzeitig  positiv  und  negativ  ist,  so  folgt  der  Satz 
unmittelbar  aus  $.  12. 

§ 15. 

Zusatz.  Wenn  a < b ist  und  « nicht  verschwindet, 

so  ist  — oder  — > — > jenachdem  n positiv  oder 

n n n n’  J 1 

negativ  ist. 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  ist.  so  ist  nach 

dem  vorigen  Paragraphen  — > — oder  ~ <1—,  d.  i.  -<  — 

oder  ^->^-,  jenachdem  n positiv  oder  negativ  ist,  wie  bewiesen 
werden  sollte. 

§.  16. 

Lehrsatz.  Wenn  die  Grössen  a,  b;  a,,  b , aämmtlicb 
positiv  sind  und 

a~b,  a,  b, 

ist,  in  dem  Falle  a — b aber  die  Grössen  a,  b nicht  ver- 
schwinden, auch  nicht  a,  = 0 ist,  so  ist 
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Beweis.  Weil  nach  der  Voraussetzung 

4,  >■  a ^ 4 

ist,  so  ist  nach  §.  10.  und  §.  12. 

«4,  >■  <*,4, 


und  folglich  noch  §.  14. 

o//,  a ,b 

äj,~  a,4,’ 

wie  bewiesen  werden  sollte. 


§.  17. 


Xutatx.  Wenn  die  Crossen  a,  4;  ax,  4,  sämmtlich  po- 
sitiv sind  und 


« l>,  «i  > 

ist,  in  dem  Falle  a = 4 aber  die  Grössen  «7,  4 nicht  ver- 
schwinden, auch  nicht  4,  = 0 ist,  so  ist 


Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung 
ist,  so  ist  nach  §.  16. 


wie  bewiesen  werden  sollte. 


f 18. 

Lehrtalx.  Wenn  die  Griissep  a,  4 positiv  sind  und 
a ;>  4 ist,  so  ist  a»  > 4»  oder  «"  < 4",  jenuchdcm  das 
nicht  verseil  windende  » positiv  oder  uegativ  ist 

Beweis.  Weil  die  Griissen  a , 4 positiv  Bind  und  m>b  ist, 
so  ist 


Also  ist  offenbar 


jenachdem  das 
Weil  nun 


(t)"  < 1 oder  (t)*  > *» 

nicht  versebwiudende  » positiv  oder  negativ  ist. 


ist,  so  ist 


(4  \n //^ 

a)  «» 


^-<1  oder  ^>1, 


18* 
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d.  i.  n"  ;>  A*  oder  an  < A"  , jenachdem  das  nicht  verschwindende 
n positiv  oder  negativ  ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Anmerkung.  Für  n = 0 ist  an  = A*  = 1. 

§.  19. 

'Zutat s.  Wenn  die  Grössen  a,  A positiv  sind  und  «t<4 
ist,  so  ist  «z*  < 4"  oder  > 4"  ,■  j e n a c h d e m das  nicht 

verschwindende  n positiv  oder  negativ  ist. 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  A a ist,  so  ist  nach 
dem  vorigen  Paragraphen  0“  > a"  oder  An  < an , d.  i.  «"  < 4" 
oder  n"  >■  A“  , jenarhdem  das  nicht  verschwindende  n positiv  oder 
negativ  ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Anmerkung.  Für  n = 0 ist  «"  = An  = 1. 

§■  20. 

Lehrtatx.  Wenn  a positiv  und  m^>tt  ist,  so  is  t «*■  >«" 
oder«»'<;«’,,jcuackdcm  «J>I  oder  « ■<  1 ist,  die  Grö- 
ssen m und  n mögen  positiv  oder  negativ  sein. 

Beweis.  Weil  nach  der  Voraussetzung  die  Differenz  m — n 
positiv  ist  und  nicht  verschwindet,  so  ist  offenbar 

„rn-  n l 0der  er**—*  < 1, 

jenachdem  a >•  1 oder  a < 1 ist. 

Weil  nun 


ist,  so  ist  auch 


a’n  — n 


fl» 

an 


oder 


d.  i.  am  > a*  oder  am  •<  an  , 

jenachdem  a > 1 oder  a <T  I ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 
Anmerkung.  Für  a = 1 ist  am  = a"  = I. 

§21. 

Ijchrtalz.  Wenn  «lie  beiden  Grössen  a und  b nicht 
einander  gleich  sind,  so  ist  immer 

fl1  b2  "lab. 

f 

Beweis.  Bekanntlich  ist 


+ A 1 — 2<j4  = («  — 4)V 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen  a und  A nicht  ein- 
ander gleich  sind,  so  verschwindet  die  Grösse  («  — 4)3  nicht  und 
ist,  wie  jedes  tfuadrat,  positiv.  Also  verschwindet  die  Differenz 

«’  -f-  A 2 — 2 aA 

nicht  und  ist  positiv.  Folglich  ist  nach  §.  1. 

or1  -+-  4*  > 2 ab, 

i wie  bewiesen  werden  sollte. 

Anmerkung.  Wenn  <z  = 4 ist,  so  ist 

a1  -f-  b%  — 'lab  = (a  — 4)*  = 0, 
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und  folglich 

a2  -+-  b2  = ‘lab, 

§.  22. 

Lehrsatz.  Wenn,  unter  der  Voraussetzung,  dass  n 

grösser  als  d i e B i n h e i t ist,  die  /»Grössen  a,  b,  c , d,  e 

nicht  sämmtlich  uuter  einander  gleich  sind,  und  der 
Kürze  wegen 

S ~ a ■}“  b -f-  c -f-  d — 4-  c . * ■ . • 

und 

* ~ ab  -1—  ac  -f"  ad  -4~  ae  -f*  . • ■ • 

-4-  bc  -+-  bd-\-  b«  - f-  . . . . 

+ crf+  «+.... 

+ de  + • • • • 

gesetzt  wird,  so  ist  immer 

(»  — 1)  Ä*  >2*Z 

Beweis.  Noch  dem  in  §.  21.  bewiesenen  Satze  ist 
«’  + i1  ~~2 ab,  «’  -\rC2~~Zac,  «'  + d2  ~ 2er  r/,  a 2 + f’  ^2tr«,.... 

i‘  + c’“2ic,  ÄJ-4-t/>“2Ät/,  b2-\-e2^Zbe,.... 

c2  -4-  d2  “ 2er/,  c’  -4-  e2  ^ 2cc,  .... 

<P  + e2~.  2 de,.... 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen  a,  b,  Cj  d,  «,.... 
nicht  sämmtlich  uuter  einander  gleich  sind,  so  sind  im  Vorherge- 
henden nach  §.  21.  nicht  überall  die  oberen  Zeichen  zu  nehmen, 
und  man  erhalt  also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  der  Zeichen  ud- 
dirt,  nach  §.  4. 

(»  — 1)  ( a 2 -4-  b2  -4-  c2  -f-  r/1  -f-  e2  -+-....)  > 22’. 

Also  ist,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Grosse  2(*  — 1)2  addirt, 
nach  §.  4.  auch 

(*  — 1)  («'-  -+-  b2  -f-  c2  -4-  r/*  4-  e2  -4-  22)  > 2 «2. 

Nun  ist  aber  bekanntlich 

S2  = a2  -f-  b2  -4-  c2  -4-  d2  -4-  e2  -4-  ....  . 

-4-  -ab  -f-  2ac  -4-  2 ad  -4-  2ac  -4- 

-f-  ‘Zbc  -4-  2 bd  -4-  2 be  -4- 

-4-  2er/  -4-  2er  -4- 

-4-  2 de  -4-  .... . 

d.  1. 

S2  = a2  ■+■  b2  -4-  c2  -4-  d2  -4-  e2  -4-  . . . -4-  22, 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

(/»  — I)  S2  > US, 

wie  bewiesen  werden  sollte. 
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Anmerkung-.  Wenn  die  Grossen  0,  },  c,  (/,  r,  ....  sämmt- 
lich  unter  einender  gleich  sind,  so  ist 

a'  -4- AJ  = 2 ab,  «’  -4-c1  = 2<rc,  o1-4-^,=20i/,  0,-4-e’=2««, .... 

A’  c1  = 24c,  AJ-4-rf,=2A</,  A2-4-e’  = 2Ae, 

c--f-c/’=2cr/,  c’-f-  e’rrr^e,  .... 
, rf,  + e3  = 2«feJ  .... 

und  folglich,  trenn  men  auf  beiden  Seiten  der  Gleichheitszeichen 
sddirt, 

(»  — 1)  (o*  -4-  6*  •+-  e*  -4-  tt1  -+■  e*  -4- . . . •)  = 25. 

Also  ist,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  2(*  — 1)5  nddirt, 

(/»  — 1)  (a1  -+■  b2  -4-  c*  -4-  U2  -4-  e2  . . . -4-  25)  = 2«5. 

Nun  ist  aber  wie  oben 

S2  = «*  -4-  b2  -f-  c‘  -+-  ä2  -4-  e’  H -4-25, 

und  folglich  in  diesem  Falle 

(»  — 1)  S2  = 2*5. 


§.  23. 

£*e/traata.  Wenn  a und  b zwei  ungleiche  positive 
Grössen  sind  und  u eine  die  Einheit  übersteigende  po- 
sitive ganze  Zahl  ist,  so  ist  immer 

na"  -4-  b*  ;>  a"  -4-  «0“—1A. 

Beweis.  Weil 

( «0n  -f-  b*  ) — («"  -4-  ««"-'A)  = «a*— ' («  — b)  — («"  — b*  ), 
und,  wie  mau  leicht  durch  gewöhnliche  Multiplication  findet, 
a*  — b*  = («  — A)  (a*— 1 -4-  a"—*b  -4- ...  -4-  ab*—*  -4-  b*— i) 
ist,  so  ist  * 

(na"  -4-  A")  — (a"  -4-  ««"“'A) 

= (o  — A)  ( fi«w  l — «”_1  — an  ‘b  — ...  — ab*—*  — A"—> ). 

Ist  nun  0>A,  so  ist  offenbar 

na*— 1 > a*— 1 -4-  a"~*b  -4-  ...  -f-  ab*—*  -+-  A”'-1, 
und  eben  so  leicht  erhellet,  dass,  wenn  0-<A  ist,  jederzeit 
*0*~l  «*— 1 a*—*b  -4- ...  -4-  ab*—*  -4-  b*~l 

ist.  Also  buben  die  beiden  Factoren 
des  Products 

(a  — A)  (na*— 1 — 0"— 1 — a*~*b  — ...  — ab*-*  — b*~l) 

jederzeit  gleiche  Vorzeichen,  und  keiner  dieser  beiden  Factoren 
verschwindet.  Daher  ist  dieses  Product,  und  nach  dem  Obigen 
also  auch  die  Differenz 

(«o"  -4-  b*)  — (0"  -4-  na*— *A), 

jederzeit  positiv  und  verschwindet  nicht.  Folglich  ist  nach  §.  1. 
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wie  bewiesen  werden  sollte. 

Anmerkung.  Für  «=1  ist  offenbar 

na"  + 4"=«"+  moh~ *4  = « + 4. 

Kür  « = 4 ist  immer 

aa*  -+-  4"  = o"  -b-  *«"- >4  = (*  + 1)  on.  . 


*•  24. 

Zusatz.  Weil  unter  denselben  Voraussetsungen  wie 
vorher 

na*  -+-  4"  ;>  a”  »«"— *4, 

bn  -f-  nan  *4  = 4"  -f-  naH  *4 
ist,  so  ist  nach  §.  6. 

fla"  -i-  4"  — 4"  — nan~lb  >o"  + na"-~lb  — 4"  — ««»-'4, 

d.  i. 


fia”  — «o*  ’4  |>a"  — 4" 

oder 

Dividirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  dureb  die  positive 
Grösse  a ",  so  erhält  man  nach  §,  14. 


» (1- 


§.  25. 

Lehrsatx.  Wenn  die  Grössen 

fln  a„  ff,,  ff,, ....  ffn 

nicht  sämmtlicb  unter  einander  gleich  sind  und  <*  > 1 
ist,  so  ist  der  absolute  IVerth  der  Summe 

«,  -+- »,  -b-  a,  -+-  at  -+- . . . •+-  «» 
jederzeit  kleiner  als  das  Product 

V/»  . -H«!1  -b-«i*  -b-  ■+*•  • . + ®»1). 

Beweis.  Ohne  alle  Schwierigkeit  erhellet  die  Richtigkeit  der 
Gleichung 

(a,  -b- »,  -b-  ff,  -+-  «4  -+•  • • ■ •+■  «bO* 

+ («,  — -b-{«,  — — ««)*  -+-•  • •••+■  (°i  — *»)‘ 

-b-  («,-«,)*  + («,-«.)’  -b-  («,  - «»)’ 

-b-  (ff,  — <*<)’  -b-  ...  - -b-  (*»j  — ‘»ff)1 


-b-  (»«— 1 — ff'«)* 

= » («,*-+-  <r,’  -+-  a,1  -1-  nr4’  -b-. ..  ■+■«»)*• 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen 
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<*1,  ffj,  ®4J  •'••• 

nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  so  verschwinden  die 
Differenzen  \ 


«1  «11  «1  «.!  «1  « 11  •• 

. . ff, 

— ff»; 

«3  «11  «1  ff«" 

■ •«1 

fl«  5 

ff,  — c4, . . 

...ff, 

” fl«  5 

«n-l  — «» 


nicht  sämmtlich,  und  cs  ist  also 

(«,  + « i + «•  -4-  « 4 -4-  • • • • -4-  ff»)’ 

</i(a,*  + a2*-ha,*  -4- ff,’  -4-...+ «'»’); 

folglich  ist  offenbar  der  absolute  Werth  von 


kleiner  als 

l/*  . \Z(ax%  -f-  «,*  -4-  ff,’  -4-  ff.’  -4-  ...  -4-  «»’), 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Anmerkung.  Wenn  die  Grössen 

a,,  «„  «„  a 4,  . . . . ff« 

sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Be- 
weise des  obigen  Satzes  leicht,  dass  der  absolute  Werth  der 
Summe 

®,  + ®>  + ®i  +*<  + ••••  + a» 

der  Grösse 


[/n  . \ /(«,*  -4-  ff,1 
gleich  ist. 


-4- ff.1  -4- 
§.  26. 


Zutat».  Wenn  die  Grössen 


«i1  -4-  . . • -4- a»1) 


A|>  ^4»  • • • • ^ 

nicht  Bämmtlich  unter  einander  gleich  sind  und  n > 1 
ist,  so  ist  der  absolute  Werth  von 

fl|  ~f~  <*3  Hh  ffi  ~H  g4  • • • * ~H  a» 
n 

kleiner  als  die  Grösse 


-H  «i*  -4-  ff,1  -+-  ff«*  + • • • + «»* 
n 


§•  27. 

Lehnat».  Wenn  n > 1 ist  und  die  Brüche 

fl,  fl,  fl,  flA  An 

a,  * «ra  * a,’  «4  * * * * an 
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nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  so  ist  der 
Werth  der  Summe 

<r,a,  -4-  «,«,  -+-  o,o,  o4a,  -4- . . . •+- " «o« 
immer  kleiner  als  das  Product 
l/(«,  * r|-  *4-  -4*  <z«’  -J-  . . . -4-  <*»’)  . 

l/(a, 1 -4-  a,*  -4-  a,  * -4-  a.1  -4- . . . -f- o«*). 

Beweis.  Weil,  wie  leicht  erhellet, 

(«,«,  -f-  o,u,  -4-  <*,<*,  -4“  o,o,  -f~  . . . 4" 
+(a,a,-aJuiy+(a,a,-aJaI)1-i-(alat-ataiy-i-...+(alan-anaiy 

-i-(a1a,-a,aiy-+-(aJat-a,a,y-i-...-i-(a,a„-a„uty 

+(a,a4-a,a,y+...+(a,aK-a„aty 


■4-(«if— l)  * 

=(«1,-4-«r,,-4-«rJI-H74,-4-...-4-«'B,)(a,J+a3>-t-a,*-Ho4,+...-t-aMJ) 

ist,  und  weil  nach  der  Voraussetzung  die  Bruche 

0|  O,  o,  04  On 

B,’  Oj’  «,’  B,’  ß„ 

nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  die  DilTcrenzen , deren 
Quadrate  in  der  obigen  Gleichung  Vorkommen,  also  nicht  sämmtlich 
verschwinden,  so  ist 

(o.a,-^-  zr,«j  + a,a,  + «4a4  -4- -4-  ana„y 

und  folglich  offenbar  der  absolute  Werth  von 

a,a,  -4-  o,o,  -4-  a,a,  -4-  a4a,  -4-  . . . a„am 

kleiner  als  die  Grösse 

lx  (a,,  + Oj,-l-a1,-4-«f4,  + ...-}-  an*) . 

l/(“i  ’ + «> J + “i  ’ + • -t-  °»’  )> 

wie  behauptet  wurde. 

Anmerkung.  Wenn  die  Brüche  4 

0|  a%  d,  d4  (In 

a4’  ’ " B« 

sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  so  ist,  wie  sich  aus  dem  Be- 
weise des  obigen  Satzes  leicht  ergiebt,  der  absolute  Werth  der 
Summe 

a,a,  a,at-+-  a,a,  -4-  a,aA  -4-  . . . -f-  a„a„ 
jederzeit  dem  Producte 
l/(«i  * + at*  -4-  o,‘  ■+-  at*  -f- . , . -4-  »„’) . 

l/(“j 1 ■+-  “i1  *+•  «.*  -4-  -+•  - • . -4- ««’) 

§.  28. 

Zatatx.  Wenn  m^>1  und  die  Brüche 

o | d,  d|  £4  d« 

„ > _ » _ ? 

«i  ßj  d|  O4  dm 
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nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  so  ist  der 
absolute  Werth  der  Grösse 


«i«i  -4-  +«.»,  + ■ 


i -t-g«a » 


jederzeit  kleiner  als  das  Product 


§.  29. 

Lehrtatx.  Wenn  « „>  1 ist  und  die  positiven  Grössen 

a i»  a\ ) ff«j  • • • . &n 

nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  so  ist  je- 
derzeit 

V «,«,«,04  ...»*<!  ~ > 

v 

oder  das  sogenannte  geometrische  Mittel  zwischen  meh- 
reren positiven  nicht  sämmtlich  unter  einander  gleichen 
Grössen  ist  immer  kleiner  als  das  sogenannte  arithme- 
tische Mittel  zwischen  diesen  Grössen. 

Beweis.  1.  Kür  die  zwei  Grössen  a,  ist,  wie  leicht  er- 
hellet, 

„ „ — /»■+*»)1  ,a,  — a,'* 

g»g*  — ' 2 ^ I o ' ’ 

und  folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen  a,,  a,  un- 
gleich sind, 


<*,«>  <( 


) , 


also 


, «i+«, 


Für  a,  = a,  ist  offenbar 


VBlax  — 


ai  -4-  gs 


2.  Bind  die  vier  Grössen  g, , «, , a, , a,  gegeben,  so  muss 
es  unter  denselben  nach  der  Voraussetzung  wenigstens  zwei  einan- 
der nicht  gleiche  gehen.  Wenn  nun  »,  diese  beiden  einander 
iche 


nicht  gleichen  Grössen  sind,  so  ist  nach  1. 


axa%  C ( 


a » g2\3  — iai 

) 1 aiß4  ‘ 


~)  . 


und  folglich 


< F— 2 • 2 — ) • 


Nach  1.  ist  ober 


Qi  g,  -+-g4  =/«. 
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und  folglich 

<®i  + ai  + a«u  = i*l  + ®i  + ®i  + ®t, , 

' 2 • 2 ' <'  * ’ 

Also  ist  auch  dem  Vorhergehenden 


{ *)* 


oder  _ 

\/_  ~ -f-g,  -f-g»  + a« 

Für  a,  =g,  =g,  = 0,  ist  offenbar 

.V— — «.-t-ga-f-g.-H«. 

V «,«,*,«,= • 

3.  Sind  die  acht  Grössen  g„  g,,  a„  <it,  a,,  «,  ge- 

geben; sn  wird  es  nach  der  Voraussetzung  unter  denselben  immer 
vier  geben,  die  nicht  sämmtlieh  unter  einander  gleich  sind.  Wenn 
nuu  a 3)  «4  diese  vier  Grössen  sind;  so  ist  nach  2. 

®l®l*!®t  ^ l ^ ' ) > g«g«g|ö*  ^ l j ) > 

und  folglich 

_ /«I  -f-®3  -t-®>  -f-®4  *[+®l+aT+®|u 

g,®.®,«4«,®.«>®.<( 4 • 4 ) • 

Nach  1.  ist  aber 

g.-4-g«-»-g.-+-g«  «t+g«-(-gt-l-g,=,g,+g;.-4-g,-fg.+g,-l-g.-H»,+a. 

4 • 4 <l  8 ‘ ’ 

und  folglich 


(! 


— ^g|  -t-  ®,  -f-g|  4-  g«  -f-  g,  +®,  ~t~  gT  ~t~  ®,t| 
<'  8 J * 


Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

®i«a«t»4«|g.®.®i  <(— g 


oder 

8 


V e,«,«,®,»,#,®,»,  <— g • 

Für  <r,  =a,  = 0,  = 04  = o,  =:  0,  = 0,  = 0,  ist  offenbar 

V 0,0,0,04  g.g.g.a,  = -* 2 jj — * 


4.  Wie  man  auf  diese  Art  weiter  geben  kann,  ist  klar,  lieber- 
baupt  ist  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 
2"  =ft  setzen,  , 
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„ a , -»-aj-t-a , -4-0,  H j-o„ 

«o<( -}u 


oder 


l/«, 


'*11 

*“  t“ 

5.  Man  nehme  nun,  welches  offenbar  immer  möglich  ist,  m so 
gross,  dass  2"'  n oder  /u  « ist,  und  setze 

a i ~f~  a,  -4-  fi,  + tf4  + • * « + ffw 

n 

Dann  ist  nach  4. 

«,8,0,0,  . . . an*ft~n 

|-8,+(fl-«)«|/' 


«,0,0,0,  . . . a„Ku-" 

i +«.  H I-«»  — nx-f-/zxv 

i“ 


oder 

d.  i.,  weil 
ist, 

0,0,0,«,  . • . am*“-«  < x/1, 

und  folglich,  wcun  man  auf  beiden  Seiten  mit  xi“~  * dividirt, 
ar,«,«r,o4  . . . a„  < x”, 

d.  i. 


^ |«1  ~T~  »»1  ~T~  «*|  -T-  »*4  ~ T~  . » • -T-  ~ oos*  -r~ 

0|+0,+«,+«,+  ■ • . +«,=  »* 


oder 


,d\  — f-  -+-  n , -f-  fl4  -f-  • . • -f-  fl», 

axa^axaK  ...*«<( )n 


V 8,0,0,«,  . . . «»<  — 


o,  -4- o,  -t- o,  + o. 


wie  bewiesen  werden  sollte. 

Anmerkung.  Wenn  die  Grössen  ar,,  </,,  a,,  a4,,..a„ 
sämmtlich  unter  einander  gleich  sind;  so  ist  offenbar 


V «,8,8,0,  . . . a„  = 


g,  -f-g,  -t-g,  -t-g,  -t 1-8» 

n 


§.  30. 

Zutatx.  Wenn  a und  b zwei  ungleiche  positive 
Grössen  und  m und  n zwei  positive  ganze  Zahlen  sind; 
so  ist  nach  §.  29. 

T^(ä^>~  {b*nyn<’,r+nr  +’'£m+n 

oder 

— ;■  — - nam+n  -4-  mb*+» 
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folglich 

oder 


nam+n  4-  mb"-*-* 
m-i-n 


na"-*-' ' -f-  mb m-*rH  («i  n)anC". 


§.  31. 

Lehrsatz.  Wenn  «,  b zwei  positive  Grössen  sind  und 
<z  5>  b ist)  so  ist  log  « >•  1 o g A oder  log/r-<logA,  jenach- 
dem  die  llasis  des  Systems,  welchem  diese  Logarithmen 
angehören,  grösser  oder  kleiner  als  die  Einheit  ist. 

Beweis.  Bezeichnet  B die  Basis  des  logarithmischen  Systems, 
so  ist 

a = Zf1“*  °,  b=  B lo«  *, 

und  folglich 

— ==  ßlog  a — loj  Z. 

U 


Weil  nun  nach  der  Voraussetzung 


ist;  so  ist  offenbar 

log  a — log  A>  0 oder  log  a — log  A<  0, 

d.  i.  log  a ;> log  b oder  log  ff<log  b,  jcuachdem  B^>  1 oder 
B < 1 ist,  wie  behauptet  wurde. 

§.  32. 

Lehrsatz.  Wenn  a und  b zwei  positive  Grössen  sind 
und  log  « >-  I o g b ist;  so  ist  oder  « < A , jenuch- 

dem  die  Basis  des  Systems,  welchem  die  in  Bede  stehen* 
den  Logarithmen  angeboren,  grösser  oder  kleiner  als 
die  Einheit  ist. 

Beweis.  Wir  wollen  zuerst  annclimcn,  dass  die  Basis  des 
logarithmischen  Systems  grösser  als  die  Einheit  sei.  Wäre  unter 
dieser  Voraussetzung  «<^A,  so  wäre  nach  dem  vorigen  Satze 
log  «<log  A;  wäre  n = A,  so  wäre  log  <r  = log  b.  l)a  Beides 
gegen  die  Voraussetzung  log  er  log  b streitet,  so  kann  weder 
«r<^A,  noch  « = A sein,  und  es  ist  folglich  «>A,  wie  behaup- 
tet wurde. 

Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Basis  des  logarithmi- 
schen Systems  kleiner  als  die  Einheit  sei.  Wäre  unter  dieser  Vor- 
aussetzung a'P-b,  so  wäre  nach  dem  vorigen  Satze  loga<IogA; 
wäre  a = b,  so  wäre  log  «=log  b.  Da  Beides  gegen  die  Vor- 
aussetzung log  »>•  log  A streitet,  so  kann  weder  a^>b,  noch 
« = A sein,  und  es  ist  also  «<A,  wie  behauptet  wurde. 

Hierdurch  ist  unser  Satz  nun  vollständig  bewiesen. 


II. 

Von  den  Mittelgrösscn. 

§.  33. 

Erklärung.  Jede  Grösse,  welche  nicht  kleiner  als  die  klein- 
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ste  und  nicht  grösser  als  die  grösste  unter  mehreren  gegebenen 

Grössen  isr,  a,,  a,,  at, ist,  heisst  eine  Mittelgrösse 

oder  ein  Mittel  zwischen  diesen  Grössen,  und  soll  im  Folgenden 
überhaupt  durch 

M(a,  a„  o„  a„  . . . .) 

bezeichnet  werden. 

Es  erhellet  aus  dieser  DeGnition,  dass  es  zwischen  Grössen, 
die  nicht  sämmtlicb  unter  einander  gleich  sind,  unendlich  viele  ver- 
schiedene Mittelgrössen  geben  kann.  Kind  aber  die  gegebenen 
Grössen  sämmtlich  unter  einander  gleich,  so  kann  man  nur  jede 
dieser  Grössen  selbst  eine  Mittelgrösse  zwischen  allen  nennen. 


§.  34. 

Zt/tats.  Jede  Grösse,  welche  eine  Mittelgrösse  zwi- 
schen zwei  beliebigen  der  Grössen  a,  a,,  aJt  a ,,  a,,  . . . 
ist,  ist  eine  Mittclgrösse  zwischen  allen  diesen  Grössen. 

§.  35. 

Lehnatx.  Wenn  a und  b zwei  beliebige  Grössen  sind; 
so  ist  das  Product 

\a-St(a,b)\  \M(a,b)-b\ , 

wo  M(a , //)  eine  beliebige  Mittelgrösse  zwischen  a und 
b bezeichnet,  jederzeit  positiv,  wenn  man  nur  dieses 
Product  auch  dann,  wenn  es  verschwindet,  als  positiv 
betrachtet. 

' Beweis.  Wenn  «>£  ist,  so  sind  nach  §.  33.  die  Differenzen 
a — li)i  M(a,  b)  — b 
beide  positiv,  und  das  Product 

b) j | M(a,  b)-b\ 

ist  folglich  positiv. 

Wenn  a<Cb  ist,  so  ist  nach  dem  so  eben  Bewiesenen  das 
Prodnct 

| b-M(a,  b)  1 \M(a,  b)  — a\ 

positiv.  Folglich  ist  auch  das  Product 

\« ~M(a,  b) | \M(a,  b)-b\ 

positiv. 

W'eun  a — b ist,  so  verschwinden  die  Differenzen 
a — M(a , b),  M(a,  b)  — b 
beide,  und  das  Prodnct 

I b) | 1 M{a,  b)  — b\ 

ist  folglich,  weil  es  verschwindet,  wieder  positiv. 

§.  30. 

JLe/inatx.  Wenn  das  Product 
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positiv  ist,  so  ist  A jederzeit  eine  M ittel grosse  zwi- 
schen a und  b,  oder  es  ist 

A — M(a,  6). 

Beweis.  Wenn  das  Product 

(*-^J  M— *) 

verschwindet,  so  ist  entweder  A — a oder  A = b,  in  beiden  Fäl- 
len also  A nach  § 33.  eine  Mittelgrosse  zwischen  a und  b.  Wenn 
aber  das  Product 

(a-A)  ( A-b ) 

nicht  verschwindet;  so  verschwindet  keiner  seiner  beiden  Factorcn, 
und  die  beiden  Factoren  buhen,  weil  das  in  Rede  stehende  Product 
nach  der  Voraussetzung  positiv  ist.  gleiche  Vorzeichen.  Ist  also 
a — A 0,  so  ist  auch  A — £ > 0,  oder  es  ist  aZ>A~^z*b,  und 
folglich  A nach  §.  33.  eine  Mittelgrosse  zwischen  a und  b.  Ist 
dagegen  a — -■#■< 0.  so  ist  auch  A — b<^ 0,  oder  cs  ist  a<^A<Zb, 
und  folglich  A nach  §.  33.  wieder  eine  Mittelgrosse  zwischen  a 
und  b.  Im  ersten  Falle  ist  offenbar  im  zweiten  ist  «<4. 

, §.  37. 

L.ehr>at%.  Wenn 

A = M(a,  a, , a„  a„  ...  .) 
ist,  so  ist  für  jedes  positive  oder  negative  q 

qA=M(qa,  qa,,  qa„  qa„  qa, ). 

Beweis.  Die  kleinste  uud  grösste  unter  den  Brossen 
<v,  s,,  ff,,  a |,  ff„  .... 

seien  respective  a und  y\  so  ist  nach  der  Voraussetzung  und  nach 
§.  33. 

A = M(a,  y). 

Folglich  ist  nach  §.  33.  dus  Product 

(“  — 4)(A—  r) 

positiv.  Weil  nun  p*  positiv  ist,  so  ist  auch  das  Product 
q*(a  — A)  (A  — y), 

d.  i.  das  Product 

q(a-.'f)  . q(A  — y ) 

oder  das  Product 

(qa  — qA)  (qA  — qy) 
positiv,  und  folglich  nach  §.  36. 

qA=M(qa,  qy). 

Weil  nun  die  Grössen  qa  und  qy  offenbar  unter  den  Gliedern 
der  Reihe 

qa,  qa,,  qa,,  qa„  qat, 

Vorkommen;  so  ist  nach  $.  34. 
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gA  = JU(ga,  ga„  p«„  ga„  ga„ 
wie  bewiesen  werden  sollte. 


§.  38. 

Lehnalx.  Wenn 

A=:M(a,  ff,,  ff,,  «,,  «., ) 

ist;  so  ist  für  jedes  g mit  Beziehung  der  obern  und  un- 
tero  Zeichen  auf  einander 

A±g  = M(aA=g,  «,  ±p,  o,±f,  «,  dzg, ). 

Beweis.  Die  kleinste  und  grösste  unter  den  Grössen 

tt,  e,i  Sn  . ■ - . • 

seien  respcctive  a und  y;  so  ist  nach  der  Voraussetzung  und  nach 
§.  33. 

A — M(a,  r). 

Also  ist  nach  $.  35.  das  Product 

(a  — A)  (A  — y), 

und  folglich  offenbar  auch  das  Product 

|«±p  — (AA=g)\  \A=hg  — (y±g)\ 
positiv.  Daher  ist  nach  §.  36. 

A A=q  = M(ti  =b  g,  yd=g). 

Weil  nun  die  Grössen  a db  n und  yitp  offenbar  beide  unter  den 
Gliedern  der  Reihe 

ad=g,  ff,  ±p,  «,±p,  ff,  zfc<?,  ff,  =bp,  .... 

Vorkommen;  so  ist  nach  §.  34. 

Ad=g  = M(a±g,  «,  ±<?,  ff,  ±e,  «,  ±e, ). 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  39. 

Lehrsatz.  Wenn  die  Grössen  a,  ff,,  «, , ff,,  «,,  .... 
siiinmtlich  positiv  sind  und 

A=M(a,  a ,,  ff,,  ff,,  ff«,  . . . .) 
ist;  so  ist  fürjedes  g 

AQ  = M(«Q,  ff.e,  «,<?,  a,Q,  ff.e,  ....). 

Beweis.  Die  kleinste  und  grösste  unter  den  Grössen 

ff,  ff,,  ff,,  ff«,  .... 

seien  respective  a und  /;  so  ist  nach  der  Voraussetzung  und  nach 
§.  33. 

A = m(u,  r). 

Ist  nun  A einer  der  beiden  Grössen  a,  y gleich,  so  verschwindet 
das  Product 

(o?  — AS)  (AQ  - yd), 
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und  ist  folglich  positiv.  Ist  aber  A keiner  der  beiden  Grössen 
a,  y gleich,  so  ist 

a < A < y. 

Ist  nun  p positiv,  so  ist,  weil  die  Grössen  a,  y nach  der  Voraus- 
setzung positiv  sind,  und  auch 

A = M(a,  «„  «„  a„  ) 

offenbar  positiv  ist,  nach  §.  19. 

ad<Ad<yd. 

Folglich  sind  die  Differenzen 

ad  — Ad,  Ad — yd 
beide  negativ,  und  das  Product 

(ttf  — Ad)  {AR  — yd) 

ist  folglich  positiv.  Ist  dagegen  p negativ,  so  ist  nach  §.  19. 
ad>Ad>yd, 

und  die  Differenzen 

ad  — Ad,  Ad— yd 

sind  folglich  beide  positiv,  das  Product 

(ad  — Ad)  (Ad  — yd) 

ist  also  wieder  positiv.  Weil  nun  das  Product 
(o?  — Ad)  (Ad  — yd) 
stets  positiv  ist,  so  ist  nach  §.  36. 

Ad  = M(ad,  yd). 

Da  aber  die  Grössen  ad  und  yd  offenbar  unter  den  Gliedern 
der  Reihe 

ad,  a,d,  atd,  a,d,  atd, 

Vorkommen;  so  ist  nach  §.  34. 

Ad  =:  JU(ad,  a,d,  a,d,  a,d,  a,d ), 

wie  behauptet  wurde. 

§.  40. 


Lehrtatx.  Wenn  a,  a,t  a„  a„  a„ beliebige 

Grössen  sind,  p aber  positiv  und 

A = ]U(a,  a„  a„  a„  ) , 

ist;  so  ist  jederzeit 

— p%  p“.,  p«.,  p«., ). 


Beweis.  Die  kleinste  und  grösste  unter  den  Grössen 
a,  ax,  a%,  a„  a4,  «... 
seien  respective  a und  y ; so  ist  nach  §.  33. 

A = M(U,  y). 

Ist  nun  A einer  der  beiden  Grössen  o,  y gleich , so  verschwin- 
det das  Product 

Xbrtl  I,  19 
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(g*—QA)  (gA—gY), 

und  ist  folglich  positiv.  Ist  dagegen  A keiner  der  Grössen  a,  j 
gleich,  so  ist 


u<A<.y. 

Weil  nnn  nach  der  Voraussetzung  g positiv  ist;  so  ist  nach 
§.  20. 


oder 


gtt<gACgY 


e">g^>gY, 

jenachdem  g > I oder  g < 1 ist.  Für  g = 1 wäre 
gn  = gA  = gY. 

In  allen  Fällen  haben  folglich  die  Differenzen 

ga  — gA,  qA  — qY 

gleiche  Vorzeichen,  und  das  Product 

(g«  — gA)  (gJ-gY) 
ist  also  positiv.  Daher  ist  nach  §.  36. 

gA  — JUfga,  qy). 

Weil  aber  die  Grössen  gn  und  gY  unter  den  Gliedern  der  Reihe 
g‘,  g°,,  ga,t  ga,t  ga, 

Vorkommen;  so  ist  nach  §.  34. 

gA  — M(ga,  ga,,  ga,,  ga,,  ga,,  , . ,), 

wie  bewiesen  werden  sollte. 


$.  41. 

Le/irtatx.  Wenn  a,  al}  a„  s„  positive  Grös- 

sen sind  und 

A =s  M(a,  »i , «„  a„  a„  . . . .) 

ist;  so  ist  für  jedes  logarithmische  System 

log  A — M{ log  a,  log  log  a„  log  ). 

Beweis.  Die  kleinste  und  grösste  unter  den  Grössen 

fl,)  ff|J  ®«)  e . • • 

seien  respective  a und  y;  so  ist  nach  der  Voraussetzung  und  nach 
$.  33. 

A=M(«,  y). 

Ist  nun  A einer  der  beiden  Grössen  a,  y gleich;  so  verschwin- 
det das  Product 

(log  a — log  A)  (log  A — log  y), 

und  ist  folglich  positiv.  Ist  dagegen  A keiner  der  beiden  Grössen 
a,  y gleich,  und  folglich 

a<ACr, 

so  haben,  wio  aus  $.  31,  sogleich  hervorgeht,  die  Factoren  des 
Products 
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(log  «—  log  A)  (log  A — log  y) 

jederzeit  gleiche  Vorzeichen,  and  dieses  Product  ist  also  wieder 
positiv.  Folglich  ist  nach  §.  36. 

log  A=zM( log  et,  log  y). 

Weil  aber  die  Grössen  log  a und  log  y offenbar  unter  den  Grössen 

log  a,  log  fl,,  log  fl„  log  log  

Vorkommen;  so  ist  nach  §.  34. 

log  A=zM( log  fl,  log  «,,  log  «„  log  fl„  log  «„ ), 

wie  behauptet  wurde. 

§.  42. 

Lefirtafx.  Wenn  a,  fl,,  er, beliebige,  da- 

gegen b,  b„  b„  b„  ...  . saut  mt  lieh  Grössen  mit  einerlei 
Vorzeichen  sind,  deren  Anzahl  in  beiden  Reiben  die- 
selbe ist;  so  ist  jederzeit 

fl  + fl,  fl,  -t-  fl,  4- « fl_  fl,_  fl,  fl, 

A 4-  A,  -h  A,  -+-  A,  h — A,>  A,>  A, '• 

Beweis.  Wenn  a und  y die  kleinste  und  grösste  unter  den 
Grössen 


a ßj  ßj 

T’  V V A,’ 

sind;  so  sind  die  Differenzen 


a äi  ff, 

X — TT  — “>  I3  — “■  ' — 1 


A, 


’ A, 


und  auch  die  Differenzen 




sämmtlich  positiv.  Da  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen 

A,  A,,  A,,  A, alle  gleiche  Vorzeichen  buben;  so  haben  auch 

die  Producte 

A(f-a),  

%—£),  «.(F-f5,),  «.fr- gl 

und  folglich  auch  die  diesen  Productcn  gleichen  Differenzen 

fl  — ab,  «,  — «A,,  fl,  — ab,,  fl,  — ab, 

yb  — fl,  yA,  —fl,,  yA,—  «„  yA,— «„ 

sämmtlich  gleiche  Vorzeichen.  Also  haben  auch  die  Summen 
fl-f-n,  + «,  + «,  + ....  — A,  -I-  A,  -+-  A,  -+- ....), 

y(A-+-  Al  -P-  A,  4-  A,  -f- ) — (a-f-a,  4-a,  -f-o,  -+- . . . .), 

und  folglich  adch  die  Quotienten 


a -4-  ff,  -f-  a,  -f-  aa  -f-  . . • . ___  + 

19* 
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oder 


_ a -\-a  ,+o,  + a,  -f-  . ■ ■ ■ a-t-a,  -t-a,  -+-  a,  -f- 
* “t“  *1  *t-  4a  -t-  4,  * b b i + A,  + 4,  -f- 

gleiche  Vorzeichen.  Daher  ist  das  Product 

/ ig  + gi+gi  + *i 

l b-t-bl-i-b2  -+-4.H ' l4-f-41-4-4J-»-41.+- 

positiv,  und  folglich  nach  §.  36. 


a-f-  «,  +a, -f-it,  H 

b -f-  Aj  -f-  + .... 

Also  ist  nach  §.  34.  auch 


.v(o,  r). 


a-4-«i-t-a,  -t-a,H „,a  a,  a,  a, 

4+4,-+-*,-+-*,-»-.;. — "(4>  a,*  v v 

wie  bewiesen  werden  sollte. 


r 

r) 


§.  43. 

Zusatz.  Setzt  man  im  vorigen  Satze  4=A1=4,=:Äl=:...r=:  1, 
und  bezeichnet  die  Anzahl  der  in  jeder  der  beideu  Reihen  a, 

«„  a,,  ....  und  b,  bt,  b„  b,,  . . . . enthaltenen  Glieder  durch  Mt 
so  ergicht  sich  aus  dem  vorigen  Satze  die  Gleichung 


-a,  -t-e, 
« 


— = M(a , <r„  a,,  e,, ), 


wo  a,  »„  ff,,  a,,  ....  ganz  beliebige  Grössen  bezeichnen. 
Hieraus  sieht  man,  dass  das  orithmetische  Mittel 


g 4-  4~  ~f~ 

n 

zwischen  den  n beliebigen  Grössen  a,  a,,  io  der  That 

jederzeit  eine  Mittelgrösse  zwischen  diesen  Grössen  ist. 

§•  44. 

Zusatz.  Sind  die  Brüche 


a a,  e,  a, 

b * v i,’  v 

sämmtlich  unter  einander  gleich,  so  fallt  jede  Miltelgrösse  zwischen 
ihnen  mit  ihnen  selbst  zusammen,  und  cs  ist  folglich  nach  §.  42. 
unter  dieser  Voraussetung 

g-f-a,  4-a,  + a,H jB  a,  a, a, 

4 4,  b3  . • . • b A,  bt  4, 

§.  45. 

Zusatz.  Sind  p,  p,,  p2,  pt, . . . . beliebige  Grössen  mit  einer- 
lei Vorzeichen;  so  haben,  da  auch  die  Grössen  b,  b ,,  4,,  4,,.... 
gleiche  Vorzeichen  haben,  auch  die  Produkte 

*0.  ^iPi.  *.0>.  *.0., 

sämmtlich  einerlei  Vorzeichen,  und  es  ist  folglich  nach  §.  42. 

ap-t-  Bip,  H-a.p.  -4-a,p,  -| a£  ^p,  a,p,  Bj£, 

4p4-4,p,  -+-4,p, -t-4,p,  -t-....  '4p1  4,p,’  i.p,’  4,p,' 
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d.  i. 


«e-t-p.e.  -h  «iPi -4- a.e.  h 

Für  b = bx  = b,  — A,  — . . . . = 

ge+«igi +°»e»  + «»e.  -t — 

P -t-  gi  ■+■  ga  •+■  Pi  -+•■••• 


1 ist  also 


- = M(a,  a„ 


V 


£« 

V 


■)■ 


atf  ■ • ■ ■) 


oder  ’ 

«g  -+-  «ig.  + «i gi  •+•  «.g.  + 

= (g  ■+•  gl  ■+-  Pa  + g«  ■+*  ■ • - ■)  ^(«>  ai>  «a>  ®I>  • •••)• 

In  dieser  Gleichung  ist  der  folgende  Satz  enthalten: 

Wenn  a,  a„  a„  a„  . . . . beliebige,  dagegen  p,  f„  p„ 

Grössen  mit  einerlei  Vorzeichen  sind;  so  wird 

das  Aggregat 

«P  -+-  0,0,  -+-  0,p,  -+-  «,P,  -+-  . • . . 
erhalten,  wenn  man  das  Aggregat 

g-+-g,+g,  -hg,  + 

mit  einer  gewissen  Mittelgrösse  zwischen  den  Grössen 
o,  o,,  o,,  ....  multiplicirt. 


§.  46- 

Lehr$at%.  Seien  o,  a„  o,,  und  b,  blt  b„  b,,  ... . 

zwei  Reihen  positiver  Grössen,  und  in  jeder  dieser  bei- 
den Reihen  sei  die  Anzahl  der  Glieder  dieselbe;  so  ist 


Beweis. 


und 


t i_  j_  i_  . i_ 

o,4‘,  a,l‘,  o,*«, 

Die  Logarithmen  der  Grössen 

l 

(00,0,0,  . . . 


sind  respective 

log  o-4-log  o,  -Flog  o,  -f-log  0,-1 


und 


log  a log  o,  log  o,  log  o, 

6 • ’ b,  ’ b,  » 

und  nach  §.  42.  ist 

log  o +-  log  o,  -h  log  o,  -t-  log  o,  

i b%  -+-  bt  -4-  .... 

_ .->>g  a 1°S  «i  l»g  ».  log  o,  . 

i ’ A,  ’ A,  > A,  > »* 

Gebt  man  nun  von  den  Logarithmen  zu  den  entsprechenden  Zahlen 
Uber,  welches  nach  §.  40.  offenbar  verstattet  ist;  so  erhält  man 
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i 

(aa, rr, a,  . . . 

wie  bewiesen  werden  sollte. 


M{ab,  «,*,  at\  s,1. ), 


§.  47. 

Zusatz.  Für  b = 6,  = ÄS  = d,  = ■ • . = 1 erhält  man,  wenn 
die  Anzahl  dieser  Grössen  und  also  auch  der  Grössen  a,  alt 
a,,  ... . durch  n bezeichnet  wird, 


l/oa.a,« — M(a,  a,, 


)■ 


Die  Grösse  1/ arr  . . . . nennt  m«n  bekanntlich  das  geo- 

metrische Mittel  zwischen  den  » positiven  Grössen  a,  a„  a,,  s„  ...., 
und  aus  dein  Vorhergehenden  erhellet  ulso,  dass  das  geometrische 
Mittel  zwischen  beliebigen  positiven  Grössen  in  der  That  eine  Mit- 
telgrösse zwischen  diesen  Grössen  ist. 


§.  48. 

Zusatz.  Wenn  die  Grössen 


sämmtlich  unter  einander  gleich  sind;  so  ist,  wie  sieb  aus  §.  4<S. 
unmittelbar  ergiebt, 

! I i 1 i 

(aa^a^a, )*+*.+•*, +M a 4 = a,*>  = «,G  = «/.  = 


§.  49. 

Lehrtatx.  Wenn  die  Brüche 


ft  ft  | O 2 (t  j 

U'  v Tj  v 

alle  einander  gleich  sind;  so  ist 

— *±2  = (_  ^l'+Si’+Oi1  +S|’ 

b b . ^ b‘  + v -h  ^r+i7 


indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  je- 
nuebdem  die  in  Bede  stehenden  Bruche  sämmtlich  posi- 
tiv oder  sämmtlich  negativ  sind. 

Beweis.  Nach  der  Voraussetzung  ist 


und  folglich  Dach  $.  44. 

2^  _ a:Lz Oj* a1  -ha,1  -ha,1 -ha,’  -h 

**  V V V ’ 


woraus  der  zu  beweisende  Satz  unmittelbar  durch  Ausziehung  der 
Quadratwurzel  auf  beiden  Seiten  folgt. 
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111. 

Von  den  imaginären  Grössen. 


§.  50. 

Erklärung.  Den  Modulus  der  imaginären  Grösse  a-+-|Sl/ — 1, 
wo  u und  ß beliebige  reelle  Grössen  sind,  nennt  man  die  Grösse 

l/«»  + /S’=(a’- f- /?»)», 

die  Uuadratwurzel  stets  positiv  genommen. 

Zwei  imaginäre  Grössen 

a + ßV^X,  y-f-dl/HT 

heissen  einander  gleich,  wenn  sowohl  die  beiden  reellen  Tlieile 
a,  y,  als  auch  die  beiden  ebenfalls  reellen  Factoren  ß,  d von  V'  — 1 
einander  gleich  sind,  d.  h.  wenn  az=y  and  /?=<?  ist. 

Zwei  imaginäre  Grössen  von  der  Form 

a -+-  jSl/— -7,  a — ßl/—T 

heissen  conjugirte  imaginäre  Grössen. 

Sowohl  einander  gleiche,  als  auch  conjugirte  imaginäre  Grössen 
haben  offenbar  gleiche  Moduli. 


§.  51. 

1.  Die  Summe  der  imaginären  Grössen 

a •+•  ßV — i,  a,  ß,\/ — I,  Oj  + /?jl/ — 1»  <*i  -i-ß,^ — 1, . .. 

ist 

<*+  «i  “F  Oj  •+•  «i  •+■  • ■ • ■+■  (ß-h  ßi  ■+•  ß*  *+*  ßt  -4-  ■ . ■ 1. 

2.  Die  Differenz  der  imaginären  Grössen 

a -+-  ßl^—1,  y -+■  dl/^T 

ist 

u — y~h(ß  — djl/—  I. 

3.  Das  Product  der  imaginären  Grössen 

a -f-  ßV  — I,  y -+-  dl/  — 1 

ist 

uy  — ß3+  (ad  -+-  ßy)  V — 1. 

4.  Setzt  man 


= p-h  qV—  T, 


so  muss 

a -+-  ßi^\  =(y-t-  dl/—  1)  (p  -+-  qV — 1), 
d.  i.  nach  3. 


o ßV  — \ = yp-iq-h  (dp  -+-  yq)  1/ — 1, 

und  folglich  nach  %.  50. 
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a = Yp  — äq,ßz=öp-\-Y9 

sein.  Bestimmt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ;>  und  q,  su 
erhält  man 

ay-i-fitt ßy  — a<t 

p~"y* +d»>  9 — 
und  folglich  nach  dem  Obigen 

“-H1^ 1 <*y+ß<l  . ßy  — «<f  . 

y + äV—  1 y’-t-d*  y*  + <P  K *• 

Für  d = 0 ergiebt  sich  hieraus 

•±*£Ei i = ÜL  -f-i  l/H-! 

y y y 

5.  Nach  3.  ist 

(“  "+*  ß V—  *)  (*  •+■  P V—  1)  = ai  — ßfi  -+-  (afi  /SA)  l/— T, 
(y  ■+•  d V/—  1)  (A  -4-  y*  \S—  I ) = yl  — d/s ,+-  (yp  di)  )/_  i, 
und  folglich 

(g-^/il/ZTl)  __  gj  — ßp  + (gp  + ßX\VZn 

(y  + d'/— X)  (i  -t-  /*  Vx — l)  yi  — tfp-h  (yp  di)  V/ — j 

Also  ist  nach  4. 

(g-mV^TT)  (i-t-/it/_  1)  _ (gj—  ßp)(yi  — dp)  + („p+ßl)  (yp-j-dl) 

(y-h<f\S—i)  (i-t-/»b/— i)  (yi  — d//)* 

(au-H/li)  (yl  — dp)  — (al~ßp)  (yu  di)  ./ - 

(yi  — d/O’-Myg-d-di)*  ^ *’ 

oder,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet, 

— 1)  + — 1)  ny- \-ßi  ßy  — gd  . y — — 

(y+<rlS- 1)  (i+^l/^Tj  — r’-x-d*  y’-+-d»  *• 

Weil  nun  nach  4. 

« + ß\S~l  ay  + ßd  ßy  — ad  

y^.iV- 1 y»-+-d»  y*  + d>  1 

ist,  so  ist 

g + ffVCTi  _ (a  + ß V~ [)  (i-^^y/iri) 

y-t-dV'-l  (y-HdV/ZTi) 

d.  h.  der  Bruch 

« + ß \/~i 

y -t-  d 1/ — i 

bleibt  unverändert,  wenn  man  seinen  Zähler  und  seinen  Nenner 
mit  derselben  Grösse  multiplicirt. 

Also  ist  auch  ' 

a-t-  ß ^-1  __  («  -X-  l ^~)  (y-d  V~) 

y -t-  d v'—  1 (y  -t-  dV/_  I)  (y  _ jl/ZTi)’  1 

_ (*  -+-  ß W"~)  (a  - d K~) 
y + dVCTj  (y  dl/—  1)  (a  — ß l/lff)5 


i^n 
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d.  i.  nach  3. 

g-+- A^  — 1 \/  — 1)  (y  — ß\/  — 1) ay-j-ßd  — (aj — ßy)  1/  — 1 

y + ßV  ~i—  y’-TÄ5  — y'  + d' 

a-t-ß^—  1 «*  -4-  ß* g*  - f-  /?» 

— 1 (y+(t^ — 1)  (o — ßV* — 1)  ay-hßj-h  (ad — ßy)  V*  — 1 

6.  Weil  nach  4. 

“ -+-  ß al-t-ßfi  ßX  — a/i.  y r 

l+f.  — k'-t- /**''- k'+n'  ^ ’ 

y-\-dV—\ yX  -t-  d/i  dX  — yfi  ./— r 

i + ,i  ~ V + H'  + A>  -+-/**  ^ 

ist,  so  ist 

(«  -h  ß V—  I)  : (X  -H  n \/ — I) aX  + flu  -+.  (ßX  — gfi)  \/—  1 

(y  -t-  <f  IJ  : (A  -+.  fi  V/—  1)  yl  -+-  dfi  + (dl  — }7«)  1* 

und  folglich  nach  4. 

i*  + ßV'—  \) : {X fiV'—  )) (aX  -+-  ßfi)  (yX  -f-  du)-f-(ßX-afi)  (dX  —y/i) 

(y-j-rfV/_  l):(X-t-tiV>~)  (yX  ■+■  d/u)*  (ctt  — yn)% 

(ßX  — nfi)  (yX  -f-  d/i)  — (aX  -+-  ßu)  (<tX  — yfi)  i/~T 
(yX  -+-  dfi)x  -J-  (dl  — y/i)*  V ’ 

oder,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  lindet, 

0 = {X  + fi\/-  |) ay  -+-  ß<r  ßy  — aß  ./~y 

(y  ■+■  <f  \S—  f) : (X fl  v/^T) — r * **  r * -+-  ^ K 

Weil  nun  nach  4. 

g+A'^— i «y_±  Af  . — gtf  i/m 

y +.  d l/ZTi  — y*  -t-  d*  ■+*  y*  -+-  d»  ^ 

ist,  so  ist 

g + A (g  -4- A V^T) : q-HM 

y -h  <?  V — 1 (y-HdV/_l):(i-t-  uV/_l)’ 

und  der  Bruch 

g + A^^l 

y-t-d v/—  i 

wird  also  nicht  geändert,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  durch 
dieselbe  Grösse  drvidirt, 

§.  52. 

Lehrtatx.  Jede  imaginäre  Grösse  adbß  V=i  kann, 
wenn  der  Modulus  derselben  der  Kurze  wegen  durch  e 
bezeichnet  wird,  auf  die  Form 

Q (cos  <f  =fc  sin  y V'  — 1) 

gebracht  werden,  wo  die  oberen  und  unteren  Zeichen 
sich  auf  einander  beziehen. 
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Beweis.  Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  müssen  wir  zeigen, 
dass  sieb  die  Grössen  p und  <p  so  bestimmen  lassen,  dass  dsr 
Gleichung 

a ± ß V/ — 1 = Q (cos  <p  ± sin  <p  1/ — 1) 
genügt  wird , und  dass  bei  dieser  Bestimmung  q den  Wertb  des 
Modulus  l/«’  -+-  ß*  erhält.  Der  obigen  Gleichung  wird  aber  zu- 
folge §.  50.  genügt,  wenn  man  die  Grössen  Q uud  <f  so  bestimmt, 
dass  sie  den  beiden  Gleichungen 

q cos  9>  ~ a,  q sin  <p  = ß 

zugleich  genügen.  Quadrirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Glei- 
chungen, und  addirt  sie  dann  zu  einunder,  so  erhält  man 

p*=a,-|-  jS>,  e = l/a>  -hß*> 

wo  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  werden  muss,  da  p den 
Werth  des  Modulus  der  gegebenen  imaginären  Grösse  haben  soll. 
Ilividirt  man  mit  der  ersten  der  beiden  obigen  Gleichungen  in  die 
zweite,  so  erhält  man 

tang  9 — 


a 

und  folglich,  wenn  wir  durch  Arctang  — den  der  goniometrischen 

ß 

Tangente  — entsprechenden  Bogen  bezeichnen,  welcher  den  klein- 
sten absoluten  Werth  hat, 

cp  = Arctang  -^--4 - xix, 

wo  x eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  über  die  nun  die  folgende  Be- 
stimmung gegeben  werden  muss. 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt 

o a 

cos  5P  = ( — 1)*  . cos  Arctang  — , sin  <p  = ( — 1)*  . sin  Arctang  — . 

ß ß 

Da  nun  Arctang  — den  der  goniometrischen  Tangente  — 

entsprechenden  Bogen  bezeichnet,  welcher  den  kleinsten  absoluten 

• ß ß 

Werth  hat,  so  ist  cos  Arctang  ~ immer  positiv,  sin  Arctung  — 

dagegen  ist  positiv  oder  negativ,  jenaebdem  — positiv  oder  nega- 
tiv ist.  Also  ist 


cos  Arctang  ^ = - - 1 sin  Arctang  -£■  — 


l/.-Hf)""' 

die  Quadratwurzel  positiv  genommen,  und  folglich 
cos  Arctang  | = ± Arctang  £ = 
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dus  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jeuaclidem  a positiv 
oder  negativ  ist,  woraus  sich  ferner  unmittelbar  ergiebt,  dass  immer 

cos  Arctang  — = zb  , y— — =r-,  sin  Arctang  — — zb , — r, 

und  folglich 

d d 

q cos  Arctang  ~ = zb  a,  p giu  Arctang  = zb  0 

ist,  wenn  man  nur  immer  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt, 
jenachdem  u positiv  oder  negativ  ist.  Folglich  ist  nach  dem 
Obigen 

p cos  y = zb  ( — 1)*  . a,  p sin  y = dz  ( — 1)*  . ß. 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem  a 
positiv  oder  negativ  ist.  Nimmt  man  nun  aber  die  ganze  Zahl  x 
gerade  oder  ungerade,  jenachdem  « positiv  oder  negativ  ist,  so 
ist  jederzeit 

p cos  y — a,  q sin  y = ß, 

wie  es  dem  Obigen  zufolge  erforderlicii  ist. 

Also  ist 

y>  = Arctang  + xix, 

wenn  man  nur  die  an  sich  übrigens  ganz  willkührliche  ganze  Zahl 
x gerade  oder  ungerade  nimmt,  jenachdem  a positiv  oder  negativ 
ist,  wodurch  nun  sowohl  p,  als  auch  y,  vollkommen  bestimmt,  und 
unser  Satz  mit  aller  Strenge  bewiesen  ist. 

§.  53. 

Lefirtatx.  Das  Product  der  imaginären  Grössen 

cosy  ± sin  yl/  — l,cosy,  zbsiny,  l/=T,  cosy, zbsiny,  1/ — 1, 

wo  y,  y,,.y,,  y„  ....  ganz  beliebige  Bogen  oder  Winkel 
bezeichnen,  ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren 
Zeichen  auf  einauder 

cos  (y  y,  -+-  y,  + . . . .)  db  sin  (y  -+•  g>,  -1-  y,  -f-  . . . .)  \/YZ Y. 
Beweis.  Nach  §.  51.  3.  ist 

(cos  y zb  sio  y 1/ — 1)  (cos  y,  zb  bin  go , 1/ — 1) 

= cos  y cos  y,  — sin  y sin  gp , 
zb  (sin  g p cos  y,  -4-  cos  y sin  y,)  V — (, 
d.  i.  nach  bekannten  goniometrisebea  Formeln 

(cos  y db  sin  y V/  — 1)  (cns  y , zb  sin  y , \/ — l) 

, = cos  (y  -f-  y,)  db  sin  (y  -4-y,)  V' — 1. 

Also  ist 

(cosy  zbsiny  \/  — 1)  (cosy , zbsiny,  \/  — 1)  (cosy,  db  sin  y,  v=?l 
= |cos  (y  -4-y,)  db  sin  (y  -J-  y,)  V — 1 j (cos  y,  zb  sin  y,  \/  — 1) 
= cos  (y  -4-  y,  -+-  y,)  dt  sin  (y  4-  y,  -4-  y.)  V — 1, 
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und  folglich 

(cos  y drsin  y 1/ — 1)  (cos  9,  rfcsin  y , V — 1)  (cos  y,  ± sin  9p,  1/ — Ij 

(cos  y,  db  sio  y,  v-—\) 

= |cos(y-f-y1+y1)±sin(y-f-y,d-yJ)l/—  1J  (cosy,  zfcsiny,  l/— 1) 

= cos(y-4-y,  -f-y,  H-y,)±sin(y-f-y,  -f-y,  d-y.)  V^T. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  und  die  allge- 
meine Gültigkeit  unsers  Satzes  liegt  mit  völliger  Deutlichkeit  vor 
Augen. 

§.  M. 

Lehnatx.  Kür  jedes  positive  oder  negative  ganze 
n ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander 

(cos  y ± sin  y 1/ — 1)*  = cos  »y  zfc  sin  _ny  1/ — 1. 

Beweis.  Wenn  n eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ergieht 
sich  aus  §.  53.  auf  der  Stelle,  wenn  man  dort  y = y,  =y,  =y, 
setzt,  und  sich  die  Reihe  y,  y,,  ys,  y, , ....  aus  n Gliedern  be- 
stehend denkt, 

(cos  y =fc  siny  \/ — 1)"  = cos  i*y  d=  sin  ny  V' — 1. 

Wenn  ferner  n eine  negative  ganze  Zahl  ist,  so  setze  mau 


(cos  y ± sin  y V — 1)»  : 


(cosyisinyV/ — l)~ "* 

Weil  nun  — » eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  nach  dem  so 
eben  Bewiesenen 

(cos  y d=  sin  y 1/  — 1)—"  = cos  ( — ny)  ± sin  ( — ny)  1/  — 1. 
Nach  bekannten  goniometrischen  Sätzen  ist  aber 

cos  ( — ny)  = cos  ny,  sin  ( — ny)  ==  — sin  ny , 
und  folglich 

(cos  y ± sin  y 1/  — I )— " = cos  ny sin  ny  l/—  1 5 - 

also 

(cos  y =fc  sin  y 1/ — 1)"  = : ; . 

cos  ny  qp  sin  ny  — 1 

Weil  nun  nach  §.  51.  5. 

1 cos  ny  ± sin  ny  — 1 

cos  »yy  sin  nyV^ITi  cos  ny*  -+-  sin  ny1 

d.  i.  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 

: = cos  ny  =t  sin  ny  1/  — 1 


cos  ny  sin  ny  w — 


ist,  so  ist 

(cos  y dbsin  y 1/ — 1)"  = cosny  dbsio  y l/—  1, 
und  unser  .Satz  ist  also  jetzt  vollständig  bewiesen. 
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§.  55. 

Zrutatx.  Wenn  m und  n positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  sind,  so  ist  immer 

(cos  ”yd=  sin-^yl/  — 1)"  = (cos  y rb  sin  y 1/ — 1)"*. 

Nach  §.  54.  ist  nämlich 

(cos  ^ y d=  sin  ” y 1/ — 1)*  = cos  #»y  ± sin  «y  \/ — 1 

and 

(cos  y ± sin  y 1/  — 1)"  ,=  cos  m<p  ± sin  m<p  V'  — 1, 
woraus  der  zu  beweisende  Satz  unmittelbar  erhellet. 


§.  56. 

Die  Gleichung 

m 

1.  (cos  y rfc  sin  y 1/ — 1)"  = q (cos  y -+-  sin  y V' — 1), 

wo  m eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  n eine 
beliebige  positive  ganze  Zahl,  p eine  reelle  positive  Grösse,  y ein 
reeller  Bogen  sein  soll,  ist  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  Gleichung 

2.  (cos  y db  sin  y 1/  — l)”1  = p“(cos  y sin  y 1/  — 1)" 
erfüllt  ist.  Weil  aber  nach  §.  54. 

(cos  y ± sin  y \S  — l)m  = cos  mep  db  sin  mrp  V — 1, 

(cos  y + sin  y V/ — 1 )"  = cos  »y  -+-  sin  ny  V — l 

ist,  so  ist  die  Gleichung  2.,  und  folglich  auch  die  Gleichung  1. 
jederzeit  erfüllt,  wenn  die  Gleichung 

3,  cos  mtp  d=  sin  «ny  1/  — 1 = p"(cos  ny  -+-  sin  »y  1/  — 1) 

erfüllt  ist.  Diese  Gleichung  ist  aber  erfüllt,  wenn  die  beiden  Glei- 
chungen 

4.  cos  «ny  =r  p*  cos  ny,  dz  sin  <wy  ==  p"  sin  »y, 
oder  die  beiden  Gleichungen 

5.  cos  (=b  m<p)  = p»  cos  »y,  sin  (db  mtp)  = p"  sin  ny 

erfüllt  sind.  Quadrirt  man  auf  beiden  Seilen  dieser  Gleichungen 
und  addirt  die  erhaltenen  Gleichungen  dann  zu  einander,  so  er- 
giebt  sich 

P*"=l. 

und  folglich,  weil  p reell  und  positiv  sein  soll,  p = l.  Hierdurch 
ist  p bestimmt,  und  mau  muss  nun  also  y noch  so  bestimmen,  dass 
den  beiden  Gleichungen 

6.  cos  (db  *ny)  =:  cos  ny,  sin  (db  «y)  = sin  «y 
genügt  wird. 

Nach  bekannten  goniometrischen  Sätzen  erfordert  die  erste 
dieser  beiden  Gleichungen,  dass,  indem  x eine  beliebige  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  entweder 

ny  = 2x7»  ± «sy 
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oder 


nxji  = 2x,-r  =p  m<f 


ist.  Die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen  erfordert  dagegen, 
dass  entweder 

ntp  = 2x7T  d=  m<p 

oder 

ntp  = (2x  -+-  l)7r  zp:  mtp 

ist.  Da  nun  den  beiden  in  Rede  stebeoden  Gleichungen  zugleich 
genügt  werden  soll,  so  muss  man 

mp  = 2 xn  i m<p, 

•Iso 

2w r±mw 
rp  = — 

setzen,  und  es  ist  also  nach  dem  Obigen  für  jedes  positive  oder 
negative  ganze  x 

7.  (cos  y ± sin  y = sin 

oder,  weil 

2xn  ± mn n =fc  {mq  =fc  2xn)  mq  db  2xt*. 

cos  = cos = cos — - 

n n n 

. 2x71  =fc  mq  . db  (mq  =fc  2x7i)  . . mq  db  2xt* 

siu  — = sin  = ±sid- 

n n n 

ist,  für  jedes  positive  oder  negative  ganze  x 

m 

„ , ■ • I X tt«  m<f± 2xtt  , . m<j  ± 2xti  , , — 

8.  (cos  y ± sin  y K — 1)  = cos  — — rfc  sin  — — — — I, 

wo  aber  auf  der  Stelle  erhellet,  dass  man,  unbeschadet  der  nö- 

thigen  Allgemeinheit, 

m 

nt  . . 1/ r.r  7717  -4-  2«i  . . 77/7  -f-  2joi  , y — 5 

9.  (cos  <p  ± sin  y V — 1)  = cos db  sin \f — 1 

setzen  kann.  • 

Man  siebt  hieraus,  dass  die  Grösse 


(cos  <p  db  sin  y Y'  — 1)", 

weil  x jede  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  sein  kann, 
nicht  bloss  einen,  sondern  eigentlich  unendlich  viele  Werl  he  hat, 
wobei  sich  aber  immer  noch  fragen  lasst,  ob  diese  iineudlicb  vielen 
Werthe  auch  sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind,  oder  ob  nicht 
vielleicht  unter  denselben  welche  Vorkommen,  die  einander  gleich 
sind.  Bei  der  Beantwortung  dieser  wichtigen  Frage  unterscheiden 
wir  die  folgenden  Fälle. 

I.  n Bei  eine  gerade  Zahl,  nämlich 

n = 2 ft-. 

Ueberhaupt  sei  nun 

* = =t  (XjU  + MO. 

wo  l eine  positive  ganze  Zahl  und  fi’  < sein  soll,  so  ist 
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mif  -+-  2x7»  mir  dr  2 (Au  -*-«’)  n 

cos  r _ = co» - 1 1 

. r/irr. -f_2xn  . #7i7>db2(iu-f--tt')r» 

glD  _s_ — _ am  - j — J ■ r-t 


d.  i.,  weil  n = 2/*  ist, 

m<f  -+-  Ixrt 


,m<r  ± 2/»'ti  , , , 

cos  ( ' — =fc  Xn), 


mi  . , mif  ± 2u'rt  , „ _ 

sin  — 1 — sin  ( —* — ± An:). 

fl  « 

lat  nun  X eine  gerade  Zahl,  so  ist 

mir  -f-  2xn  mit  ± 2«'n 

ens  — 4 — — — ros  . 


folglich 


mir  -f-  2xt»  . mf  ± 2u'a 

sin  — = sin ; 

n « 


mf  -f-  2xri  . mif  -+-  2xn  , , c 

cos  — h sin — V — * 

n n 

mir  ± 2 u'n  . , m<r  ± lun  . / — r 

= cos  — — h sin — V — 1, 


n 

nif  -+■  2xn 


mif  -f-  2x7» 


l/=T 


mf  dt  2(171  . ma  > db  2u'ti  > / , 

= cos  ■ sin ; K — 1. 

n n B 

Ist  aber  X^eine  ungerade,  also  X.— 1 eine  gerade  Zahl,  so  kann 

mif  -+-2x7»  i »n;  ± 2,07»  . ( 

cos  — ^ = cos  J n'  - — =*=  (A  -t-  1}  7T  -|-  Jr  j , 

. »;7i-+-2x7»  . ( »17  ± 2,u'7»  ^ ) 

siu  — L-^ = sin  j — — ± (A  -+-  1)  n -+-  n j 


oder 

coaÜH±L^=coll  lm^^-^d=(X+l)rrj, 

sin  Ä±*»!  = sin  |myZFa^-^  =*=  (X  + l>r  j 

setzen.  Dann  ist,  weil  X + l eine  gerade  Zahl  ist, 

mir  -+-  2x7»  mif  =F  2(,u  — /u’)n 

cos  = cos  , 

n fl 

. mir  -+-  2xt»  . »17.  =F  2(/i  — /»’>» 

sln  = ..u  =* , 

und  folglich 

mf  -+-  2x7»  . mif  -+-  2xjt  . , : 

cos  r h sin  v — 1 

ft  7* 

SB  cos  + sia  (02  V^=T, 


man 
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*ny  -+-  2xn  . mir  -+-  2xn  , / 7 

COS  — sin  ■ V — 1 

Ä 71 

_ cos  «yTSQu -/«>  _ g.n  j/CTI. 

n n 

Aus  dieser  Darstellung  geht  deutlich  hervor,  dass  man  in  der 
Gleichung 

(cos  y ± sin  y = cos  ^4^  zfc  sin  l/— 1 

bloss 

* = 0,  d=l,  ±2,  ±3,  . . . . d=n 

zu  setzen  braucht,  weil  nach  dem  Vorhergehenden  unter  den  Wer- 
theu von 

m 

(cos  y rfc  sin  y V — 1 )" , 

welche  man  auf  diese  Art  erhält,  in  der  Tbat  alle  übrigen  enthal- 
ten sind. 

Für 

m 

(cos  (p  -f-  sin  p 1/ — 1)" 

erhält  man  auf  diese  Art  die  folgenden  Werthe: 


m 


mp 


=b2m 


n 

mp  zh.  4m 
n 

mp  db  6m 


mp 

• «•»  ir  V—\, 

• mp  db  2m  1 /■  , 

sin V — 1, 

71 


. mp  =b  0 m 

■ sin  — — 

n 


mp  =fc  nn 


. mp  =b  nn 

. gin 

n 


V~; 


uud  eben  so  erhält  man  für 

(cosy — sin  1/ — 1^" 

die  folgenden  Werthe: 

cos  52  _ sin  SE  V=\, 

71  71 

tnp  ± 2m  . tnp  ±2n  , / r 

cos  — Z— sin  — V/—  1, 

n n 

mp  db  4m 

n 

mp  rb  6m 


cos 


cos 


. »1  =b  6m 

— sin  — 

jn 

u.  s.  w. 


v=\. 
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mm  ± nn  . tri?  ± nn  , . 

cos  — sin  — 1 V — 1. 

n n 

In  jeder  dieser  beiden  Reiben  sind  offenbar  n - 1-  1 Werthe  ent- 
halten, und  cs  fragt  sich  nun,  ob  in  jeder  der  beiden  Reihen  diese 
« -+-  1 Werthe  sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind.  Sollien 
aber  zwei  Werthe  in  einer  der  beiden  Reiben  einander  gleich  sein, 
so  musste,  indem  weder  2X',  noch  2X"  grösser  als  * ist,  entweder 
zugleich 

cos  _ cos  sin  f _ sin 

n n H n 

oder  zugleich 

5 ± ä's 


mm  rfc  2X'n  mm  2X"n  . i 

cos — — = cos  —~  n , sin 


■ — sin 


+ 2xnr, 


n n 

sein.  Iin  ersten  Falle  müsste,  wenn  x eine  beliebige  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  nach  bekannten  goniometrischen 
Sätzen 

tny  rfc  2X'n  mtf  ± 2X"n 

n n 

d.  i. 

± 1'  = d=  X"  ■+-  x»,  ds  (X'  - X")  = x» 

sein,  welches,  da  weder  X',  noch  X"  grösser  als  Ja  ist,  offenbar  un- 
gereimt iBt.  Im  zweiten  Falle  müsste 

mtf  ± 2X'n  nur  zfz  2X"n 

* = „ »-  2x7T’ 

d.  i. 

± X'  = =P  X"  -f-  X»,  d=  (X'  -+-  X")  = X« 

Bein,  welches,  weil  weder  X',  noch  X"  grösser  als  Ja  ist,  nur  dann 
möglich  ist,  wenn 

X'  = X"  = Ja,  2X'  = 2X"  = a 

ist,  und  in  der  Tliat  ist  auch 

m(f±nn  ,mm  . , mm 

cos s=  cos  (—  ±n)  = — cos  — , 

Ti  ' Ä • fl 

. mtf ■ ± nn  . .mm  , , . mm 

8m « — = 8lD  (~XT  ± w)  = — »in  ” 

7t  n T n » 

so  dass  sich  also  sowohl  die  beiden  Werthe 

mtf  ± rtn  . tun  ± rm  , 

cos  -x h sin  — V—  1, 

n 7i  1 

als  auch  die  beiden  Werthe 

mtf  ± rtn  . mm  ± nn  ■ / T 

cos sin  — V — 1 

n n 

auf  einen  Werth  reduciren, 

ln  den  beiden  obigen  Reihen  sind  also,  mit  Ausnahme  der  bei- 
den letzten,  alle  Werthe  unter  einander  ungleich. 

Für 


Thcll  I. 


tu 

(cos  jp  -f-  sin  <f  V — 1)’ 


20 
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erhält  man  die  folgenden  n,  sämmtlich  unter  einander  ungleichen 
Wert  he: 


tnif  . «B<r  r 

cos  — •+■  Bin  — V — 1, 
n n 


mtf  a triff 
n 

tnrt  =fc  2n  . mtf  rfc  2 n 

i — 1 — 

71 

mtf  dfc  kn 


cos 


oder 


cos 


U.  8.  W. 

mtf  db  (n  — 2 )7i  , mtf  rfc  (n  — 2 )n  t / — 7 

— + sin  k — - 1 , 

n 7t 

_cos^_sin^  v^n 

71  71 


db  (cos  ^ -f-  sin  ^ l/—  1), 


mq  db  2n 

. m<f  db  2 n 

i/=n, 

71 

-H  sin  n 

mtf  rfc  kn 

mtf  rfc  kn 

n 

4-  Sl11  „ 

mtf  :fc  C n 

. mtf  =fc  Crr 

l/=7, 

. n 

1 n 

cos 


u.  s.  w. 

m<r  ± (»  — 2)71  . . mir  ± (n  — 2)ji  * / r 

+ s.n V-\. 


Für 


(cos  (f  — sin  9p  \/ — 1)" 


erhält  man  die  folgenden  » sämmtlich  unter  einander  ungleichen 
Werthe: 


mtf 
cos  — 

7t 

COS 

mtf  rfc  2n 

n 

mtf  i 471 

cos 

8 

cos 

f/lf/  db  6t» 

71 

. m<r  ± 2n  — - 

— sin  V — 1, 

n 

. tntf  rfc  kn  | y 7 

— sm — V — 1, 


u,  s.  w. 

^ mtf  d=  (n  — 2)n  ^ mtf  rfc  (*  — 2 )n  ^ / - j 


mtf  . mtf  * y — =- 
— cos  — -f-  sin  — V — 1 
n ft 
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cos  _ sin  1/3T, 

»IT  ± kn  . »IT  ± kn  , - 

cos sin  — Z— l^—  1, 

»IT  ± 61»  . »IT  ± 6 TT  , x - 

cos  — — sin  — V—  1, 

71  4* 


OTT  ± (»  — 2 )n  . ott  ± (n  — 21» 

i sin  — 1 !— 

n n 


l/=T 


II.  n sei  eine  ungerade  Zahl,  nämlich 
» = ifi  -4-  1. 

Ueberhaupt  sei 

2 « = ± |(2^-H  1)1 

wo  i eine  positive  ganze  Zahl,  und  /*'<*  2/u -f-  1 ist,  so  ist 

cos  _ cos  ± I(^  + 'V+k1» 

**  7»  > 

n n > 

d.  i.,  weil  n = 2/*  -+-  1 ist, 

...  mf  •+■  2jr»  .OTT  ± u'n  . . . 

cos = cos  ( ± ln), 

•+■  2wt  . , ott  ± i/n  . . . 

sin = ±A*). 


Ist  nun  X eine  gerade  Zahl,  so  ist 


und  folglich 


mf  -+•  2*»  ott  ± u'n 

cos — cos  — 

n n 

OTT -+- 2*»  . nur  ± u'n 

sin  — — = sin  — , 

n n ’ 


nur  ~h  2jf»  . nur  -+-  2«i 


= cos  + sin 

n fi  9 

cos  _ gin  gT+aw  l/rT 


=fc  //»  . OTT  ± 

— cos — gm 

n n 


- V~\, 


S^g"  Z“  bCmerkcu  Lat’  dass  iD  diesem  Falle,  wegen  der 

20* 
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2*  = ±l  (2^+1  )*■+•(*'!, 

fi'  eine  gerade  Zahl  und  nicht  grösser  als  2 fi  ist. 

Ist  X eine  ungerade,  also  X -+-  1 eine  gerade  Zahl,  so  kann 
man  wieder 

C0B25L±_^  = C08  {ü^?±(X-Hi)w=Fwj, 

dn5t±l^s=iiD(-a|£Ü*±(i  + l)JrTJr| 


oder 


mcr-t-Zxn  — I 

cos  „ = cos  j c — ± (*  + l)rr  j , 

. mv-t-2xn  . |#nr  T(«-^)»  . ,,  . 
sin  = sin  j *—  ± (i  + 1)7T  j ; 


d.  i.,  weil  X -+-  l eine  gerade  Zahl  ist, 

mm  -l-  2xn  OTT(b — u')n 

cos  — = cos  — — - — , 

n n 

, tnm  -f-  2x7t  . mtf  =f  (»  — u)n 

sin = sin 

n n 

setzen.,  so  dass  ulso  in  diesem  Falle 

man  -4-  2*7»  . . nvt  -f-  2xti  , / r 

cos -f-  sin k — 1 


: COS 


m(f>  («  — (j!)ji  . . my  =F  («--/Ott  j/- — j 

— r-  sin  k i, 

n » 

mo p 2x7i  . *n®  -f-  2xt»  • / =■ 

cos — — sin V — 1 

n n 

mtf  =F  O — uln  . mtf  ^ (n  — fi')n  , / — ;■ 

— cob  — — sin — 1 — V — 1 


ist.  Wegen  der  Gleichung 

2*  = rfc  j (2,u  + 1)?.  -f-  fi'\ 

ist  in  diesem  Falle  fi'  ungerade,  und  folglich,  weil  n ungerade  ist, 
n — fi'  gerade;  auch  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  n — fi'  nicht 
grösser  uls  2 fi  sein  kann. 

Aus  dieser  Darstellung  geht  hervor,  dass  man  im  vorliegenden 
Falle  in  der  Gleichung 

, . . i / r,“  m<f  -f-  2*71  . . m>f  -+-  2xn  , / ; 

(cos  f =b  sin  tp  V — 1)"  = cos  ■ n ± sin V — • 

bloss 

x = 0,  dfc  1,  =b  2,  =!=  3,  , . , =h  fi 
su  setzen  braucht,  weil  auf  die  dadurch  sich  ergebenden  Werthe  von 

(cos  ± sin  <p  l /— T)“ 

nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  alle  übrigen  zurückko muten. 
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Für 

m 

(cos  y + sin  y ]/—iy 

erhalt  man  auf  diese  Weise  die  folgenden  Werthe: 

cos  =2  sin  52  V=\), 

n n n 

mq  rfc  2 n . mq  rfc  2a  , / 7 

cos h (in  — V — 1, 

mq  rfc  4a  mif  rfc  4a  , r 

cos  — h sin  — — V — 1, 

n n 

mq  ± 6a  . m<r  rfc  6a  , / j 

cos  — •+•  sin  — 1 V — 1 

n n 

u.  s.  w. 

mq±(n — l)a  . mq  rfc  (a  — l)a  , / — r 
cos  — ^ - •+-  sin  — — V—  1 ; 

n ?i 

und  eben  so  ergeben  sich  für 

m 

(cos  y — sin  y 1/ — 1)Ä 
die  folgenden  Werthe: 


rrvp  tnp  . / : 

ft  n 

mq  rfc  2a  . mq  ± 2a  > y r 

—  5,0  — n ^ *’ 

mq  rfc  4a  . mq  rfc  4a  , y j 

—L— sin  — V — 1, 

n ti 

mq  ± 6a  . mq  rfc  6a  • / — =- 

—  — — sin  — V — 1, 


u.  s.  w. 


^ mq  rfc  (n  — 1 )a  . mg  rfc  («  — f )a  ^ j1 


ln  jeder  dieser  beiden  Reihen  sind  offenbar  » Werthe  enthalten, 
und  es  fragt  sich  nun,  ob  in  jeder  derselben  alle  darin  enthaltenen 
n Werthe  sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind.  Sollten  aber  in 
einer  der  beiden  Reihen  zwei  Werthe  einander  gleich  sein,  so 
müsste,  indem  weder  W,  noch  2X"  grösser  als  » — 1 ist,  entweder 
zugleich 

mq  rfc  2A’a  mq  rfc  2i"a  . mq  rfc  2J.'a  . mq  rfc  2T'a 

cos — cos  — , sin  — - = sin  — — 

7i  ti  ti  fi 

oder  zugleich 

mq  db  2Jt’a  mq  =F  2A"a  . mq  rfc  2i'a  . mg  =F  2i"a 

cos  = cos , sin  — 1 = sin  : 

71  fl  1 fl  71 


sein.  Im  ersten  Falle  erhält  man  wie  in  1. 

± (J.'  — X")  = am, 
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im  zweiten  dagegen 

dt  (V  -f- 1")  = x». 

Beides  ist  unmöglich,  weil  weder  V,  noch  X"  grösser  als  |(» — 1) 
ist.  Daher  sind  die  in  jeder  der  beiden  obigen  Reihen  enthaltenen 
Wertbe  sämmtlich  unter  einander  ungleich.  Die  erste  Reihe  liefert 
n sämmtlich  unter  einander  ungleiche  Wertbe  von 

01 

(cos  gp  -4-  sin  gp  1/ — 1)“  ; 

die  zweite  Reihe  liefert  n sämmtlich  uuter  einander  ungleiche 
Wertbe  von 

M 

(cos  gp  — sin  y 1/ — 1)*. 

III.  Fasst  man  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sich, 
dass  man,  um  die  sämmtlichen  n unter  einander  ungleichen  Wertbe 
der  Grösse  ■ 

m . 

(cos  gp  zfc  sin  ff  V — 1)" 
zu  erhalten,  in  der  Gleichung 

(cos  ff  ziz  sin  f v — 1)”  = cos  — — rlz  sin  V — 1 

die  Grösse  x nicht  grösser  als  -4-  und  nicht  kleiner  als  — ,i» 
zu  nehmen  braucht,  so  dass  man  also  für  x immer  bloss  alle  die 
von  — ^<t  bis  -4-  -J»  sieb  findenden  ganzen  Zahlen  zu  setzen 
braucht,  wobei  man  jedoch  zu  bemerken  bat,  dass,  wenn  n eine 
gerade  Zahl  ist,  der  erste  und  letzte  der  auf  diese  Weise  erhalte- 
nen Wertbe  von  < 

m 

(cos  gp  zb  sin  <p  \/ — 1)“ 

einander  gleich  sind,  in  dem  in  Rede  stehenden  Falle  folglich  immer 
der  eine  der  beiden  in  Rede  stehenden  äussersten  Wertbe,  etwa 
der  letzte,  d.  i.  der  dem  Wertbe  -4-  J»  von  x entsprechende  W’erth, 
weggelasseo  werden  muss.  Befolgt  man  diese  Regeln,  so  erhält 
man  immer  n sämmtlich  unter  einunder  ungleiche  Wertbe  von 

(cos  gp  dt  sin  ff  V — 1)“. 

*.  57. 

I.  Soll  man  die  imaginären  Grössen 

a±ß  \/~—l, o,  ± ß,  l/-i,  a,  ± ß%  l/=l,  a.dbß,  V~\,  .... 

in  einander  inultipliciren,  so  bringe  man  dieselben  zuvörderst  nach 
§.  52.  auf  die  Form 

q (cos  gp  ± sin  gp  1/ — 1), 

p,  (cos  gp,  rt:  sin  gp,  1/ — 1), 
q2  (cos  gp,  zfc  sin  gp,  V'  — 1), 

q,  (cos  gp,  zfc  sin  gp,  V — 1), 

u.  s.  w. 
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Dann  ist  nach  §.  53. 

(adbi sl/=T)  («,  ±ßy^l)  («,±/?,l/=T)  (o,  ±(?,l/=T) 

=W.e»?s  — |e'>*  (9H^,-H>,+  ....)±sin(sp-H>1+9,+...)l/— 1|- 

II.  Soll  man  die  imaginäre  Grösse  azb/?K — 1 durch  die  ima- 
-gioäre  Grösse  a,  ±/S,l/  — 1 dividiren;  bo  bringe  man  diese  beiden 
Grössen  nach  §.  52.  erst  respcctive  auf  die  Form 

((cos  y drsin  yl / — 1)  und  (,(cos  y,  zfcsin  y, 

Dann  ist 


a ± /SV/  — | ^ cos  yrfcsin  7\s=i 

a,  ±(9,^  — | (i  cos  y,  ±sin  y,\/ — l 

oder 

= ^(cos  9*— s‘n  Ü (cosy.cfcsiny.l/'— 1)_1- 

Weil  nun  aber  nach  §.  54. 

(cos  y,  rfcrsin  y , 1/  — 1 )~ 1 z=  cos  y,  np sin  y,l/ — 1 
ist;  so  ist 

■—~-~/=L=  = -jj-  (cos  ydbsin  yl/ — 1)  (cos  y,=psin  y, 1/ — 1) 
oder 

= f[  (ct»sSP=5=a»n9>'x^::l)  |cos(— y ,)±sin(— y , )V—  1 1, 
und  folglich  nach  $.  53. 

!c09  (?>  — 9>i)  — *in  (y  — y,)V/;=:Tj. 


III.  Soll  man  die  imaginäre  Grösse  a db  ß\/ — 1 auf  die  »te 
Potenz,  wo  n eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  sein  soll,  er- 
beben; so  bringe  man  dieselbe  nach  §.  52.  wieder  zuerst  auf  die 
Form 

((cos  ydbsin  yl/ — 1). 

Dann  ist 


(a  db  ß\y — 1)*  = ("(cos  y ± sin  yl^=T)», 
und  folglich  nach  §.  54. 

(a  db  ß\/ — 1 )"=:(" (cos  »ydbsin  »yl/—  1). 

IV.  Auch  wenn  man  die  imaginäre  Grösse  o ± ßV — I auf 
die  Potenz  mit  dem  Exponenten  ~ erheben  soll,  bringe  man  die- 
selbe nach  §.  52.  zuerst  auf  die  Form 

((cos  y±sin  yl/  — 1), 
und  unterscheide  dann  die  folgenden  Fälle. 
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1.  Wenn  0 eine  gerade  Zahl  ist;  so  bat  nach  §.  56. 

m 

die  folgenden  n sämmtlich  von  einander  verschiedenen  Werthe: 
dbe-(cos  ~ + sin 

e”(c0B  + 

Äos  ü?21±i2  + siD  g^KTT), 

e"(cos  ?.y-gi?+8in 

U.  8.  W. 

Äcos 

/I  fl  “ 

und 

m 

(«  — (Sl/ZTT)* 

bat  die  folgenden  n sämmtlich  unter  einander  ungleichen  Werthe: 
±p"(cos  ^ — sin  ~ 1/ — 1), 

^"(cos  _ ain  Sg±£! 

fl  71  n 

p-(cos  »fc**»  - sin  l/ZTf), 

fl  71 

e"(cos  wy:fc6n  _ sin  KZT), 

fl  7t  ' 

u.  8.  W. 

Äco.  _ Sin  gg*<?--a>» 

fl  fl  ** 

2.  Wenn  0 eine  ungerade  Zahl  ist;  so  hat 

m 

(a+/ji/inr )« 

die  folgenden  m sämmtlich  unter  einander  ungleichen  Werthe: 
g"(cos  -4-  sin  ~ 1/—1), 

fl  71 

{.-(cos  =£±*  + ii„ 
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Acos  + 5S1±*!!|/ZT), 

■ n tt  * 

A cos  2S*i5 


. »ly  ± f>71  | / r. 

4- Sin  - — V — 1), 


u.  s.  w. 


«.»(cs  •sss=iE\/zn). 

n ® 77 


OTy±(w — l)n  | 
n 


und 


(a  — 

bat  die  folgenden  n sämmtlicb  unter  einander  ungleichen  Werthe: 

Acos^-sin  ^l/=T), 


e»(cos 


»ly  ±2n 


wy  db  2a 


l^T), 


«.»(cos  -S±*2  _ sin  1/3T), 

— 71  7 


£"(cos 


n 

mq  ± 671 


#wy  =fc  Ö7I 


I^T), 


U.  8.  W. 


e»(cos  WMn-\)n  _ gin  »»?*(«- D»  l/trT) 

Weil  nun  aber  für  jedes  ip  und  ip,  bekanntlich 

(cos  ^»±sin  yV-\)  (cos  ip,  =h  sin  ip,\/ — 1) 

= cos  (ip-+-  ip,)±  sin  (ip ip  ,)\/ — 1 
ist;  so  kann  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

-sin  ^1^1  = 0, 


cos  -^--f-sin  l/—  1 = 0,  ___ 

gesetzt  wird,  die  obigen  Wertbe  von 


tnif 


(adbß  1/-1)» 

auch  auf  folgende  Art  ausdrücken. 

1.  Wenn  n eine  gerade  Zahl  ist;  so  hat 

m 

{a-\-ßV^\ )» 

die  folgenden  » sämmtlicb  unter  einander  ungleichen  Werthe: 
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m 

q”0(co»  — zbsiu  — V—  1), 

Ti  n ' 

e”»2>(cos^dbsin  ^ 
ß"<2>(cos  — zfcsiu  — V—  1), 

u.  a.  w. 

e«©(cos <"=*>?  db Bin  l/=TT). 

Dagegen  bat 

(«-/V-1)" 

die  folgeadea  » sämmtlich  unter  einander  uagleichen  Werthe: 

m 

^»©.(cos^zfcsin  f V/=T), 

p"©,(cos  ^ dz  sin  ^ V/^T), 

?”®i(cos  ^zfcsin 
U.  8.  w. 

^0^00*  ± sin  i/ZT). 

2.  Wenn  » eine  ungerade  Zahl  ist;  so  bat 

m 

(a  + ßV^l)* 

die  folgenden  » sämmtlich  unter  einander  ungleichen  Werthe: 

m 

Q»0, 

p”0(cos^zfcsin  ^ V — 1), 

p”<P(cos^±sin  ^ 1/ — 1), 

^"©(cos ^rfcsin  — 1), 
u.  s.  w. 
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e”®(COs  {^zlh  ± Bin  ferli*  v/=T). 

7*  7*  7 

Dagegen  hat 

m 

(«—jsl/irr)» 

die  folgenden  » sämmtlich  unter  einander  ungleichen  Werthe: 

m 

e"®,, 

m 

e”<P,(cos  — dt  sin  — l/—  1), 
e"<P,(cos  — ±sin  — l/—  1), 

e"©,(co8^dbSin  ^l/=^T), 

U.  8.  W. 

• •». 

ß"<P,(cos  zfc  sin  l/=TT). 

$.  58. 

Lehrtatx.  Der  Modulus  des  Products  zweier  imagi- 
nären Grössen  ist  das  Product  der  Moduli  der  beiden 
imaginären  Factorcn. 

Beweis.  Die  beiden  gegebenen  imaginären  Grössen  seien 

a+ß\^nt 

so  sind  die  Moduli  respcctive 

(a>-f.jS*)t,  («,’  + /?,»)*■ 

Dns  Product  der  beiden  in  Rede  stehenden  imaginären  Grössen 
ist  nach  $.  51.  3. 

—ßß,  ■+-  (<*ß i +ßa,)V—  1, 

und  der  Modulus  dieses  Products  ist  also 

l(«“.  —ßßi  )*  + («/*■ 

Weil  nun  aber,  wie  man  leicht  findet, 

(aa,  -ßß,)*-h  (aß,  -hßa,)*  = («*  + /S>)  (a, » -f-  ß,  >) 

ist;  so  ist  auch 

)(aa,  — ßß,Y  + (aß,  +/?«,)•  |»  = («>+  j?’ )»(«,’  -+-  ß,  *)t, 
woraus  die  Richtigkeit  des  Satzes  unmittelbar  erhellet. 

§.  59. 

Zu*ats.  Der  Modulus  des  Products  einer  beliebigen 
Anzahl  imaginärer  Grössen  ist  das  Product  der  Moduli 
aller  imaginären  Factoren. 
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Durch  successive  Anwendung  des  im  vorigen  Paragraphen  be- 
wiesenen Satzes  erhellet  auf  der  Stelle  die  Richtigkeit  des  vorlie- 
genden Satzes. 

§.  60. 

Lchnatx.  Der  Modulus  der  Summe  und  der  Modulus 
der  Differenz  zweier  imagin ären  G rossen  sind  jederzeit 
Mittelgrössen  zwischen  der  Summe  und  dem  absoluten 
VVerthe  der  Differenz  der  Moduii  dieser  beiden  imagi- 
nären Grössen. 

Beweis.  Bezeichnen  wir  die  beiden  gegebenen  imaginären 
Grössen  durch 

o -t-  ßV — 1,  y •+•  ft/—  1 ; 
so  ist  nach  §.  51.  1.  2. 

a -f-  ßV  — 1 db(y-f-  ft/ — 1)  :=  a rfc  y -f-  (/?  ± d){/ — 1, 

und  der  Modulus  von 

bl- \-ß/ — 1 ±(y  + ft/ — 1) 
ist  folglich  • 1 

| (a  dt  y)*  ■+•(/?  =fc  d)*  jl  = j a*  -f-  ß*  d=  tyay  -f-  ßd)  + y*  •+■  ft  |i. 
Weil  nun,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  findet, 

(“/ + ßd)1  -i-  {ad — ßrY  = («*  -f-  /?*)  (r’-W1) 
ist;  so  ist 

(uy  ßd)*  “ (a*  -+-  ß1)  (y1  -f-  d1), 
und  der  absolute  Werth  von  ay-+-ßd  ist  folglich  nie  grösser  als 

Daher  ist  offenbar  die  Grösse 

ay-hßd 

jederzeit  eine  Mittelgrösse  zwischen  den  beiden  Grössen 

(r’-M1)*,  («’  -+-/»■)*  (/’ + <*’)», 

oder  nach  der  aus  $.  33.  bekannten  Bezeichnung  der  Mittclgrössen  ist 
ay  + ßdz=M  |-(a’-+-(S»)i  (y1  -+-<!*)»,  (a*  -+-/?*)*  (/*•+• 

Dass  aber  auch 

— {uy  -f-  ßft 

eine  Mittelgrösse  zwischen  den  beiden  Grössen 

— («*  + 1*’)»  0”  + d')i,  {a1  + ß*)i  ( y 1 -h  d*)i 

ist,  ist  klar,  und  man  kann  also  auch  die  vorstehende  Gleichung 
auf  folgende  Art  schreiben: 

± {ay  + ßd)  = M l-(a*+ß*)i  (y+d’)i,  (u*+ß*)>  (r’-hd*) 
Hieraus  ergiebt  sich  nach  §.  37. 

±;2(aybßd)=Jfl—3(a1-hß1)i  «(«>+0')»  (y*+dJ)»(, 
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und  folglich  nach  §.  38. 

a*  4- ß*  db  2 (ay  -f-  ß3)  y*  4-  <D 

= m ! + **  “ 2(“’ + W (r'  + **)» + r*  ■+■  **.  I 

| a»  + /J»+2(a»  -*-/»»)»  (/>  -I- d1)»  4-  y*  -I- d*  j’ 

d.  i. 

«*  4- /»’ db  2(oy  + /SJ)  + y J -f- d1 
= Af  | [(«»  4-  /?*)»-  fr • 4-  d*M  % [(«’  4-  ß'  )*  4-  (y*  4-  * )»] * I- 
Folglich  ist  Dach  §.  39. 

|«’  4-  ß*  db 2(ay  4-  ßt)  4-  Y'  4-  d’  I* 
eine  Mittel  grosse  zwischen  dem  absoluten  Werthe  der  Differenz 
(o»  4- /»*)»_(/*  4- <J*)I 

und  der  Summe 

(a»4-/?*)*4-(r’  + ^)‘. 

Also  ist  nach  dem  Obigen  auch 

l(“=t/)’  4- (/?±  <*)’!*> 

d.  h.  der  Modulus  der  Grösse 

a-^ßV—  1 ±(y4-dl/  — 1), 
eine  Mittelgrösse  zwischen  dem  absoluten  Werthe  von 

(a* 4- d3)* 

und  der  Grösse 

(«14-/«1)*4-(y*4-rf1)», 

d.  h.  zwischen  dem  absoluten  Werthe  der  Differenz  und  zwischen 
der  Summe  der  Moduli  der  beiden  imaginären  Grössen 

a+ßV—  1,  y + dV—  1, 

womit  unser  Satz  also  jetzt  vollständig  bewiesen  ist. 

§.  61. 

Zutat».  Der  ModuluB  der  Summe  mehrerer  imaginä- 
ren Grössen  in  beliebiger  Anzahl  ist  nie  grösser  als  die 
Summe  der  Moduli  aller  einzelnen  zu  einander  addirten 
imaginären  Grössen. 

Weil  der  absolute  Werth  der  Differenz  zwischen  zwei  positi- 
ven Grössen  nie  grösser  als  die  Summe  dieser  beiden  positiven 
Grössen  ist;  so  ergiebt  sieb  aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  be- 
wiesenen Satze  unmittelbar,  dass  der  Modulus  der  Summe  zweier 
imaginären  Grössen  nie  grösser  als  die  Summe  der  Moduli  dieser 
beiden  imaginären  Grössen  ist.  Durch  wiederholte  Anwendung 
dieses  Satzes  überzeugt  man  sieb  aber  auf  der  Stelle  von  der  Rich- 
tigkeit des  zu  beweisenden  Satzes  *). 


*)  An  die  in  diesem  Aufsätze  in  einem  möglichst  systematischen  Ganzen 
zusammengestellten  und  mit  strengen  Beweisen  versehenen  Sätzeu  wird 

sich  im  folgenden  Hefte  unmittelbar  eine  Darstellung  der  neuesten  höchst 
wichtigen  Untersuchungen  Cauchy’s  über  die  Entwickelung  der  Func- 
tionen in  convergirende  Reihen  anschliessen.  Dies  wird  die  Zusammen- 
stellung dieses  meistens  schon  bekannten  Sätze  gewiss  rechtfertigen. 
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XLI. 

Noch  etwas  tiber  Turners  Eigenschaft  der  un- 
geraden Zahlen  (Archiv  T.  I.  Heft  L VII.). 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Ilellerung 

zu  Wismar. 


A.  Die  Summe  der  ersten  A oder  A,  ungeraden  Zahlen  ist 
= A*  oder  A, 1 , wovon  die  grösste  = 2A' — 1 oder  2A, — 1. 

_ . . ( " -h  1 1»  . ,,  *(»  — !)  . . 

Setzt  man  nun  A = j und  A,  = ; so  ist  auch: 


A‘* — A',2=»*  und  A — Ar,  =». 

Daraus  folgt  nun: 

1)  Die  Summe  der  n auf  einander  folgenden  ungeraden  Zah- 
len, deren  kleinste  = 2A’,  1 = n(n  — I ) — t—  1 und  deren  grösste 

= 2A — 1 = (/a  — t—  1)«  — 1 ist,  ist  = »’  *). 

2)  folgt  ebenso  leicht: 


1* 


n*(n  -f- I)2 


B.  Die  Summe  der  ersten  Aroder  A,  Zahlen  der  Form  4.V-I-1, 
Ist  = A’(2A — 1)  oder  A,(2A',  — 1),  und  die  grösste  dieser  Zah- 
len ist  ” 1A  — il  oder  4A,  — 3. 

Setzt  man  «her  A'=«2  und  Ar,=(» — I)* ; so  wird: 

A(2A  — 1)  - A, (2A,  — 1}  = (2*  — 1 )*  und  A—  A',  = 2»  — 1 ; 


daher  ist  also: 

1)  Die  Summe  der  2 n — 1 auf  einander  folgenden  Zahlen  der 
Form  4 . v-F-1,  deren  kleinste  =4A,-t-l  = 4 . («  — l)2 -t- 1 
und  deren  grösste  = 4A — 3 = 4 . »2 — 3 ist,  ist  =(2« — 1)*. 

2)  ist  nun  auch : 

l.+3*  + 5>  + ....  + (2»-I)‘=  A(2A—  1)  = »’( 2»2  — I). 
Setzt  man  aber  in  A.  2.  nun  2 n statt  n so  ist  auch: 


1>  -4-2*  -f-3>  -|-4*  -+- -+-(2/*)*  =«*(2»+  l)»j 


•)  Dies  ist  der  von  Turner  gefundene  Satz,  den  aber  schon  Kaestncr  am 
Ende  seiner  Anal.  cndl.  Grossen  behandelt.  H. 

Ilr.  Doctor  Ilellerung  hat  mich  zuerst  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass 
sich  Turners  Satz  schon  in  Kaestners  Analysis  endlicher  Grössen  fin- 
det. Eine  neue  Behandlung  desselben  war  aber,  wie  die  Leser  aus 
diesem  Aufsätze  jetzt  sehen  werden,  immer  vvüusclienswenb,  interessant 
und  erspriessüch.  G. 
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daher  subtrahcndo: 


2*  4_4>  + 6" + (2/*)»  =2  . + 

Ebendasselbe  Resultat  erhält  man  auch  aus  den  Reihen,  deren 
vte  Glieder  =2  . v und  4 . v sind. 

C.  Die  Summe  der  ersten  A oder  A,  Glieder  der  Reihe  aller 
geraden  Zahlen,  ist  =A . (A'-f-l)  oder  A,  . (A.-J-l),  uud  nimmt 
man  den  Werth  von  A und  Ar,  aus  A.-,  so  hat  inan 

A . (Ar+1)  — A,  .(A.-+-1)  = »>  + „;  und  A—At=n. 

Also  ist  1)  die  Summe  der  » auf  einander  folgenden  Glieder  aller 
geraden  Zahlen,  deren  kleinste  = 2A,  -4-2  = »(»—  11-4-2  und 
deren  grösste  =2A’=  (a-4-1)  . » ist,  = »’+u,  und 

2)  ist  auch 


1 * -4—  2 * 3 ’ — f- . 

-4-1  -4-2  -4-3  -4-. 


+»’ 

-+-» 


=A(  A'-4- 1 ) = 


(n+l)» 
h 8 


Und  die  Summe  der  ersten  A oder  A",  Zahlen  der  Form  4 . v 
•st  —2A(A-4-l)  oder  2AT,  .(A',-4-1);  nimmt  man  aber  die  Werthe 
von  A und  A,  aus  B.,  so  bat  man: 


2A(A4-1)— 2 A , . (A',-4-1  )=(2« — 1) '-4-3(2* — 1);  und  A-A',=2a-1} 

d.  b.  1)  die  Summe  der  2« — 1 auf  einander  folgenden  Zuhlen  yon 
der  Form  4 . v,  deren  kleinste  = 4A,  +4  = 4(»—  1)*  -4-4  und 
deren  grösste  = 4A'=  4 . n>  ist,  ist  = (2«  — 1)*  -4-  3 . (2/*—  1). 

2)  Es  ist 

l*  + 3*+5’-4-....-4-(2»-l)') 

-4-3.  [1  -4-3  -4-5  -4- . . . . -4- (2»  — 1)]  i 2A(Ar-4-l)  2o,(a’-4- 1) 

daher:  1 1 — f—  3*  —4—5*  — 4- . . . 4- (2s» — l),=a’(2»3 — 1),  wie  oben. 

D.  Wir  wollen  liier  noch  einen  kurzen  Beweis  für  die  Sum- 
men der  Quadrate  der  geraden  und  der  ungeraden  Zahlen,  zur  Er- 
gänzung des  in  B.  Gefundenen,  geben. 

Da  man  hat:  1*  = 1 


21  = 1 -4-  3 
3*  = 1 -4—  3 —4-  5 


— 1 + 3 -4-  5 -4-  / -4- ....  -4-  (2a  — 1) 

so  ist  auch: 

l>-4-2«-4-...-4-a>=l . 0-4-3 . (»-l)-4-5 . (a-2)+  ....-4-(2o-l)(»-«-4-l) 

| **  • 1(1  +3-4- 5 -4- . . . . +(2a — 1)] 

I — (1. 3-4-2. 5-4-3. 7-4- ....-4- (a — 1)  (2a  — 1)J 
d.  i.  So1  = 0'—  A(2.aJ  — 3a +1);  daher 

3.  Ä’a,=a,-4-Ä(3a  — l)=a*  | woraug  „„gfojjj,  folgt: 
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JI  (2n- 

6 


I). 


auch  1* 


und  wenn  wir  2»  statt  n setzen,  so  ist 
n(2n  -+■  1)  (*«■+■  1). 


■(*•)*  = 


Be- 


zeichnen wir  nun  noch  die  Summen  der  Quadrate  der  ersten  n gera- 
— ' ’cn  mit  —(2/#)’  und— (2*~1)*,  so  haben  wir  auch 


den  und  ungeraden  Zahlen  i 


®(2«4-l)  (4n-+-  1) 


'2(2/.)’4-^(2»-l)*  = 

2?(2/*)’  — — (2/* — 1)’  = 3 -4—  7 — |—  1 1 —|—  . . . — |— 


dahcr^'(2»)*=- 


2«(n  4-  I)  (•”  -fr-  1) 


= 2>  + 4,+ 


; und  nach  oben  ist  auch: 
(4»  — 1)  = «(2«  + 1) 
4*4-6*  4-  ....  -I-  (2»)* 


und— (2/i — 1)J= 


w(2/f-t- 1)  (2«  — 1) 


= l>4-3*4-5*4-....4-(2»— 1)*. 


Hierbei  ist  es  nur  etwas  auffallend , dass  man  die  Summen  der 
Kuben  der  geraden  und  ungeraden  Zahlen,  und  zwar  auf  zweifache 
Weise,  leichter  findet,  als  die  Summe  ihrer  Quadrate,  und  dabei 
erhält  man  noch  den  Beweis  der  Lehrsätze  A.  1.  und  B.  1.  so  wie  C.  1. 
und  1.  in  den  Kauf.  Sollte  es  vielleicht  auch  noch  für  die  Summen 
der  Quadrate  einen  leichteren  Weg  geben? 

Aber  nicht  allein  findet  mau  die  Summen  der  dritten  Potenzen 
der  geraden  und  der  ungeradeu  Zahlen  leichter,  sondern  es  ist 
nun  auch  der  Fortschritt  zu  den  höheren  ungeraden  Potenzen  dieser 
Zahlen  gegeben.  Denn 

E.  1)  Wenn  (wie  in  A.)  A die  «te  und  A’,  die  (/»  — l)te  Tri- 
gonalzahl  ist,  so  ist  allgemein,  für  alle  ganze  Wertlie  von  v 

worin  4-  1 bei  ungeradem  v,  und  4 -v.n  bei  geradem  v die  Reihe 
schliesst.  Und  es  folgt  sehr  leicht  daraus,  wie  in  A.: 

(r-l)(r-2)  ^ _ (--l)~(e-4)  ^ — 

2.3  ' " 2. 3. 4. 5 • " 


o v— i 

Srio>-\—=.  .A 


..--.Snv 

v 


wenn  überhaupt  Glieder  mit  dem  — Zeichen 
stutt  haben,  also  wenn  v >•  2 ist. 


Wir  fanden  aber:  Sn'  = A 

Sn*  = A*;  wie  dies  auch  aus  der  allgemeinen 
Gleichung  folgt. 

Daher  ist  also  ferner:  Snl  = - . A*  . (4A — 1) 

= A*  . (6A*  — 4A'4-  1) 


Sn'  =-r . A* . (16A»  — 20A*  4-  12 A—  3) 


5 

etc.  etc 


2)  Wenn  wir  (wie  in  B.)  A — »’  und  A,  = (n  — 1)*  setzen, 
so  ist  auch  eben  so  allgemein  für  ganze  v: 
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A>  - A\*  = . [(2»  - 1 r-1  + 


(2k-1)„.(2,— 4)  ,21^  . (2*-1)....(2>.-2,H-2) 

+■  2. 3. 4. 5 2 (2*  — 1) 


. (2» — 1)J 


worin  alle  Coefficienten,  wenn  sie  mit  v oder  (wenn  v = 2-r/t i ist) 
mit  ju  multiplicirt  werden,  ganze  Zahlen  sind,  und  der  reducirte 

allgemeine  Factor  ist  eigentlich  = j;  (auch  ist  diese  Be- 

merkung auf  die  obige  Gleichung  A«2*-*  = . . . . anwendbar.) 

Fs  folgt  aber  nun  wieder  sehr  leicht: 


3 (2»  — 1 )2"-t 

_ (2*  — 1)  . 
2 . 3 


2*— 2—* 

’ h 
■ (2*  — 4) 
4 . 5 


. A* 


(2*  — 1)  (2*  — 2) 
2 . 3 


. 3 (2»  — 1)2*— 3 


. 3 (2*  — 1)2*  5 i (2n  — !)■ 


Wir  fanden  aber  schon,  wie  cs  die  allgemeine  Gleichung  nuch 
ergiebt: 

3(2»— 1)>=A 
2(2»  — 1)*=A'(2A—  1) 

daher  weiter : — (2» — 1)‘  =y . A.  (16A’  — 20A  -J-7) 

3 (2» — 1 ) ’ = y . A.  (48  A*  - 1 12A»  + 98  A—  31 ) 


3(2»—  l)*=y.A.(2‘.A*—  2".  15.  A* +2«.  49.  A* 

— 2>.155.A-+-381) 

etc.  etc. 

3)  Es  ist  also  jedes  .3(2» — l)1*— t eine  algebraische  Fuoction 
von  und  jedes  A»**—  l ist  eine  solche  Function  von  der  »ten 

Trigonalzahl  = setz(:  man  hier  nun  2»  statt  «,  und  zieht 

alsdann  3(2»  — 1)2*—  t ub,  so  ist  die  Differenz  = 3(2»)2*— l,  wodurch 
nun  auch  die  Mummen  der  ungeraden  Potenzen  der  ganzen  Zah- 
len mit  abwechselndem  Vorzeichen  gegeben  sind  * ) . 

Uebrigens  ist  hier  nicht  der  Ort,  eine  weitere  Ausführung  die- 
ser Andemungcn  zu  machen,  wenngleich  wir  uns  nicht  erinnern, 
die  hier  so  leicht  gefundene  einfache  Form  von  A»3*— >und3(2» — 1)2*— l 
anderswo  geseheu  zu  haben. 


*)  Die  Resultate  unserer  (sei  es  ohne  Eitelkeit  gesagt)  einfachen  und 
klaren  Darstellung  weichen  nun  ober  von  den  allgemein  geltenden  für  den 
Fall,  dass  inan  « = » setzt,  ganz  ungemein  ab.  M.  s.  Kliigel’s  inathem.  Wör- 
terb.  Art.  Potenz  §.  49.  sqq.  Nach  Klügel  haben  alsdann  alle  diese  unend- 
lichen divergirenden  Reiben  endliche  Werthe,  wogegen  wir  lauter  oo  linden. 
W ie  ist  nun  diese  Discrcpanz  zu  beseitigen?  Wahrhaftig,  wir  wissen  es 
nicht.  Im  Gegentheil  scheinen  uns  Abel  und  der  Herr  Herausgeber  sehr 
Recht  zu  haben,  wenn  sie  so  stark  gegen  jene  Ueweisart  eifern,  wie  dies 
im  Archiv  Bd.  1.  llft.  1.  pag.  19  — 21  des  literar.  Berichtes  zu  lesen  ist. 
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XLII. 

Einiges  von  den  Kegelschnitten. 

Vou 

dem  H er  ausgeber. 


Wenn  p den  Parameter  einer  Parabel  bezeichnet,  0 der  Win- 
kel ist,  welchen  der  Radius  Vector  r mit  einer  von  dem  Brenn- 
punkte aus  gezogenen  geraden  Linie  einschliesst,  indem  man  diese 
Winkel  von  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  an  immer  nach 
derselben  Seite  hin  von  0 bis  300“  zählt,  und  m den  von  der  von 
dem  Brennpunkte  nach  dem  Scheitel  der  Parabel  gezogenen  geraden 
Linie  mit  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  eingcscblossenen 
und  auf  dieselbe  Weise  wie  0 genommenen  W'inkel  bezeichnet,  so 
hat  man  bekanntlich  die  Gleichung 


I.  r 


P 

2|  1 — cos  (8  — <u)| 


oder 

2.  y P — r 1 1 — cos  (0  — oi)j. 

Folglich  hat  man  für  die  drei  Vectorcn  r.  rM  r,  und  die  drei  ent- 
sprechenden Winkel  0,  ©,,  0,  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

= r jl  — cos  (0  — «o)|, 

3.  = |l  — cos  (0,— «u)j, 
liP  = *•»  Jl  — cos  (0,—  «i)| ; 

aus  denen  wir  nun  die  beiden  Grössen  p und  tu  eliminiren  wollen. 
Durch  Elimination  von  p erhält  man  sogleich 

d.rj  1 — cos(0 — «o)  j = r,  j 1 — cos(0, — bi)j  =r,  1 1 — cos(0,  — tu)  j, 
und  folglich 

r — r,  = r cos  (0  — w)  — r,  cos  (0,  — <u) 

= (r  cos  0 — r,  cos  0,)  cos  tu  -f-  (/■  sin  0 — r,  sin  0,)  sin  «u, 
r — r,  = r cos  (0  — (u)  — r,  cos  (0,  — tu) 

= (r  cos  0 — r,  cos  0,)  cos  u -+-  (r  sin  0 — r,  sin  0,)  sin  <u; 
also,  wie  mun  leicht  findet, 

r(r,  — r,)  cos  fl-t-r,  (r— r,)  cos  8,  -fr,  (r,  — r)  cos  8, 
rr,  sin  (8  — 8,)  sin  (8,  — 8,)  ■+■  r,t-  sin  (8,-8)’ 

r(r, — r,)sin8-Hr,  (r — r,)sin8,  -+-  r,  (r, — r)sin  8, 
rr,  sin(8  — 8,)-t-r,r,  sin  (8i  — 8,)-f-r,r  sin  (8,-8)' 


Isin  tu  = 
cos  bi  = 
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Weil  nun 


ein  eu*  4-  cos  w’  = 1 
ist,  so  erhält  inan  tlie  Gleichung 

6.  |r(ra  — r,)  cos  © -+-  r,  (r  — ra)  cos  0,  ■+■  r,  (r,  — r)cos0a|» 
•4-  sin  ® + r.  (»•  — #•,)  sin  0,  -f-r,  (r,  — r)  sin  0a|* 

= jrr,  sin  (0  — 0,)  -+-  r,r,  sin(0,  — 0a)  4-  r,r  sin  (0,  — 0)j». 
öder 


7.  r’(r,  — r,)’  4-  r,»  (r  — ra)*  4-  r,»(r,  — r)s 
-*■  2rr,  (r  — ra)  (r,  — r,)  cos  (0  — 0.) 

— 2r,r,  (r,  — r)  (r,  — r)  cos  (0,  — 0,) 

— 2r ar  (r,  — r,)  (r  — r,)  cos  (0,'  — 0) 

=r’r,  ’ sin(0 — 0,)J4-  r,*r,*  sin  (0,  — ©,)’  4-ra»rasin(0  — 0)» 
4-2rr,ra  jr  sin(0— 0,)  sin(0, — 0)4-r,  sin(0,  — ©a)sin(0— 0<) 

-4-  ra  sin  (0,  — 0)  sin  (0,  — ©,)}, 

oder,  wie  man  leicht  Godet, 

8.  2 (r*rt*  4-  r.V,’  4-  r%*r*)  — 2rr,r,  (r  4-  r,  4- ra) 

— 2rr,  (r  — ra)  (r,  — ra)  cos  (0  — 0,) 

— 2r,r,  (r.  — r)  (r,  — r)  cos  (0.  — ©,)  • , 

— 2 rar  (ra  — r.)  (r  — r,)  cos  (0a  — 0) 
=r*r,*sin(©— 01)»4-rl*r>*sin(©1—  0,)*4-r>,r*sin(0,— 0)> 
4-  2rr , r a |rsin  (0  — 0,)sin(0,— 0(4-*-,sin (0,  — 0a)sin(0— 0,) 

4-  r,  sin  (0a  — 0)  sin  (0,  — ©,)(. 

Bringt  man  nun  Alles,  was  auf  der  rechten  Seite  steht,  auf  die 
liuke  Seite,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Verwandlungen 

9.  0 = r’r,*  |l4-cos(0  — 0,)*j 
+ ri'rz’  t1  4-  cos  (0,  — 0,)*  j 
4-  r3’r*  j 1 4-  cos  (0a  — 0)1 1 
| r (1  4- sin  (0  — 0,)  sin  (0a  — 0)]  \ 

— 2 rr,ra  \4- r,  [1  4- sin  (0,  — 0a)  sin  (0  — 0,)]  ( 

'4 - ra  [14-  sin  (0a  — 0)  sin  (0,  — 0,)]  J 

— 2rr,  (r  — ra)  (r,  — ra)  cos  (0  — 0,) 

— 2r ,r,  (r,  — r)  (ra  — r)  cos  (0,  — 0a) 

— 2rar  (ra— r.)  (r  — r.)  cos  (0a  — 0). 

Weil  nun  aber 


(r  — *•»)  (Ti  — r,)  = rr,  — r,  (r  4-  r,  — ra), 
(r,  — r)  (ra  — r)  = r,ra  - r(r,+ra-  r), 
(*•»  — r,)  (r  — r,)  = rar  — r,  (ra  4-  r — r,) 
ist,  so  ist,  wie  leicht  erhellen  wird, 

21* 
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d.  i. 


10.  0 = r*r,*  jl  — cos  (0  — ©,)*| 
+r,»r,’  jl— cos  (0,  — 0,)2| 

-4-  r,JrJ  j l — cos  (0,  — ©)’  | 

Ir  (I  -f-  sin  (0  — ©,)  sin  (0,  — ©)] 
+ f,  [l  -4-  sin  (©,  — ©j)  sin  (0  — 0,)1 
+ r,  [1  + sin  (0,  — 0)  sin  (0,  — ©,)1 
( (r+r,  - r,)  cos  (0  — ©,) ' 

-+■2  rr,r,  j -4- (r , -4- r , — r)  cos  (©,—©,) 

(-4-  + r ,)  cos  (0,  — 0) 


11.  0 ==  4r*r, 1 sin  | (0  — 0,)* 

-1-  sin  4 (0,  — 0,)4 

-4-  4»-.I»■,  sin  4 (0,  — 0)4 
r[l  — cos(0 — 0,)-4-cos(0,  — 0,)  — cos(0,  — 0) 


— 2rr,r,|  + ri  [1  — cos(0,— 0,)-4-cos(0,  — 0)  — cos(0— 0,) jl 


sin  (0  — 0,)  sin  (0,  — 0)JI 

’.n 
>,)J 

i>s(ö— fc>,)-cos(0,— 0,)~l| 

in  (0,  — 0)  sin  (0,  — 0,)J 


sin  (0,  — 0,)  sin  (0 — 0,)_ 
|-4-r,  [1  — cos(0, — 0)-4-cos(0 — 0,)  — cos(0,  — ©,)" 

• sin  I 

Es  ist  ober,  wie  mnn  mittelst  einiger  leichten  goniomctrischen  Ver- 
wandlungen findet, 

1 — cos(0 — 0,  )-4-cos(0,  — 02) — cos(0,— ©H-si  n{0 — 0 , )sin(0, — 0) 

= 4 sin  ■ (0,  — 0)J  sin  | (0  — ©,)■, 
l-cos(0,  - 0,) -f-  cos  (0,  - 0)  - cos  (©  - 0 , ) -4-  si n (0 , -0,)sio(0-0,) 
= 4 sin  4 (0  — 0,)’  sin  4 (0,  — 0,)*, 
l-cos(0,-0)-4-cos(0-0,)-cos(0,  -0,)-l-sin  (0,-0)  sin  (0,-0,) 
= 4 sin  i (0,  — 0,)’  sin  4 (0,  — ©)*; 

und  folglich 


12. 


— 2 rr,r. 


0 ==  r*r,*  sin  4 (0  — ©,)* 
-4-r1V,*sin4(01  — ©,)* 
-4 -r,*r*  sin  4 (0,  — 0)* 
r sin  4 (©  — 0,)J  »in  4 (0, 
-1-  r,  sin 4 (0,  — ©,)’  sin  4 (0- 
-4-r,  sin  4 (0,  — ©)’  »in  4(0 1 - 


- 0)> 
0,)’ 
-0,)’ 


oder 
13.  0 = 


sin  4(8,  —8,) 

Vr 


— 2 


sin  4 (O,  — 

Ä! 

l/r 

sin  4(0»  ^_8)|  4 
i/r,  1 
4(Q»- 
W, 


sinji’f»  — 8,) 

V/r, 


» s 
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Ueberbaupt  ist  aber 

«*  -f-  A*  -t-  c*  — 2 «>£»  — 2 Ä»c*  — 2c*o> 

— (a»^-A»_c^)»_4o*A»==(o*-^-2«Ä-^-4,— 2«A-4-Ä»— c«) 
= ((«-+-£)’  — c’|  t(o  — — c*j 
= («-+-  d -+-  c)  (a  — d — c)  («  — 4 + c)  («r  -+-  d — c), 
und  wenn  also 

«*  + d*  -f-  c*  — 2a»d»  — 2dac*  — 2e*<?’  = 0 
ist,  so  muss  notbwcndig  mindestens  eine  der  Grössen 

»+i  + «i  « — d — e,  « — d -4-  tr,  « -+-  d — e 

verschwinden,  Wenden  wir  dies  auf  die  Gleichung  13.  an,  so  er- 
giebt  sieb,  dass  immer  mindestens  eine  der  vier  Grossen 

sin  i (8,  — 8,)  , sin  | (8,  — 8)  , sin  $(8—  8,) 

iTP  1 VÜ  1 ’ 

sin  j (8,  — 8,)  sin  | (8,  — 8)  sin  ^ (8  — 8,) 

\/r  p7[  l/V,  ’ 

»in  J (8,  — 8,)  sin  J (8,  — 8)  sin  j (8  — 8,) 

\7~r  ' l/  V,  V<  \ 

*in  \ (fl,  — fl,)  sin  I (fl,  — fl)  sin  j (fl  — fl,) 

V>  l/r,  l/r, 

verschwindet. 

Wenn  keine  der  Grössen 

sin  { (e  — 8,),  sin  J (8,  — 8,),  sin  { (8,  — 0) 

verschwindet,  so  kann  immer  nur  eine  der  vier  obigen  Grössen 
verschwiuden.  Denn  nähme  man  an,  dass  zwei  derselben  ver- 
schwänden, so  würde  sieb  durch  deren  Addition  oder  Subtraction 
immer  leicht  ergeben,  dass  auch  eine  der  Grössen  sin  -J  (0  — 0,), 
sin  (0,  — 03),  sin  J (0,  — 0)  verschwinden  müsste.  Wir 
wollen  jetzt  den  Scheitel  der  Parabel  durch  S,  ihren  Brenn- 
punkt durch  F,  die  Endpunkte  der  drei  Vectoren  r,  r, , r,  re- 
spective  durch  A,  A,,  A,  bezeichnen,  so  dass  ulso  r = FA, 
r,  = FA , , r%  = FAt  ist,  und  wollen  annchmen,  dass  diese  drei 
Vectoren  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Axe  der  Parabel  liegen, 
und  ihrer  Grösse  nach  aufsteigend  von  dem  kleinsten  bis  zum 
grössten  in  der  Ordnung  r,  r,,  r,  oder  FA,  FA,,  FA , auf  ein- 
ander folgen.  Setzcu  wir  nun,  was  otTenbar  verstauet  ist,  0 SFA, 
0,  = SFA, , 0,  = SFA, , wo  jeder  dieser  Winkel  kleiner  als 
180°  ist,  so  ist  0,  — 0,  = A,FA„  0,  — &z=AFAt,  ©,  — 0 
= AFA,,  und  nach  dem  vorher  Bewiesenen  muss  also  jederzeit 
eine  der  vier  folgenden  Gleichungen  richtig  sein: 

sin  4 A,FA , sin  } AFA , sin  i AFA, 

~ l /FA  7Jir  VFA,  U> 
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«in  i A,FA,  «in  , AFA , »in  ^ AFA , .. 

;i /FA  VFA,  H l /FA,  U’ 

»in-i^<,/V/1  sin|/if///,  »inAJ^,  „ 

VFA  VFAx  VFA,  — W’ 

sin \A,FA,  , sin \AFA,  sin| AFA,  „ 

VFA  H VF.T,  H l//v/,  — 

oder 

»in  J AFA,  sin  i A,FA,  sin  4 AFA, 

VFA,  VFA  h VFA,  * 

sin  4 AFA,  sin  | A,FA,  , sin  4 AFA, 

V FA~  — lZ£5  *”  ’ 

sin  4 AFAt  s\n$  A, FA,  sin  J .4 /Vf , 

VFA,  \77vi  i//Vf,  ’ 

sin  J AFA,  sin  \A,FA,  sin  J AFA, 

VFA,  \/ FA  \/FA , ' 

Welche  dieser  vier  Gleichungen  nun  aber  richtig  ist,  kann  auf  fol- 
gende Art  entschieden  werden. 

Weil  die  Winkel  AFA,,  A,FA,,  AFA , sämmtlicli  kleiner 
als  180°,  also  die  Winkel  | AFA,,  $ A,FA,,  J AFA,  sammtlich 
kleiner  als  'J00,  folglich  die  Grossen  sin  j AFA, , sin  j A,FA„ 
sin  ± AFA,  sammtlich  positiv  sind,  so  ist  die  dritte  der  vier  obigen 
Gleichungen  offenbar  unstatthaft. 

Weil  ferner  AFA,  >•  AFA,,  also  auch  j AFA,  > \AF A , , 
und  jeder  dieser  beiden  Winkel  kleiner  als  WO"  ist,  so  ist  auch 
sin  { AFA,  ^>sin  | AFA, , und  folglich,  weil  FA , •< FA, , also 
auch  \/FA,  < l /FA,  ist,  auch 

sin  i AFA,  . sin  i AFA, 

-Vfä-^-vfäT' 

woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  auch  die  zweite  der  vier  obi- 
gen Gleichungen  nicht  Statt  finden  kann,  wobei  inun  immer  zu  be- 
achten hat,  dass 

sin  j AFA,,  sin  J A ,FA„  sin  $ AFA,, 
lauter  positive  Grössen  sind. 

Dali  er  bleibt  jetzt  bloss  noch  zu  entscheiden,  welche  von  den 
beiden  Gleichungen 

sin  | AFA,  sin  | A,FA,  . sin  4 AFA, 

VFA,  pFÄ  V FA, 

die  richtige  ist,  worüber  mau  auf  folgende  Art  ins  Klare  kom- 
men kann. 

Man  lasse,  FA  und  FA,  als  constant  betrachtend,  FA,  von 
FA,  an  stetig  wachsen,  so  werden  sich  auch  die  Grössen 
sin  ±AFA,  sin  \A,FA,  sin  \AFA, 

\?FA,~  ’ VFA  ’ l /FA, 

stetig  verändern.  Sollte  es  nun  einen  endlichen  völlig  bestimmten 
Werth  des  veränderlichen  Radius  Vector  FA,,  den  wir  von  jetzt 
an  durch  (FA,)  bezeichnen  wollen,  von  solcher  Beschaffenheit  ge- 
ben können  dass  für  demselben  unendlich  nahe  kommende  WerLhe 
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des  veränderlichen  Radius  Vector  auf  beiden  Seiten  dieses  endlichen 
völlig  bestimmten  Werthes  (FA !,),  die  wir  durch  FA',  und  FA", 
bezeichnen  wollen,  mit  Beziehung  der  obcrn  und  untern  Zeichen 
auf  einander 

sin  {AFA , sin  {A,FA,  sin  {AFA, 

1/  FA , — VFA  — VFA, > 

sin  {AFA',  sin  {A,FA\ sin  {AFA, 

VFA,  \7~FA  l /FA‘, 

wäre;  so  wäre 

sin  {AFA  , sin  {AFA' , 

VFA,  {AFA, 

sin  {A,FA,  sin  {A,FA\  ( ,sin  {AFA,  , sin  {AFA,. 

— {/FA  {/FA  — 1 VFA,  + {/FJ\~>- 

Lässt  man  nun  FA',  nnd  FA",  sich  dem  Radius  Vcctor  (FA,) 
nähern,  so  nähern  die  Differenzen 


sin  {AFA,  sin  {AFA',  sin  {A,FA,  sin  {A,FA', 

{/FA,  VFA,  ’ {/FA  VFA 

sieb  offenbar  der  Mull  als  ihrer  Gränze  bis  zu  jedem  beliebigen 
Grade.  Also  nähert  sich  nach  dem  Obigen  offenbar  auch  die  Summe 


sin  {AFA,  . sin  {AFA, 

~Vfä7~  Vfa,"  ' 

der  Null  als  ihrer  Gränze  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade.  Die 
Grösse,  welcher  sich  diese  Summe  als  ihrer  Gränze  bis  zu  jedem 
beliebigen  Grade  nähert,  ist  aber  offenbar 


2sin  {AFA, 
V(FA,)  » 


und  cs  müsste  also  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  offenbar 


2sin  {AFA, 

{/(PA,T 


= 0,  d.  i. 


1 

{/(FA,)  — 


0 oder 


1 

(FA,) 


= 0 


sein,  welches  ungereimt  ist,  da  (FA,)  eine  endliche  völlig  be- 
stimmte Grösse  sein  soll.  Also  kann  offenbar  nie  für  gewisse 
Werthe  von  FA, 


sin  {AFA,  sin  {A,FA,  , sin  {AFA, 

1 7JÄ~  — vfa  v'fa,  ’ 

für  andere  Werthe  von  FA, 


sin  {AFA, sin  {A,FA,  sin  {AFA, 

vfa,  VFA  vfa , 

sein , sondern  es  muss  immer  entweder  die  erste  oder  die  zweite 
Gleichung  Statt  finden.  Für  FA,=zFA,  ergiebt  sich  aber  aus 
der  zweiten  dieser  beiden  Gleichungen,  da  in  diesem  Fall cA,FA, 
= 0 ist,  die  offenbar  ungereimte  Gleichung 

sin  {AFA,  sin  {AFA, 

VFA,  — “ VFA,  ’ 

Daher  ist  die  zweite  Gleichung  in  dem  im  Rede  stehenden  Falle 
unstatthaft,  und  gilt  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  überhaupt 
nicht.  Also  ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  immer 
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»in  _ sin  {A,FA,  sin  iAFA, 

X/jFA,  \/FA  + VFA,  ’ 

Weiterer  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  uns  für  jetzt 
enthaltend,  wollen  wir  nun  sogleich  zu  deu  folgenden  Betrachtun- 
gen über  die  Ellipse  fortschreiten. 

Bai  der  Ellipse  hat  uiau,  wenn  a die  halbe  grosse  Axe,  e die 

Excentricität  bezeichnet,  A = -^-  gesetzt  wird,  0 der  von  dem  Ra- 
dius Vector  r mit  einer  von  dem  entsprechenden  Brennpunkte  aus 
gezogenen  geraden  Linie  eingeschlossene,  von  0 bis  360°  gezählte 
Winkel,  und  tu  der  mit  derselben  Linie  von  der  von  dem  tu  Rede 
stehenden  Brennpunkte  nach  dem  nächsten  Scheitel  der  grossen 
Axe  gezogenen  Linie  eingeschlosscne,  auf  dieselbe  Weise  wie  0 
genommene  Winkel  ist,  bekanntlich  die  Gleichung 


oder 


14. 


a{l~t ») 

r l-t-Acos(0 — to)’ 


15.  <7(1 — A*)  = r j 1 -+-  A"  cos  (0  — ui)|. 

Für  vier  Vectoren  r,  r,,  r„  r,  und  die  entsprechenden  Winkel 
0,  ©,,  0,,  0,  hat  man  daher  die  vier  Gleichungen 


1<r(l — A*)  =:  r 1 1 -4- A-  cos  (0  — tu)j, 
«(1  — A3)  = r,  j 1 -f-  A-  cos  (0,  — tu)\ , 
ö(1  — AJ)  = r,  j 1 -1-  A cos  (0,  — to)| , 
«(1  — A3)  = r,  1 1 -+- A*  cos  (0,  — m)  |; 


aus  denen  durch  Elimination  von  «( 1 — /•’)  sich 
r |1  -f- A cos  (0  — o»)| 

=r,  jl  -+•  A cos  (0,  — to)| 

=r,jl  A cos  (0,— m)j 
=r.|l  H-A  cos  (0.  —o>)| 

und  folglich 

* r,  = — A|r  cos  (0  — tu)  — r,  cos  (0, — u»)|, 

r — r,  = — Aj r cos  (0  — tu)  — r%  cos  (0,  — o»)(, 
r — r,  = — A| r cos  (0  — tu)  — r,  cos  (0,  — cu)| ; 
also  durch  Division 

r — r, r cos  (0  — ca)  — r,  cos  (0,  — o>) 

r — r,  ’ r cos  (0  — w)  — r,  cos  (0,  — ui)’ 

r — r,  r cos  <e  — tu)  — r,  cos  (0, — tu) 

r — r,  r cos  (0  — tu)  — r,  cos  (0,  — tu) 

oder 

r — r,  r cos  0 — r,  cos  0,  (r  «in  0 — r,  sin  0,)  tang  n> 

r — r,  r cos  0 — r,  cos  0,-f-(r  sin  0 — r,  sin  0a)  tang  co’ 

r — r,  r cos  0 — r,  cos  0,  -+. (r  sin  0 — r,  sin  0,)  tsng  m 

r — r,  r cos  0 — r,  cos  0,  -+-(r  am  0 — r,  sin  ©,)  tang  tu 

ergiebt.  Hieraus  folgt  aber  ferner 
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17. 


taug  w : 


rjr,—r ,)  cos  0+r,(r— r,)  cos  — r)  cos  0, 

r(r, — r,)  sin  ®-f -r,(r— r,)  sin  — r)  sin  ©,’ 

t w = — r^r>~r'^  co"  S-M'ifr'— r,)  cos  — r)  cos  ®, . 

® r(r, — r,)  sin  0+r,(r— r,)  sin  0,-t-r,(r,— r)  sin  0,’ 

woraus  sich  nun  die  Gleichung 

r(r,  — r,)  cos  ®-t-r,(r  — r2)  cos  — r)  cos  0, 

»■<»•>—  *•,)  sin  0-t-r,(r  — r,)  sin  0,  -+-r,(r,  — r)  sin  0, 

>'(r, — r,)  cos  ®-t-r,(r  — r,l  cos  0,-j-ri(r, — r)  cos  0, 

r(r,—  r,)  sin  0-t-r,(r  — r,)  sin  0, -t-r,(r,  — r)  sin  0, 

ergicbt,  die  mnn  leicht  auf  die  Form 

18  0=  r r,(r,  — sin  (©  — 0,) 

+ r r,(r, — r ,)  sin  (0  —0,) 

4-*’  »•»(«‘s—  r,)  sin  (0  —0.) 

+ r,r3(r,—r  ) sin  (0,-0,) 

4*rir»(r  —»•>)  «in  (8,  — 0.) 

4-r,r,(r,  — r ) sin  (0,  — 0.) 

bringt.  Diese  Gleichung  lässt  sich  aber  auch  unter  der  Gestalt 

19.  0=  r r,rajsin(0  — 0,)-f-sin  (0,  — ®,)-4-sin  (0, — 0 )| 

— *■  '•i'-.isint©  — 0,)-+-sin  (0,  — 0,)-J-sin  (0,—  0 )| 
+ r r,r,|sin(0  — 0,)-+-sin  (0,—  0,)  + sin  (0,— 0 )| 

— ',.*V.I»in(0,—  0,)  + sin  (0,— 0,)-l-sin  (0,-0,)), 
oder  unter  der  Gestalt 

20.  0=  r r,r,  sin  4(0  — 0.)  sin  4(0,— 0,)  sin  4(0,  — 0 ) 

— r r,r,  sin  4(0  —0,)  sin  4(0,  — 0.)  sin  4(0,  — 0 ) 

-4-r  r,r,  sin  4(0  —0,)  sin  4(©,  — 0,)  sin  4(0,  — 0 ) 

— r,r,r,  sin  4(0,  — 0,)  sin  4(0,  — 0,)  sin  4(0,—  0,), 

oder  auch  unter  der  Gestalt 

21  0=  sin  j(0,  — ©,)  sin  j(0,  — 0,)  sin  4(0,  — 0,) 

r 

sin  4(0  — ©,)  sin  4(0,  — 0,)  sin  4(0,  — 0) 

r. 

I sin  j(®  — ©,)  sin  4(0,  — 0,)  sin  4(0,  — 0) 
r» 

sin  4(0  — 0,)  sin  4(0,  — 0,)  sin  4(0,  — 0) 

r, 

darstellen.  Die  Gleichung  18.  kann  man  auch  auf  die  Form 
22.  0=  (i  _ i)  8in  (0  _0i) 

+ (jT  “ jr)  »in  (e  — ®s) 
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■+■  (r rO  sin  (©  — ©,) 

ri  ra 

+ (7-  — ;r)  «in  (e,  — ©,) 

,1  l>  . 

H- (-  — — ) sin  (©,—©,) 

■+•  (~T  — ~)  sin  (©,—  ©,) 

bringen. 

Aehnlicbe  Betrachtungen  würden  sich  nucb  über  die  Hyperbel 
misteilen  lassen,  wobei  wir  aber  liier  nicht  länger  verweilen  wol- 
len, da  dieselben  nach  dem  Vorhergehenden  keine  Schwierigkeit 
haben. 


XLIII. 


Uebungsaufgaben  für  Schüler  *). 


1.  Man  soll  zeigen,  dass  die  Quadratwurzel  aus  der  Grösse 

in  der  Form  \/u+\/ß  ausgezogen  werden  kann,  wenn 

«t1 — i ein  vollkommenes  Quadrat  ist,  und  in  der  Form  \/a+\/ß, 
a* 

wenn  1 — -j-  ein  vollkommenes  Quadrat  ist. 

2.  Wenn  die  Grössen  n,  f>,  c nicht  alle  drei  unter  einander 
gleich  sind,  so  ist  immer  (ar-|-Ä-l-e),>'27<»Ac<9(«,-F-Ä,-f-c,J. 

3.  Man  soll  den  Bruch 

8a'1  — IQ.r1  -f-  'x  — 2 
6a:*  — llir»-f-8x  — 2 

auf  seinen  einfachsten  Ausdruck  bringen. 

4.  Wenn  zwei  Kreise  sich  in  A und  B schneiden,  durch 
den  Punkt  A die  beiden  Durchmesser  AD  und  AD',  und  die  bei- 
den Sehnen  A C und  AC\  von  denen  eine  jede  denjenigen  der  beiden 
Kreise  berührt,  von  dem  sie  keine  Sehne  ist,  dieser  beiden  Kreise  ge- 
zogen sind  , ferner  die  Linie  AEE'  denWinkel  DAD  'halhirt  und  die 
beiden  Kreise  in  E und  E schneidet;  so  ist  die  gemeinschaftliche 
Tangente  der  beiden  Kreise  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
den  beiden  Sehnen  DE  und  D'E ',  und  die  gemeinschaftliche  Sehne 
AB  der  beiden  Kreise  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den 
beiden  Sehnen  BC  und  BC'. 

5.  Wenn  p die  Länge  des  von  dem  Mittelpunkte  eines  mit 


’)  Grösstentheils  ausgezogen  aus  Cambridge  Senate-Houso  Pro- 
blems, 1837.  1840  von  dem  Herausgeber. 
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dem  Radius  r beschriebenen  Kreises  auf  eine  Seite  eines  in  den- 
selben beschriebenen  regulären  Fünfecks  gefällten  Perpendikels, 
und  q die  halbe  Seite  eines  in  denselben  Kreis  beschriebenen  regu- 
lären Zebnecks  ist,  so  ist  immer  r‘ — 2(jz* — q '). 

6.  Wenn  von  einem  Punkte  C'  in  der  einen  AB  von  drei 
sich  in  den  Punkten  A,  B,  C schneidenden  Geraden  io  beliebiger 
Anzahl  gerade  Linien  gezogen  werden,  welche  die  Linien  AC,  BC 
schneiden,  z.  B.  in  den  Punkten  B\  A\  so  liegen  die  Durchschnitts- 
punkte eines  jeden  Paars  der  von  ß,  A nach  den  Durchschnitts- 
punkten ß',  A'  gezogenen  geraden  Linien  BB\  AA'  in  einer 
durch  den  Punkt  (D  gehenden  Geraden. 

7.  Wenn  drei  sich  in  A,  ß,  C schneidende  gerade  Linien  AB, 
BC,  CA  von  einer  dritten  geraden  Linie  respective  in  C,  A’,  B' 
geschnitten  werden,  so  ist  immer  (bekanntlich)  AB ' . BC'  , CA' 
z=A'B  . B’C  . CA,  und  das  Product  der  Fläcbcnräume  der  drei 
Dreiecke  A'BC',  B'CA',  CAB'  ist  jederzeit 

(AB  . BC'  ■ C A . sin  A sin  B sin  C')J 
8 sin  A sin  B sin  V 

8.  Wenn  «,  ß,  y die  Entfernungen  des  Durchschnittspunkts 
der  die  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  ABC  balbirendcn  geraden 
Linien  von  den  Spitzen  A,  B,  C des  Dreiecks  sind,  so  ist  immer  . 

■*(7  " T>  + «7  ~ b + ^7  “ ±>  = ' °- 

9.  Wenn  man  die  drei  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks 
ABC  durch  Bogen  grösster  Kreise  halbirt,  und  a,  ß,  y die  zwi- 
schen deren  gemeinschaftlichem  Durchsclmittspunkte  und  den  Spitzeu 
A,  B,  C des  Dreiecks  liegendeu  Bogen  sind,  so  ist  jederzeit 

cos  a sin  (b — c)  -f-  cos  ß sin  ( c — <r)-f-cos  y sin  ( a — £)  = 0. 

10.  Wenn  drei  Durchmesser  einer  mit  dem  Halbmesser  r be- 
schriebenen Kugel  sich  unter  den  Winkeln  u,  ß,  y schneiden  und 
a = ^(a ß -i- y)  gesetzt  wird,  so  ist  der  körperliche  Inhalt  des 
von  den  die  Kugel  in  den  Endpunkten  der  drei  Durchmesser  be- 
rührenden Ebenen  eingescblossencn  Parallelcpipedons 

ir‘ 

V^sin  ff  sin  (o — o)  sin  (ff  — fl)  sin  (ff — y) 

11.  Wenn  ein  mit  dem  Halbmesser  r beschriebener  Kreis  eine 

Parabel,  deren  Parameter  j>  ist,  in  vier  Punkten  schneidet,  so  ist 
das  Product  der  Entfernungen  der  vier  Durchschnittspunkte  von 
der  Axe  der  Parabel,  — /•’),  wo  a die  Entfernung  des 

Scheitels  der  Parabel  von  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  bezeichnet. 

12.  Wenn  PT.  QT  zwei  au  die  Punkte  P,  Q einer  Parabel, 
deren  Brennpunkt  P ist,  gezogene  Tangenten  sind,  so  ist  immer 
PP.  PU  = FT2,  und  wenn  PP,  PU  einen  gegebenen  Winkel 
u einschliessen,  so  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  T eine 
Hyperbel,  welche  näher  zu  bestimmen  ist. 

13.  Wenn  q,q,  die  Krümmungshalbmesser  in  den  Endpunkten 
zweier  conjugirten  Diamcter  einer  Ellipse  sind,  so  ist  die  Summe 
(i-t-g,}  eine  constante  Grösse. 
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14.  Die  grösste  Projection  eines  Cubus  ist  ein  reguläres  Sechs- 
eck, dessen  Seite  sich  zu  der  Seite  einer  Seitenfläche  des  Cubus 
wie  1/2  : 1/3  verhält. 

(Diese  Aufgaben,  unter  denen  sieb  übrigens  einiges  Bekannte 
findet,  werden  fortgesetzt.) 


XLIV. 

M i s c e 1 1 e n. 


In  Dinglcrs  polytechnischem  Journal.  Band  LXXIV. 
Heft  3.  S.  194.  bat  Herr  Doctor  Mohr  in  Coblenz  folgendes 
Verfahren,  Barometer  ohne  Auskochen  luftleer  zu  machen,  ange- 
geben. 

„Das  Verfuhren  setzt  nur  den  Gebrauch  einer  Luftpumpe  voraus. 
Man  wird  hieraus  schon  leicht  errathen  können,  dass  durch  Weg- 
nahme des  atmosphärischen  Drucks  dieselbe  Erscheinung  hervorge- 
hracht  wird,  als  wenn  mau  durch  Hinzubringuug  von  Wärme  den 
Quecksilberdämpfen  eine  dem  atmosphärischen  Drucke  gleiche  Span- 
nung ertbeilt,  und  in  der  Thut  beruht  hierin  das  neue  Verfahren. 

Auf  den  Teller  der  Luftpumpe  setzt  man  vermittelst  eines  gut 
geschliffenen  Trichters  den  auf  Taf.  IV.  Fig.  3.  abgcbildeten  sehr 
einfachen  Apparat,  deu  man  in  kurzer  Zeit  aus  Glasröhren  und 
Korkstöpseln  zusummensetzen  kann.  Der  Trichter  a in  Taf.  IV'. 
Fig.  3.  ist  mit  einer  guten  Kautschuckröhre  an  die  Bleiröhre  b be- 
festigt, diese  mit  einem  Korke  in  die  etwa  14  Linien  weite  und 
5 bis  6 Zoll  lange  Glasröhre,  welche  von  irgend  einem  Stative  ge- 
tragen wird,  und  letztere  mittelst  eines  Korks  an  die  kleine  Röhre 
d,  an  welche  nun  mit  Kautscbuckröhrcn  die  auszukocheuden  Baro- 
meter befestigt  werden. 

Nehmen  wir  an,  man  habe  zu  einem  Gefässbaromcter  eine  ganz 
gerade  Röhre  mit  Quecksilber  zu  füllen.  Zuerst  macht  man  die 
Röhre  vollkommen  trocken,  indem  man  sie  erwärmt  nnd  mit  dem 
Vncuum  iu  Verbindung  setzt;  man  wiederholt  diese  Operation  eini- 
gemal, welches  sehr  rasch  geht.  Nun  giesst  man  das  Quecksilber, 
welches  ebenfalls  in  einer  Porzcllanschalc  erwärmt  wurde,  durch 
einen  unten  sehr  engen  Papiertrichter  in  die  Röhre,  befestigt  diese 
au  den  Apparat  nnd  pumpt  die  Luft  aus.  Die  Barometerröhre  liegt 
sehr  flach  auf  dem  Tische.  Beim  Entziehen  der  Lnft  schwellen 
alle  im  Quecksilber  gebliebenen  Luftblasen  stark  an  und  die  mei- 
sten geben  von  selbst  nach  Oben,  ohne  dass  man  etwas  Weiteres 
zu  tbun  nötliig  hätte.  Man  stellt  nun,  wenn  keine  Luftblasen  mehr 
nnfsteigen,  ein  möglichst  vollkommenes  Vacuum  dar,  und  fängt  an 
die  Barometerröhre  leise  schüttelnd  zu  bewegen,  gerade  wie  man 
bei  dem  Auskochen  auf  Feuer  zu  thun  pflegt.  Die  beiden  Kaut- 
schuckröhren  erlauben  eine  schon  heftige  Erschütterung,  ohne  dass 
der  Apparat  dadurch  aus  einander  käme.  Man  bemerkt  in  der  Ba- 
rometerröhre ein  hartes  Prellen  und  Klikcn  des  Quecksilbers  ge- 


Digitized  by  Google 


333 


gen  das  Glas,  ebenfalls  wie  beim  Auskochen,  und  grosse  Luftbla- 
sen erscheinen  an  alleu  Stellen,  wo  die  kleinsten  Luftbläschen 
sitzen  geblieben  sind. 

Durch  schüttelnde  Bewegung  wird  momentan  der  schwache 
Druck  des  Quecksilbers  in  der  geneigten  Röhre  aufgehoben,  die 
Luftblasen  vergrössern  sich,  und  iu  diesem  Augenblick  steigen  sie, 
weil  sie  ein  grösseres  Volumen  einnebmen,  aufwärts.  Durch  wie- 
derholtes Schütteln  bringt  man  so  die  kleinsten  Luftbläschen  zum 
Aufwärtssteigen.  Man  kann  auch  das  Aufwärtssteigen  der  Blasen 
beschleunigen,  wenn  man  die  Höhre  über  den  Rand  des  Tisches 
etwas  hinabhält,  wodurch  sie  steiler  zu  liegen  kommt.  Einzelne 
sehr  kleine  Bläschen,  welche  allein  nicht  Steigkraft  genug  besitzen, 
weiter  zu  rücken,  vereinigt  mau  zu  einer  grösseru  Bluse,  indem 
man  die  Röhre  nufrichtet.  Das  Quecksilber  ergiesst  sich  iu  die 
weite  Röhre  c,  und  in  der  Barometerröhre  entsteht  ein  Vucuum, 
welches  nun  alle  jene  Luftbläschcn  aufnimmt.  Biegt  man  nun  die 
Röhre  wieder  vorsichtig  hinab,  so  bringt  man  durch  dieselbe  Mani- 
pulation auch  diese  in  der  Spitze  gesammelte  Luftblase  heraus.  Es 
ist  eine  bekannte  Erfahrung,  dass  frisch  ausgekochte  Barometer 
von  Neuem  ein  Lufthläschen  zeigen,  wenn  man  sie  durch  Auf- 
richtcn  hat  spielen  lassen.  Alle  einzelnen  noch  so  kleinen  Luft- 
spuren sammeln  sich  alsdann  im  leeren  Raume  und  werden  beim 
Wiederanlaufenlassen  sichtbar.  Die  allerschärfstc  Probe  eines  luft-  * 
leeren  Barometers  ist  immer  das  sichtbar  bleibende  Lufthläschen 
beim  Vollaufen  der  Röhre.  Beim  Auskochen  kann  man  diese  Probe 
erst  nach  dem  Erkalten  machen,  hei  utiserm  Apparate  iu  jedem 
Augenblicke  wiederholen.  Ein  10  Linien  weites  Barometer  war 
innerhalb  10  Minuten  so  vollkommen  luftleer,  dass  es  ein  kaum 
sichtbares  Luftbläschen  zeigte.  Besondere  Schwierigkeiten  machen 
Röhren,  die  durch  Anschmelzcn  einer  eageru  Röhre,  eine  Verdün- 
nung des  Kalibers  haben.  Die  kleinen  Lufthläschen  gehen  nur 
durch  heftiges  Schütteln  der  sehr  steilen  Röhre  über  jene  Einschnü- 
rung hinweg.  Schmutz  an  der  innern  Seite  der  Röhre  hält  eben- 
falls leicht  Lufthläschen  zurück. 

Heberbarometer  und  gewöhnliche  Barometer  befestigt  man  eben- 
falls mit  einer  Kautschurkröhre  auf  die  Taf.  IV.  Fig.  3.  angedcu- 
tetc  Art  nn  den  Apparat.  Man  füllt  die  Röhre  nur  bis  an  ihre  Bie- 

fung  und  lässt  alles  übrige  Quecksilber  nuslaufen;  die  fernere  Be- 
andlung  wie  oben.”  Auf  diese  Art  hat  Dr.  Mohr  nach  seiner  An- 
gabe mehrere  Barometer  auf  ihren  Scalen  luftleer  gemacht,  und 
fügt  hinzu,  dass  dieses  Verfahren  sogar  das  sicherste  sei,  weil  die 
Röbre  mehr  gegen  mechanische  Verletzung  geschützt  ist. 

„Es  ist  übrigens  auch  gut,  die  Barometer  erst  halb  mit  Queck- 
silber zu  füllen  und  alsdann  luftleer  zu  machen,  weil  man  bei  dem 
geringeren  Drucke  des  Quecksilbers  desto  stärker  erschüttern  kann, 
um  gerade  die  äusserste  Spitze  des  Barometers,  auf  die  es  doch 
besnnders  ankommt,  luftleer  zu  machen.  Man  füllt  zuletzt  die  ganze 
Röhre  voll  und  wiederholt  die  Operation  mit  dem  nachgcfuilten 
Tbeile.  Es  geschieht  auch  wohl  zuweilen,  besonders  in  nicht  sehr 
glatten  Rohren , dass  eine  Luftblase  heim  Aufsteigen  in  mehrere 
kleinere  zerfällt,  welche  schwierig  aufsteigen.  Man  muss  alsdann 
durch  wiederholtes  Tummeln  und  Entleeren  dieselben  heruuszu- 
schaffcn  suchen." 

Jeder,  wer  die  Unannehmlichkeiten  des  gewöhnlichen  für  Un- 
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geübte  immer  schwierigen  Auskochens  der  Barometer  aus  eigner 
Erfahrung  kennt,  wird  mit  uns  die  Ueberzeugung  tbeilen,  dass  die 
obige  Methode  des  Herrn  Dr.  Mohr  verdient,  weiter  geprüft  zu 
werden.  Bewährt  sie  sich,  so  werden  Liebhaber  im  Stande  sein, 
sich  mittelst  derselben  auf  wohlfeile  Weise  gute,  zu  wissenschaft- 
lichem (■elmuche  taugliche  Barometer  zu  verschaffen  und  sich  bei 
einiger  Hebung  gelbst  zu  verfertigen,  in  welcher  Beziehung  wir 
vorzüglich  die  Lehrer  an  Gymnasien  und  andern  Schulen  aut'  die- 
selbe aufmerksam  machen  undzuihrerPrüfungauffordcrn  moch- 
ten. Gute  Barometer  sind  jetzt  so  kostspielige  Instramente,  dass 
eine  wohlfeilere  Herstellung  derselben  für  die  phvsikulischen  Appa- 
rate der  Schulen  jedenfalls  sehr  zu  wünschen  fst.  Dann  werden 
sich  auch  die  so  nützlichen  Barometer- Beobachtungen  gewiss  noch 
mehr  vervielfältigen  als  es  jetzt  der  Fall  ist. 


Maupertuis  lag  einmal  gähnend  in  seinem  Lehnstuhle  ausge- 
streckt und  sagte:  „Ich  wünschte  jetzt  ein  schönes  Problem  zu  lö- 
sen, was  nicht  schwer  wäre.“  Diese  Aeusserung  mahlt  ihn  ganz. 
(Aus  Chamforls  Werken). 

Mehrere  Züge,  welche  Maupertuis’s  ungemeine  Eitelkeit  und 
v Sucht  Aufsehen  zu  erregen  bekunden,  findet  man  in  Bossut’s 
Geschichte  der  Mathematik.  Theil  II.  S.  337  der  deutschen 
Uebcrsetzunjr.  Er  war  bekanntlich  einer  der  Mathematiker,  welche 
im  Jahre  1 736  auf  Veranlassung  der  französischen  Akademie  der 
Wissenschaften  nach  Lappland  geschickt  wurden , um  dort  die 
Grösse  eines  Meridiangrades  der  Erde  zu  messen.  Als  die  Commis- 
sion  aus  Lappland  zurückgekehrt  war,  hatte  Maupertuis  nichts 
, Angelegentlicheres  zu  tliun,  als  überall,  in  der  Akademie,  im  Publi- 
kum, in  der  grossen  W’elt,  worin  er  viel  lebte,  das  Resultat  einer 
Operation  zu  verkündigen,  von  welcher  er  sich  gcwissermusseti  al- 
len Ruhm  zuciguete,  an  welcher  er  indess  als  Mitarbeiter  nur  einen 
sehr  geringen  Antheil  hatte.  Er  liess  sich  sogar  in  lappländischer 
Kleidung  und  auf  die  Erdkugel  sich  lehnend  , gleichsam  als  wollte 
er  ihr  die  sphäroidische  Gestalt  geben,  ahmahlen,  und  Vol  taire,  da- 
mals sein  Freund,  setzte  unter  deu  Kupferstich  die  vier  folgenden 
schlechten  Verse: 

Ce  globe  mal  connu,  qu’il  a su  mesurer, 

Dcvient  un  monument  ou  sa  gloire  se  fondc: 

Sou  sort  cst  de  fixer  lu  ligure  du  munde, 

De  lui  plaire  et  de  l’dciaircr. 


Von  dem  am  23.  Juli  1836  verstorbenen  berühmten  Cometen- 
entdecker  Jean  Felix  Adolphe  Gambart,  Director  der  Stern- 
warte zu  Marseille,  geboren  zu  Gelte  im  Mai  1800  erzählt  Pontö- 
coulant  in  seinem  kürzlich  erschienenen  Traitd  elrme  n taire  de 
Physiquc  celestc  ou  Prdcis  d’Astronomie  thdorique  et 
pratiijue.  Paris.  1840.  p.  XXVIII.  folgenden  Zug:  Je  ne  puis 
me  delendre  de  citer  ici  une  aneedote  bien  propre  a faire  juger,  je 
crois , de  la  pdnetrution  de  Gambart,  et  de  l’cxpörience  qu’il 
avait  acquise  par  son  etude  continuellc  du  mouvement  des  astres. 
Je  me  trouvuis  avec  lui  a l’Observatoire , cn  1835,  lorsqu’on  y re- 
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ipat  la  premiere  nouvelle  de  l’apparition  de  la  comete  de  Halley, 
et  les  observatious  envoyees  de  Rome  par  M.  Dumouchel.  V 
peine  Gambart  y eut-il  jeld  a la  bäte  un  coup  d’oeil  rapide,  qu’il 
me  dit:  „Pour  quel  jour  avez-vous  unnonce  le  retour  de  la  comete 
au  pdribdlie#  — Pour  Ie  13.  N'ovembre  (je  n’avais  point  ulors  fait 
a la  massc  de  Jupiter  la  eorreclion  qui  m’a  conduit  a reculer  cette 
dpoque  jusqu'au  13.  Novembre).  — Kt  M.  Daiuoiseau?  continue 
Gambart.  — II  nnnoncc  son  passagc  pour  le  4.  — C’est  vous 
qui  avez  raison,  g’dcrie-t-il,  la  comete  sera  au  peribllie  du  13  au 
17.  — IClIe  y passa  le  16,  comme  on  gait;  ainsi  un  simple  regard 
jete  sur  le  mouvement,  pendaut  quelques  jours,  de  cet  astre  eu 
asceasion  droite  et  en  declinaison,  avait  suffi  a Pbabile  obserrateur 
pour  deviuer  toutea  les  circonstances  de  sa  marebe.  — Eine  Bio- 
graphie Gambarts  findet  man  in  der  Bibliotheque  universelle 
deGeneve.  Nouvelle  Sörie.  T.  IV.  p.  345. 


XLV. 


Correspondenz. 

Auszug  aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Majors  und 
Ritter  Dr.  G.  W.  Müller  zu  Hannover  an  den 
Herausgeber. 


Hannover,  18.  Mai  1841, 

Durch  Ihre  gütigen  Zeilen  bin  ich  veranlasst  worden  mir  das 
erschienene  erste  Heft  des  Archivs  kommen  zu  lussen , dessen  In- 
halt bereits  viel  Interesse  gewährt.  Zu  der  schönen  Abhandlung 
Nr.  XIV.  von  Ihnen  selbst  darf  ich  mir  die  Bemerkung  erlauben, 
dass  eine  vollständige  Auflösung  des  Pothenot’schen  Problems  von 
mir,  als  Beispiel  der  Anwendung  der  Lehre  vom  Zuge  im  3ten  Hefte 
XV.  Bandes  des  Crcllc’schen  Journals  gegeben  worden  ist.  Der 
Gang  der  Auflösung  ist  folgender: 

Damit  die  Aufgabe  eine  bestimmte  bleibe,  darf  weder  der  Um- 
kreis der  drei  bekannten  Punkte  A , B,  C,  noch  eine  von  den  drei 
geraden  Linien  AB,  AC,  BC  durch  den  Messungs-Standpunkt  D 
führen.  Von  den*  drei  Umkreisen,  die  demnach  durch  D und  zwei 
von  den  drei  bekannten  Punkten  führeu,  wähle  ich  nun  einen,  z.  B. 
den  Umkreis  ABB,  und  bestimme  durch  die  allgemeine  Eigenschaft 
der  Peripherie -Winkel  aus  den  in  D gemessenen  Winkeln  und  aus 
den  rechtwinkligen  Koordinaten  der  Punkte  A,  B zuerst  die  Coor- 
dinaten  des  Punktes  E,  in  welchem  die  gerade  Linie  DC  den  Um- 
kreis ausser  in  D noch  trifft,  und  daraut*  mit  Zuziehung  der  Coor- 
dinaten  des  Punkts  C die  des  Punkts  D.  Es  ergeben  sich  dabei 
die  letzteren  durch  Vermittelung  der  relativen  Polar -Coordinuten 
des  Punkts  D,  sowohl  von  A,  B als  E aus. 
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Zur  Vergleichung  beider  Auflösungen  mit  einander  fuge  ick 
folgende  l'cbersicbt  meines  Kechnungsgungs  au.  Es  mögen  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  durch  die  nebengesetzten 
Buchstaben  „•/(«,  />),  B(a',  4'),  C(a",  4"),  iS),  JJ(ar,  y),  fer- 

ner die  durch  Messung  in  D bekannt  werdenden  Winkel  A/)B 
durch  a,  AI)C  durch  ß,  BliC  durch  y = — a-f-/?  bezeichnet  sein, 
so  erhält  man  \orkereitend  die  relativen  Polar- Coordinaten  (©,  r) 

des  Punkts  B vom  Anfangspunkte  A aus  durch  tang  © = ^r— 

V — h a — a , 

~~  sin  tt  cos  H' 

Setzt  man  nun  1)©-| -y  = G',  2)  r “-~  = r',  so  sind  (ö*,  r1) 

die  relativen  Polar-Coordinaten  des  Punkts  /?vom  Anfangspunkte  A 
aus  und  cs  ist  3)  9t  = «r-t-r'  cos  ©',  4)  23-=4-+-r'  sin  0.  Setzt 
man  ferner 


. r-© 

5-  är=*  = taD«  * 

6.  i fi  — I S — u 

7.  t/t  — y — »' 


desgleichen 


r 


sin  (»  — ff) 
»ui  a 


r sin  

1 sin  « J 

r sin  («  — 8) „ 

sin  u J 


so  sind  respectivc  (t/t,  r),  (»,  /),  (*',  f'\  die  relativen  Polar-Coor- 
dinaten des  Punkts  D von  den  Anfangspunkten  E,  A und  B aus. 
Man  hat  dann 

i 3c  — % r . cos  y 
) y = 83  -+-  t . sin  t/t 

12  la?  = a-hf.  cos  w 
I y=z//-\-f.  sin  u 

13  — f0s  «*' 

| y — V sin 


Für  die  Vergleichung  selbst  bemerke  ich,  dass  a und  ß in  beiden 
Auflösungen  dasselbe  bedeuten,  und  dass  das  Resultat  Nr.  12.  von 
dem  Ihrigen  Nr.  14.  nur  darin  sich  unterscheidet,  dass  für  die  rela- 
tiven Polar  Coordinaten  zur  gegenseitigen  Lagen-ßcstimmung.  der 
Punkte  D und  A bei  mir  der  bekannte  Punkt  A bei  Ihnen  der 
unbekannte  Punkt  Z>  als  der  relative  Anfangspunkt  betrachtet  wird. 
Mau  hat  also/=  — Q und  tang  »c  = tang‘y. 

Nur  bemerke  ich  noch,  dass  die  Lehre  vom  Zuge  voraussetzt, 
dass  der  Radius- Vector-Zug  eben  sowohl  uegatrv  als  positiv  aus- 
fallen  kann,  und  dass  die  übliche  Ausscbliessung  negativer  Werthe 
zwar  in  einzelnen  Fällen  nützlich  ist,  allein  mit  der  wahrhaft  all- 
gemeinen Aulfassung  im  Widerspruche  steht.  So  wird  z.  B.  der 
Winkel  <p,  der  bei  Ihnen  in  Nr.  11.  durch  seine  Tangente  gegeben 
wird,  stets  als  ein  spitzer  Winkel  genummrn  werden  dürfen, 
nämlich  als  ein  positiver  oder  als  ein  negativer  spitzer  Winkel,  je- 
nachdem  die  Zahl,  welche  Nr.  11.  für  tang  cp  giebt,  eine  positive 
oder  eine  negative  Zahl  ist.  Fs  ergiebt  sich  dann  durch  Nr.  13. 
von  selbst,  ob  p eine  positive  oder  eine  negative  Zahl  ist. 
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XLI. 

Untersuchungen  über  die  geometrische  Bcdeu* 
tung  der  constanten  Coefficienten  in  den  all- 
gemeinen Gleichungen  der  Flüchen  des 
zweiten  und  dritten  Grades*). 

Von 

Herrn  L.  Mossbrugger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonsschule  zu  Aarau. 


I.  lieber  die  geometrische  Bedeutung  der  Constanten 
in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Flächen  des  zweiten 

Grades. 


f.  1. 

Der  allgemeinen  Gleichung 

**  ■+-  By*  -+-  Cx*  + 2 A'xy  -f-  2 B’xx  -f-  2 C’yx  -+-  2 A"x  2 B"y 

■+■  20  -+-  D = 0 . . . . 1) 

der  Flächen  des  zweiten  Grades  können  wir  noch  folgende  zwei 
F'ormen  gehen: 


**  •+•  2*  | B'x  +Py  + A"\  ■+-  Hy*  -f-  Car*  2 A’xy  2B"y 

-+-  2 C’x  -+- 1)  = 0 . . 2) 


C 


B" 


y'+2y  b * + a * + ir ! •+•  it  -+-  ji  % 


, 2C"- 

H-  •*-+-  0 = 0...  3) 


In  diesen  Gleichungen  berücksichtigen  wir  kein  besonderes 
Coordinntenssystem.  Setzen  wir  in  die  zweite  derselben  statt  x 
und  y irgend  bestimmte,  übrigens  aber  durchaus  willkührliche  Wcrtbc 
^ y*,  so  erhalten  wir  die  mit  der  Ordinatenachse  der  x purallelen 
Ordmatcn  derjenigen  Punkte,  in  welchen  die  Fläche,  welche  wir 
durch  eine  der  Gleichungen  1),  2)  oder  3)  ausgedrückt  haben,  und 
die  wir  künftig,  der  Kürze  wegen,  die  Fläche  F nennen  wollen 
ron  der  Lime  x = x’,  y = y'  geschnitten  wird. 


*)  Auszug  aus  einem  hald  erscheinenden  Werke  über  analytisch« 
Geometrie  des  Raums  yom  Vf.  dieses  Aufsatzes.  ua.yuscne 


Th.il  I. 


22 
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Durch  die  so  eben  genannte  Substitution  wird  also  die  Glei- 
chung 2)  zu: 

-4-  2*  j B'x'  -t - C'tJ  -+-  A"\  B'y’1  ■+■  C.v1  -4-  iA’jc'y' -4-  2 H"y 

-4-  2 C"aJ  -4-  B — 0 4) 


Bezeichnen  wir  die  Ordinalen  der  ohenheminnten  Durchschnitts- 
punkte  mit  x'  und  x„  so  wissen  wir  aus  der  Theorie  der  Gleichun- 
gen, dass: 

*'  -t-  *i  = — 2(Ä  V -4-  C,J  + A") 5) 

Wiederholen  wir  dieses  Verfahren , indem  wir  in  die  Gleichung  2) 
für  y die  gleiche  Ordinate  t/  wie  oben , statt  .r  aber  irgend  einen 
anderen  bestimmten  übrigens  über  willkiihrlichcn  Werth  je"  einfiih- 
ren,  und  mit  x"  und  s,,  die  Ordinären  der  Durchschnittspunktc  der 
Linie  -z-  = .-v",  y=if  mit  der  Fläche  F bezeichnen;  diese  Or- 
dinalen werdet!  zugleich  die  Wurzeln  der  durch  jene  Substitution 
aus  2)  entstandenen  Gleichung  sein,  wie  dieses  uucli  bei  den  Or- 
dinalen x’  und  z,  in  Beziehung  auf  die  Gleichung  4)  der  Fall  ist, 
und  wir  bekommen  wie  vorhin  die  Gleichung: 

s"  -4-  *„  = — 2(Ä'.r"  -4-  Cy  -+-  -/") 6) 


Subtrahier»  wir  5)  von  6),  so  ist: 

s" — a'H -x„ — s,  = — 2//’  (.f" — -z-'jjolso  B’ 


Um  diesen  Ausdruck  von  li'  durch  eine  geometrische  Construction 
zu  bestimmen,  schneiden  wir  Tnf.  IV.  Fig.  1.  die  Fläche  F in  deu 
Entfernungen  OÄ'  = of,  OK"  = -zr"  von  der  Ebene  der  yj  durch 
zwei  mit  dieser  parallele  Ebeneu  Z'A'Y',  Z"K"Y",  uud  ulsduon 
noch  in  der  Entfernung  OK  = »/  von  der  Ebene  der  .vx  durch 
eine  mit  dieser  parallele  Ebene  Z"’KX'\  diese  letztere  wird  die 
beiden  erstereu  Ebenen  in  zwei  mit  der  Acbse  der  x parallelen  Li- 
nien F // , F'H"  sebneiden ; die  Fläche  F selbst  über  wird  von 
den  beiden  ersteren  Ebenen  in  irgend  zwei  Linien  zweiten  Grades 
YM,L'M',  Y"  JO,,  / und  von  der  letzteren  Ebene  in  einer 

eben  solchen  Linie  ItM,M„FJU"M'  geschuitten,  diese  letzte  Gurte 
wird  jede  der  beiden  vorgenannten  im  Allgemeinen  in  zwei  Funkten 
JO, , JO'-,  JO,,,  JO",  welche  zugleich  auf  den  Durrhschuittslinieu 
FH',  F'II"  liegen  werden,  sebneiden,  und  wir  haben  daher  im 
Sinuc  der  oben  angenommenen  Bezeichnung  F JO,=zx„  FJO''=x', 
F’M„  = x,, , F’YJ"  = x",  also,  wenn  wir  uns  in  der  Ebene 
Z'"KX[  die  Linien  JO,X„,  JO'A"  parallel  mit  der  Achse  der  .v  ge- 
zogen denken: 


■ s'  = /U"A",  x„  - x,  = M„S„,  aJ'  - x'  = FF’, 


mithin  ist  aus  7) 


B = 


M"N"  -f-  M.,N„ 

.,rlr 


..8) 


Setzen  wir  hingegen  in  der  Glcichnng  2)  zuerst  aJ  und  yj, 
alsdann  .v’  und  y"  statt  -r  und  y,  so  finden  wir  wie  vorhin: 


V -4-  x,  = - 2(ß'.v'  -4-  CiJ  -4-  A") 9) 

x'"  -4-  x„,  = - 2 (B’x'  -4-  C'y"  -+■  A") 10) 

worin  uud  die  Wurzeln  der  zufolge  jener  Substitution  aus 
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*2)  entstandenen  Gleichung  bezeichnen.  Durch  Snbtraction  dieser 
Gleichungen  erhalten  wir: 

x'-t-x, „ — — iC'(y"  — yr),  also  C'  — — ~ — *'• 

Ohne  dass  eine  besondere  Zeichnung  nöthig  ist,  können  wir  uns 
in  den  Entfernungen  0/1=  y,  OR"  = y"  von  der  Ebene  der  xx, 
mit  dieser  zwei  parallele  die  Fläche  F schneidende  Ebenen  Z"RX’, 
Z'"R"X",  und  in  der  Entfernung  OK'  = x’  von  der  Ebene  der  ys 
parallel  mit  ihr  eine  ebenfalls  die  Fläche  F schneidende  Ebene 
Z’K'Y'  denken,  und  analog  mit  dem  Vorhergehenden  die  mit  der 
Achse  der  x parallelen  Durchschnittslinien  ////,  p"/i",  und  die  Durch- 
schnittspunkte dieser  mit  der  Fläche  F respective  durch  m',  m,; 
m",  m„  bezeichnen,  und  endlich  m'n",  m,»„  in  der  Ebene  Z’K’Y’ 
parallel  mit  der  Ebene  der  y%  bis  zu  ihren  Durchschnitten  n„  und 
h"  mit  p"h"  ziehen,  ulsdann  haben  wir  wieder: 

— x'  = m"H",  x,„  — %,  = m„n„,  y"  — y*  = 


also  C’  = 


n,,n„ 


~P  P 


11) 


Führen  wir  endlich  in  der  Gleichung  3)  narb  einander  F und  x', 
x"  und  x statt  x und  y ein,  wo  x',  x,  x"  ebenfalls  bestimmte  aber 
willkührliche  Werthe  haben  können,  so  entstehen  zwei  Gleichungen  des 
zweiten  Grades  in  Beziehung  auf  y;  bezeichnen  wir  die  Wurzeln  der- 
selben respective  mit  y',  y,  \ y",  y„;  so  geben  diese  zugleich  die  Grö- 
ssen  der  mit  der  Achse  der  y parallelen  Ordinaten  der  Durchschnitts- 
punkte fi',  fi,;  fi",  fi,,  der  Linien  (,r=.r',  x=x'\,  (x=x",  s=s')  oder 
(7i7i’),  (n"/i")t  mit  der  Fläche  F,  und  wir  ernultcn,  wenn  wir  uns 
fiV\  fi,v„  parallel  mit  der  Achse  der  jc  gezogen  denken,  wie  oben: 


y1-* -y>  = 


~ B C 3 C 


..  12) 


„ .1 Ä H C , C 

y + y,>  = — 2 x"  -+-  -p  x'  ■+■ 


und 


y — — y?. 


! B • 

also  auch  -g  : 


C I 


13) 


fi  y 


-Pr»,' 


.14) 


2(  y — x') 

Sobald  nun  R bestimmt  ist . kann  dieser  Ausdruck  einen  bestimmten 
Werth  von  geben.  YVie  wir  auch  die  Miilfsebenen  Z’K’Y’, 
Z"K"Y",  Z'"R\’  (Taf  IV.  Fig.  1.).  oder  bei  der  Bestimmung  von 
C'  (wo  keine  Figur  beigefügt  ist)  Z'K'Y’,  Z"JtX’,  Z’"R"X"  u.  s.  w. 
parallel  mit  sich  selbst  verrücken  mögen,  die  ersten  Theile  der 
Gleichungen  8),  II)  und  14)  behalten  immer  einen  und  denselben 
Werth,  es  ist  auch  über  die  Lage  der  Coordinutcnachsen  durchaus 
keine  Bestimmung  angenommen  worden,  mithin  können  wir  auch 
die  Lage  der  vorgenannten  schneidenden  Ebenen  immerhin  beliebig 
anuehmen,  nur  muss  die  parallele  Lage  der  beziehlichen  Ebenen 
beibehnlteii  werden.  Die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  bezieht  sich 
auch  auf  die  besonderen  Fälle,  wenn  die  Fläche  F in  ein  System 
zweier  paralleler  Ebenen  degenerirt.  Die  Gleichungen  5),  9),  10), 
12),  13)  bestehen  auch  dann  noch,  wenn  die  obengenannten  schnei- 
denden Ebenen  der  Fläche  /'nicht  mehr  begegnen,  denn,  auch 
für  den  Fall  imaginärer  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung, 
bleibt  die  Summe  derselben  doch  reell,  bloss  fällt  in  diesem  Falle  die 
geometrische  Deutung  hinweg. 

22* 


I 
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Wir  können  die  io  8),  11)  und  14)  gefundenen  Ausdrücke  für 
die  Coefficienten  B\  C',  ^ für  besondere  Fälle  noch  vereinfachen, 
indem  wir  die  hcziehiichen  schneidenden  Ebenen  so  bestimmen,  dass 


*„  = */>  y»=y> 


wird.  Wir  brauchen  zu  diesem  Ende  in  der  Fläche  F nur  Linien 
respective  parallel  mit  der  Achse  der  .r  und  y zu  ziehen,  und  durch 
die  Durchschnitte  derselben  mit  der  Fläche  F die  parallelen  Kbc- 
neu  zu  legen.  Hierdurch  fallen  die  Funkte  M„  und  X„\  m,,  und 
n„\  /<„  und  v„  zusammen,  und  wir  haben  statt  der  vorgenannten 
Gleichungen  folgende: 


Af'A'"  m"n"  , t fi'v" 

2/"/*”  ' — — 2p” p’  B *'V 


..  15) 


Wir  bemerken  noch,  dass  wir  aus  den  Gleichungen  5) oder  9)  er- 
halten: 


2 


= -(B'x’+Cf/+A"). 


Der  erste  Tbcil  dieser  Gleichung  bezeichnet  die  Ordinate  der  Mitte 
des  von  der  Fläche  iuterceptirten  Stücks  der  geradenLinie  (x  = i r', 
y = y’);  bezeichnen  wir  diese  Ordinate  mit  x,  und  lassen  die  Ac- 
cente von  x1,  y“  weg,  so  erhalten  wir 

* -f-  n.r  4-  Cy-+-  ^"=: 0 16) 


Diese  Gleichung  erkennen  wir,  indem  wir  X,  y und  x als  veränder- 
lich betrachten,  als  eine  solche,  welche  diejenige  Diumetrulehene 
der  Fläche  F ausdrückt,  welche  alle  der  Achse  der  x parallele 
Sehnen  haibirt.  Auf  gleiche  Weise  erhalten  wir  aus  12)  die 
Gleichung 


y'+y/ 


oder,  wenn  wir  ~^y'  = y setzen  und  die  Accente  weglassen, 

By  -4-  stx  -t-  C’s  -4-  C"  = 0 . . . . 17) 

Diese  Gleichung  drückt  aber  diejenige  Diametralebene  aus,  welche 
alle  mit  der  Achse  der  y parallelen  Sehnen  haibirt. 


§•  2. 

Wenn  wir  in  der  allgemeinen  Gleichung 
*5  -+-  By*  -F-  Cx*  -1-  2 A'xy  -f-  ZB'xx  2 C’yx  -+-  2 A*x  -f-  <ZB"y 

+ ZC"x-X  B — Q 1) 

der  Flächen  des  zweiten  Grades  zuerst  x und  y,  alsdann  x und  x, 
und  zuletzt  y und  x gleich  Null  setzen,  so  erhalten  wir  die  drei 
Gleichungen 

s5+2f'z+ö=fl;  Äy’+2/y>+~/>=0;  Cx*-b*C"x-\-Dz=Q...iZ) 

Diese  Gleichungen  werden  uns  die  Durchschnittspunkte  der 
Cnordiuatenacksen  mit  der  Fläche  F (welche  wieder  durch  die 
Gleichung  1)  ausgedrückt  werden  soll)  geben;  bezeichnen  wir  näm- 
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lieh  respcctivc  mit  y*,  y";  x',  x"  die  Wurzeln  dieser  Glei- 

chungen, so  int  bekannt,  dass 

%‘x"  =/>;  yy'  = |;  x>x»="1 3) 

ist;  bezeichnen  wir  den  Anfang  des  Coordinatensystems  mit  O,  die 
Durchschnittspunkte  der  Achsen  der  x,  der  y und  der  x mit  der 
Fläche  F,  respective  durch  H,  /t';  Q,  (f-,  /*  /*';  so  erhalten  wir 
aus  3) 


OH  . 0K=  D, 


OK.  OK 

oh- oh:  — 


OK.  OK 

OP  .OK  — C 


4) 


Fuhren  wir  den  so  eben  gefundenen  Werth  des  CoefKcienten  H 

sf 

in  dem  in  §.  1.  14)  gefundenen  Werth  von  ein,  so  bekommen  wir 

f v (y'V'-t-y»y»)  • OK  ■ OK 

2 n"n’ . OH . 0(J[  0 * 


Aus  §.  1.  15)  folgt  auch,  dass 
„ n"y" . OR . OK 
A — 2nn.0H.0H 


6) 


Da  in  der  allgemeinen  Gleichung  1)  der  Werth  von  B und  C der 
gleiche  bleibt,  wie  wir  auch  den  Coordinatenanfung  O mit  Beibe- 
haltung der  gleichen  Achsenrichtung  verlegen  mögen,  so  bleibt  der 
Quotient  der  Frnducte  OK.  OK  und  OQ.  Off,  wie  anch  jener 
der  Producte  0/i . OK  und  01‘.  OK  derselbe  fiir  alle  beliebigen 
Funkte,  durch  die  wir  nach  bestimmter  Achscnricktung  drdl  gerade 

Linien  legen.  Da  aber  auch  der  Quotient  “ - für  jede  mit 

sich  selbst  parallele  Lage  den  Ebenen  Z'Ä'F',  Z"K"¥"  (Tnf.  IV. 
Fig.  1.)  beständig  bleibt,  so  bleiben  es  auch  unter  der  Bedingung 
der  parallelen  Acbsenricbtung  die  in  5)  und  <i)  gefundenen  Aus- 
drücke für  den  Coefficienten  A‘.  Die  Construction  des  Ausdrucks 
von  D ist  in  dem  Falle,  dass  die  Achse  der  x der  Fläche  wirklich 
begegnet,  immer  möglich.  In  demjenigen  Falle  aber,  wenn  diese 
Achse  der  Fläche  F nicht  begegnet,  giebt  die  Gleichung 


*>  + 2Anx  -+-  D = 0 


imaginäre.  Wurzeln,  deren  Froduct  jedoch  immer  reell  ist.  Im 
ersten  Falle,  wenn  nämlich  die  Achse  der  s der  Fläche  begegnet, 
ist  D positiv,  wenn  die  beiden  Durchschnittspunkte  R,  /i'  auf 
derselben  Seite  des  Coordinaten-Anfangs  liegen,  negativ  hingegen 
im  entgegengesetzten  Falle.  Für  das  Kllipsoid,  das  eintheilige  Hy- 
perboloid und  beide  Paraboloide  ist  also  I)  positiv  oder  negativ 
jenaebdem  der  Coordinatenanfung  ausserhalb  oder  innerhalb  der 
Fläche  genommen  wird.  Beim  zweitheiligen  Hyperboloid  ist,  wenn 
die  Achse  der  x beide  Flächenthcile  trifft  und  der  Coordinatcnan- 
fang  0 innerhalb  des  eioen  liegt,  B positiv;  liegt  der  Funkt  O 
aber  zwischen  beiden  Flächentbeilen . so  ist  if  negativ ; trifft 
die  Achse  der  x nur  einen  Flächcntheil  und  liegt  der  Cuurdinaten- 
anfang  ausserhalb  desselben,  so  ist  U positiv,  liegt  er  aber  inner- 
halb, so  ist  D negativ.  Das  Zeichen  von  B und  C hängt  davon 
ab,  ob  die  Producte  OH.  OK  und  0(1 . 0(J!  der  auf  den  Coordi- 
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natenachsen  OX,  OY  abgeschnittenen  Stücke,  ebenso  die  Producte 
OH . OK  und  OP.  OP  der  auf  den  Achsen  Jer  * und  der  x ob- 
geschnittenen  Stücke  von  gleichem  oder  ungleichem  Zeichen  sind. 

Setzen  wir  in  der  allgemeinen  Gleichung  1)  /J=C=1,  so 
wird  OH.  OK=OQ.  OQ=.OP.  OP'.  In  diesem  specielien 
Falle  ist  die  Fläche  F eine  Kugel. 

*•  3. 

Zur  Bestimmung  der  Coefiicienten  A",  B",  C"  bedienen  wir 
uns  wieder  der  Gleichungen  2)  des  vorigen  Paragraphen.  Aus  der 
ersten 


x'-\-lAnx-A-D  = 0 

ist,  wenn  a'  und  die  Wurzeln  derselben  bezeichnen, 


a'  + s"  = — 2A",  also  AT-. 


oder  A"z 


OR-t-OR 


Bezeichnen  wir  mit  M die  Mitte  des  Segments  HK,  so  ist 
A"=  — OM 1) 

Aus  den  beiden  anderen  Gleichungen  2)  in  $.  2 erhalten  wir 

B'  y y " C " x 4-  x' 

B — ~ — 


l'J 


y V 2 

Bezeichnen  wir  mit  M'  und  M"  die  Mitten  der  Segmente  QQ" 
und  PP',  so  erhalten  wir  zufolge  der  Gleichungen  4)  des  vorigen 
Paragraphen: 

OM.OR.OK  „„  OM  OB.  OK  „ 

u — — ""  c — ~ OP  .OP  • • ‘ 


0(1 . (i(i 


Wir  können  also  in  dem  Falle,  dass  die  Achsen  der  st,  y und 
x die  Fläche  F wirklich  schneiden,  die  Werthc  von  A",  K'  und 
C"  leicht  construiren.  A"  ist  nämlich  gleich  dem  mit  entgegen- 

Sesetzten  Zeichen  genommenen  Abstande  der  Mitte  der  auf  der 
chsc  der  s von  der  Fläche  abgeschnittenen  Chorde.  In  demjeni- 
gen Falle  aber,  wo  die  Achsen  der  Fläche  nicht  begegnen,  müssen 
wir  diese  Coefiicienten  auf  andere  Weise  bestimmen.  Wir  wollen 
diese  Bestimmung  zuerst  bei  dem  Coefiicienten  A"  vornehmen.  Ge- 
brauchen wir  hierzu  die  in  §•  1-  1«)  gefundene  Gleichung  derjeni- 
gen Diametral  ebene,  die  alle  der  Achse  der  % parallele  Chorden 
haibirt,  nämlich  die  Gleichung: 

s 4-  Bx  + C'y  4-  A"  = 0 4) 

in  welcher  A"  die  Ordinate  des  Durchschnittspunkts  dieser  Ebene  mit 
der  Achse  der  s ist,  jedoch  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genom- 
men. Ziehen  wir  daher  irgend  drei  mit  der  Achse  der  s parallele 
Sehnen,  so  bestimmt  diejenige  Ebene,  welche  durch  die  drei  Hnlhi- 
rungspunkte  dieser  drei  Sehnen  geht,  auf  der  Achse  der  s eine  Ordi- 
nate, die  gleich  — A”  ist.  Die  Coordinaten  der  Durchschnittspunktc  der 

Ebene  4)  mit  den  beiden  anderen  Coordinatenachsen  sind  — jp  und 
A' 

— Nehmen  wir  die  Gleichungen 

A'x+ByA-  6”z 4-  = 0 5) 
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Cx  + Ay-i-  B's  -+■  C"  = 0 6) 

der  beiden  anderen  ßiametralebenen , welche  respcctive  die  mit  der 
Achse  der  y und  der  x parallelen  Sehnen  halbiren,  so  finden  wir 
für  die  Coordinatcn  der  Durcbschnittspunkte  der  Ebene  5)  mit  den 
C'oordinatenuchsen  der  s,  y und  x: 

B'  B B 

*, — v,y, — — ß, 

und  für  jene  der  Ebene  6)  mit  den  gleichen  Achsen: 

— £!  — 91.  —91 

3i — y* — *^1  — 

Bezeichnen  wir  mit  C , B und  A die  Durcbschnittspunkte  der 
Diamctralebcne  4)  mit  den  Achsen  der  s,  y und  x,  ebenso  mit  C', 
B\  A'  und  C",  B’\  A1'  die  Durcbschnittspunkte  der  Ebenen  5)  und 
6)  mit  jenen  Achsen,  so  buben  wir: 


OC— — A”,  OB  = — OA  = — jf, 
OC'z=-j p,  Oll'  — — Ol  \ 

0C”t=-91,  0B"  = 0A"=-J J. 

. J-  , 1 . . ’ AT  _ OB  A _ OA 

Aus  diesen  folgt  aber : 


B-. 


OC. OC ■ 


OB 


C" : 


OC.OC" 


OA 


A"  = — OC...  7) 


Wir  haben  also  allen  C'oefßcienten  ihre  geometrische  Bedeutung  ge- 
geben; zur  deutlichem  l'ebersicbt  wollen  wir  diese  mit  ihren  zu- 
koinuicnden  Wer  Iben  hier  in  der  gleichen  Ordnung,  wie  sic  gefun- 
den wurden,  unschliessen: 

- (§.1.8)  oder  auch  B'=-"p~  (§.  1.  15)|  ...8) 


B- 

C'z 


(♦•  !■  »)  oder  auch  C'=-^(§.l.K)\ ...») 


A’  = 


(it'V  -t-  u,.y„)  . OB. . OK 


in  nOU  ■ 0*1 


(§.  1. 14)  oder  auch  A'  i. 
fl  y .OR.OR'..  . 

—-^VoöÄJk 


10) 


Oil.  OH 


,n.  t *>*•<** 

’■>  — OB. OB 

D — OB  . OB! 


.2.  4)..  12; 
• 2.  4)  . . 


13) 


Wenn  die  Fläche  F von  den  Achsen  gctrollcn  wird;  so  ist 
A"=-OM($.  3.  1)  . . 14;  B"=-91L^!^1^  3.2). .15); 


V’—  — 


oh  . oh: 

OM  - . OB . OB 


oh  . oh: 


(§.3.3)..  10) 
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Wenn  die  Fläche  F von  den  Achsen  nicht  getroffen  wird ; so  ist 
A"  = — 0C(§.  3.  7) . . 17;  ß" 


(4- 3.  7)..  18), 


C"=-^§^(*.3.7)..19) 

§•  4. 

Wir  wollen,  bevor  wir  weitere  Anwendungen  von  diesen  Be- 
stimmungen machen,  noch  untersuchen,  welche  geometrische  Deu- 
tung die  übrigen  Coefficienten  zulassen , weun  einer  oder  mehrere 
in  der  allgemeinen  Gleichung 

,1  + By'  -f-  Cjc'  2 A'xyA-  IB'xx  -f-  2C"ys  -4-  2 A'x  2 ITy 

2C"xA-  Zf  =0.. . I) 

der  Flächen  des  zweiten  Grades  Null  werden. 

Wir  sehen  aus  §.  1.  8),  §.  2.  4)  und  §.  3.  1),  dass  keiner  der 
Coefficienten  Zf,  C'-,  II,  C,  1)  und  A"  von  den  übrigen  abhängig 
ist,  mithin  kann  einer  oder  mehrere  der  übrigen  Coefficienten  Ar, 
B" , C"  zugleich  Null  werden,  ohne  duss  die  geometrische  Bedeu- 
tung der  erstem  eine  Aenderung  erleidet.  Wohl  aber  erkennen 
wir  aus  §.  1.  14)  uud  §.  3.  1'),  duss  A'  und  Zf'  von  B,  C”  hin- 
gegen von  C abhängig  ist,  und  dass  für  Zf  = 0 und  C=0  im 
Allgemeinen  auch  A , II',  C'  zu  Null  werden,  in  welchem  Falle 
auch  die  Fläche  /’  niemals  ein  Fllipsoid  sein  kunn,  welches  schon 
daraus  erhellet,  dass  die  Gleichung  Bux  4-2/f'y-f-  D = 0 , wenn 
B = 0 ist,  in  'I/I'y-h  1)  = Q übergeht,  welche  nur  eine  einzige, 
aber  eine  reelle  Wurzel  hat,  weshalb  die  Transversale  OQQ  weder 
eine  Tangente  an  die  Fläche  sein,  noch  dieselbe  in  zwei  Funkten 
treffen  kann,  was  doch  uotbwendig  Statt  linden  müsste,  wenn  die 
Fläche  F ein  Fllipsnid  wäre  und  der  Funkt  O nicht  auf  der  Ober- 
fläche desselben  läge,  welches  wir  aber  bis  jetzt  noch  vorausgesetzt 
haben.  Ist  aber  uueh  Z>  = 0,  so  folgt  aus  §.  3 13),  dass  einer 
der  Fuctoreu  UIl  oder  OB  gleich  Null  ist,  dies  kann  aber  nur 
dünn  Statt  linden,  wenn  der  Coordinatenanfang  U auf  der  Fläche  F 
selbst  liegt,  in  welchem  Falle  aber  alsdann  sowohl  einer  der  Facturcn 
ou  oder  0(1 , wie  auch  OP  oder  OP',  zu  Null  werden  muss,  da- 
durch alsdann  B,  C,  Ä , B',  V unbestimmt  werden.  Diese  Coef- 
ficienteu  müssen  in  diesem  Full  wie  in  $.  3.  mittelst  der  Diametral- 
ebenen  4)  5)  6)  bestimmt  werden.  Am  gleichen  Orte  haben  wir  ge- 
oc  1 

fuuden,  dass  Zf ' = -jjy — , und  dass  OA  = j-  ist,  woraus 

A — wird.  Wir  bemerken  ferner  noch,  dass,  wenn  B 

und  C zugleich  negativ  sind,  alsdann  eines  der  Segmente  OB  oder 
OB  in  Beziehung  auf  das  andere  eiue  entgegengesetzte  Kichtung 
haben  muss;  dies  kunn  aber  bei  dem  Kllipsmd  nur  dünn  stattlinden, 
wenn  der  Funkt  0 innerhalb  der  Fläche  liegt,  io  diesem  Falle  ha- 
ben aber  auch  die  Segmente  OP,  OP  wie  auch  OQ  und  0(1  ent- 
gegengesetzte Richtung,  also  sind  die  Froducte  OP.  OP,  OQ.  OQ, 
so  wie  das  Frnduct  OB.  OB  negativ,  folglich  die  Quotienten 
OR.OR  OK.  OB  ...  , 

OQ  OQ  ’ OP  OP  II0S1(IV,  woraus  hervorgebt,  dass  bet  dem  Ellip- 
soid  die  Coefficienten  B uud  C immer  positiv  sein  müssen.  Ganz 
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auf  gleiche  Art  können  wir  zeigen,  dass,  wenn  j’  das  Vorzeichen 
+ hat,  die  beiden  Coeflicicoten  B und  C beim  zweitheiligen  Hy- 
perboloid zugleich  negativ  sein  müssen,  beim  eintheiligen  Hyperbo- 
loid aber  nur  einer  von  beiden. 

Ist  ferner  A' — 0,  Zf'  = 0,  C'=r=0,  so  folgt  nach  §.  2.  3) 
■*"  „ y'-t-y"  « x x" 


dass 


= 0, 


= 0, 


und  3.  1 ),  win  2 — u , 2 

OR  = — OK,  O0  = — Off,  OP=  — OK 


- = 0,  also 


ist;  die  Punkte  R 
und  K ■,  0,  ff ; P,  K liegen  also  nicht  nur  auf  entgegengesetzten 
Meilen  des  Punktes  O,  sondern  auch  gleich  weit  von  demselben 
entfernt,  auch  erhellet,  dass  der  Punkt  O,  weil  kein  besonderes 
Coordinatensystem  berücksichtigt  wurde,  der  Mittelpunkt  der  Flache 
sein  muss.  Wir  erhalten  auch  nach  der  zu  Ende  von  3.  gege- 

fl  1 U]  (J  ft“ 

benen  Tabelle  D = — OK1,  B = -^;,  C=jjp-,.  Wir  sehen 

schon  aus  dem  so  eben  Angegebenen,  dass,  wenn  auf  diesem  Wege 
die  Discussion  der  Flachen  vorgenommeu  würde,  dieselbe  weit  an- 
schaulichere Resultate  als  die  bisher  gefundenen  liefern  würde. 

* 5. 

Aus  den  am  Ende  von  $.  3.  angegebenen  Coeflicientenwerthen 
lassen  sich  viele  merkwürdige  Eigenschaften  der  F’lächen  des  zwei- 
ten Grades  deduciren. 

Wir  haben  nämlich  für  jedes  beliebige  Coordinatensystem  ge- 
funden, dass 

„ OR.OK  _ OR.OK 

U — 00  . Off  C ~ OP . OP' 

Verlegen  wir  den  Coordinatenanfang  O nach  irgend  einem  an- 
dern beliebigen  Punkt  O,  der  Achse  der  x oder  der  Linie  ORR, 
und  ziehen  durch  O,  mit  den  vorigen  Achsen  der  & und  y re- 
spcctivc  die  parallelen  0,P,P/,  0,0,0!,  welche  die  Fläche  F eben- 
falls in  den  reellen  oder  imaginären  Punkten  P,,  P/%  0,,  0!  tref- 
fen, so  folgt  aus  der  Bemerkung,  dass  die  Coefficienten  B und  C 
durch  eine  parallele  Verschiebung  des  Coordinatensystems  durchaus 
keine  Veränderung  erleiden,  dass  ebenfalls 

OR.OK  r OR.OK 

U ~~  0.0.  • O.O!'  c ~~  o,p,.o.p;' 

Setzen  wir  die  Werthe  von  B , wie  auch  die  von  C einander 
gleich,  so  erhalten  wir: 

OR . OK  .0.0..  0.0/  . OR . 0R. . O.P. . O.P!  , ,, 

' — op’  n r .fi  k — 1-**" 


OO  • Off  . O.R . O.K  ~ * ’ OP . OF . OjlTÖ.K 
Verlegen  wir  ferner  den  Coordinatenanfang  in  einen  ganz  beliebigen 
Ort  O , und  nehmen  ein  ganz  beliebiges  Coordinatensystem,  dessen 
Achsen  0,R 0,0,',  0,P,‘  mit  jenen  des  vorhergehenden  Sy- 
stems durchaus  in  keiner  Beziehung  stehen,  bezeichnen  endlich  mit 
B ,,  C , die  Coeflicicnten  von  y’  und  a:*  in  der  allgemeinen  Glei- 
chung der  Flache  F (wo  jedoch  B , und  C,  ganz  andere  Werthe 
haben  als  B und  C ),  so  ist  ebenfalls  nach  §.  3.  11).  12) 

„ o,r,.o,r:  r 0,R,.0,R! 

B i — Q ' 0,0  ’’  — O P, . 0,P/‘ 

Es  bezeichnen  0,,0/\  P„P,'  die  Üurchschnittspunkte 

der  neuen  Achsen  0,R,‘,  0,0,',  0,P,'  der  x,  y und  a:  mit  der 
Flache  F.  Verlegen  wir  jetzt  den  Coordinatenanfang  O,  nach  irgend 
einem  andern  Puukt  O,  der  Achse  0,R der»,  und  ziehen  0,0,', 
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O.P,  respcctive  parallel  mit  den  Achsen  02(?2,  0,/*",  der  y und 
X des  nächstvorhergeiienden  Coordinatcnsysteins,  so  haben  wir,  weil 
bei  dieser  Coordinaten-Verändcrung  die  VVerthe  von  Ä,  und  C,  un- 
verändert bleiben,  wenn  Q,,  ff,,  P„  P' , die  DurchschnitUpunkte 
der  neuen  Achsen  der  y und  x mit  der  Fläche  F bezeichnen,  nach 
den  gleichen  Nummern: 

n 0,R,  « 0,R , „ OjR\  ■ OiP  l 

0,0,  . 0,0  , > — O.P,.  O.P,' 

Setzen  wir  diese  Werthe  von  B,  und  C,  jenen  vorhin  gefun- 
denen gleich,  so  ist: 

o,r1.o,r\.o,q,.o,q:, 
o,*,  ,o,r,  .o,p,  .o,p,  , 

O,P,.0,P,.0,R,.0,K,—y 
Setzen  wir  dieses  Verfahren,  wodurch  wir  die  Gleichungen  1) 
und  2)  erhalten  haben,  weiter  fort,  und  bezeichnen  die  Durch- 
schnittspunkte  der  Fläche  F mit  den  aufeinanderfolgenden  Achsen 
der  x,  y und  x respective  mit 

R„  R’„  R„  R„ R„,  R'nj 

®4>  ön  «i!  O!  „ 0»>  df  ,, 02a-4-l>  dPpi  + V, 

J1'*!  -^*e>  A»  + li  -*2 a-t-l» 

so  erhalten  wir: 

0,R,  .O.K,  .0,0,  .0,(1,  . 0,R, . 0,P,  - 0,P,  . O.P,  _ , I 3) 

0,«,  • 04« , • 0,R,  • 0«A'i  ~ 5 0J\  . 04P, . O.R,  . 0,ft,  — 1 1 ' 
O.A,.0.iri.O,g7.O, 0.*,  ■ O.K, . 0,P,  ■ 0,F,  _ 1 I .4 
0,«.  • O.«'.  ■ o,r,  • 0,/f , “*  ; o.p. . o.p. . o,r, . 0,/r,  — I 7 


OinRn  . O&iR  n • 0faH-ltfew-H  ■ . 

02 ü «2/1  • 02/1« 2a  • Ö2*+tÄ*  • 02/t-HÄ  rt  ' 

0‘lnRn  • (hnKn  • 02/i-n/*2»4-l  • «Za+l/^n+l 
OlnP-ln  . OinP'lH  ■ 02*-4-lÄ«  . O'iit+lR  H 


5) 


Aus  der  Multiplication  der  Gleichungen  1)  2)  . . . 5)  erhalten  wir: 

i 0Ä  . 0Ä"  . 0,Ä,  . 0,«-,  . 04Ä2 . 0,Ä-, OinRn  . 02a*'«  , J_ 

l0lÄ.01Ä'.0iÄl.0IÄ'1.0,Ä,.0,«-, 02»+l/J».02a-HÄ'«l  ~ 

OP  .OP  . 00-00!  ■ O.P , . O,/', . 0,«,  . 0-«', . . 

0,f\  . 0,^,  . 0.0,  . 0,0- , . O.P,  . O.P,  . 0,(1,  Ö,a, . . 

• • . Q$nP-2n  • OlnPlji  . «2 //«2//  ■ 02a«  2a 

. . . 02a-f-l/>2a-H  . 02a-t-l/''‘2»+l  . 02/i-*-102a-*-l  . 02a-H«'2<H-l 

Hätten  wir  die  mit  ungeraden  Stellenzahlcn  versehenen  An- 
fangspunkte der  Coordinaten  auf  den  Linien  Off , 0,«',,  0,  0 , 

oder  auch  auf  0/",  0,P„  O.P, genommen,  so  wurden 

wir  ähnliche  Gleichungen,  wie  die  in  6)  erhalten  haben. 

Sind  die  sämmtlichen  Achsen  der  x nemlich  0R\  0,R\ 
O.R’,, so  gezogen,  dass  sie  die  Fläche  F berühren,  so 
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babeu  wir  0R=  OJK,  0,H=z  OyR',  OtH,  = u.  s.  w. 

und  die  Gleichung  6.  gebt  in  folgende  über: 
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Nehmen  wir  aber  die  beiden  andern  Achsen  jedesmal  tangirend, 

so  dass  also  OQ,  0 0,Q„ ; OP,  O.P,,  0,P, 

die  Fläche  F berühren,  so  wird  OQz=  Oft,  0,0,  = 0,0,. 
0,0,=  «,«',,.-.-,  OP=OP,  0,P,—0.P.,  O, P,=  0, 
und  wir  erhalten  aus  6)  folgende  Gleichung: 

OR.OR . O.R,  . O.R,  . O.R,  . O.R,  . . . 0*Jln  . OinJKn  __  1 


8) 


O.R . O.R  . O.R,  . 0,R . . 02R2 . 02R2 . . . Oin+tR.  . <h„+,Kn 
OP  .00..  02P2  . 0,0,  • O.P.  . 0,0,  ....  OinPn  . OmQz. 

~o,p.o,o.  o.p,  .o.o,-  ofp2 . o.o 

Sind  endlich  in  jedem  Coordinatensystem  alle  drei  Achsen  tan- 


aind  endlich  in  je 
girend,  so  ist  aus  6) 


| OR 

■o,r. 

. O.R.  . 

,...02nRn  j» 

f O.R  . 

O.R,  . 

, . . . Oix+iRn  > 

OP . 

00 . 02P2 . 0,0, 

~0, 

r.0,0 

.O.P,.  o.o. ... 

9> 


Vervielfachen  wir  die  Gleichungen  der  nemlichen  Nummern 
1,  2,  . . . 5,  jedoch  so,  dass  die  rechts  und  die  linkt  besondere 


Producte  bilden,  so  erhalten  wir: 

Ql 
* 

Je 

Ss 


? 


ff 


^ 3 
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Nehmen  wir  auch  diesmal  alle  Achsen  der  »,  y und  x tangirend 
an  die  Fläche  F,  so  ergeben  sich  aus  diesen  Gleichungen  folgende: 


Od-OAi-OA Qa-fe» 


0R.0,R,.0,R,.~.0*Jln  

tf.A.O.A.AA, (hn+iiFn  ~ O.U-O.U,  0,«.-  • 

0P.0,P,.0,P (hnPy, 

OlP.O,Pl.OlPt (WlfWi 

Addiren  wir  endlich  die  Gleichungen  1,  2, . . . 
Ordnung,  so  ist: 

ä*ä* 


(hx+itex+i  | 


...12) 


5 in  der  nemlicben 


*e  ® 


c % «I« 
Va>  * Sb 


« 


« 


f 
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II.  Bestimmung:  '1er  geometrischen  Bedeutung  der  Coef- 
ficicnten  der  Gleichung  der  Flächen  des  dritten 
Grades. 

§•  1. 

Da  der  Gang,  den  wir  bei  diesen  Bestimmungen  eiuschlagen, 
öfters  mit  jenem  des  in  I.  bearbeiteten  Gegenstandes  iibercinstimmt, 
so  werden  wir  uns  in  den  betreffenden  Fällen,  um  Wiederholungen 
zu  vermeiden,  auf  denselben  beziehen.  I)cr  allgemeinen  Gleichung 

z’-f-  Äy’-4-  t’x'  -4- 3./ys3-f-3/>.rs3-}-3/i'y1z-+-.'I/,.z-y3  j 
-4-  3 Gx2x  -+- ! \Kxy 2 ■+■  3 Isyx*  f 

+ 3.fi’  + 3Äly’+3CV!  + + I . . • I) 

-4-  3 A"x  -+-  3ß'x-t-3  C”y+  D" ) 

der  Flächen  des  dritten  Grades  geben  wir  folgende  zu  unserm 
Zwecke  dienliche  Formen: 

x1  +3j’|i<y+  Dx-\-A’\  -4- 3a  \Ey2~\-  Fxy-t-Gx*  \ 

-4-  F’y  -4-£".r-4-  A"  | / 

+ Dy'  3y’  \Kx  + //’  j -4-  3y\Z>x2  -4-  D’x  — I—  jff" | i ^ ^ 

-+-  Cx'  -4-  3 C'x%-\-  3C"x-\-D"'} 


y ' + 1 7FZ + lix + Ti  I + 3y ! 2P 2 + Ti**' + Wv * 


// 


/r , 


+7T*-  3*’ 


2 i+3*|?jr’ 


1=0., 


//•  1 
— ~ß  i 


x'+3x*\^x+^y+^\+$x\^x'-\-j}yx+*y' 

+f>+£+5| 

+^r+33J  j ^y+^]  + 3s 

+ 3fy’  + 3fy+§’ 


3) 


> = 0....4) 


Wir  haben  hiebei  wie  in  I.  kein  besonderes  Coordinaten- 
bcrücksichtiget. 

Wenden  wir  das  gleiche  Verfahren  wie  in  I.  §.  1.  an,  und  be- 
zeichnen die  Wurzeln  der  aus  2)  durch  die  auf  einander  folgenden 
Substitutionen  von  x y1;  x",  y’\  x>,  y"  statt  x , y entstandenen 
Gleichungen  rcspcctive  mit  s',,  s',,  s', ; »",,*"»,3",;  s'", , s'",,  s'",; 
so  erhalten  wir  nach  der  Theorie  der  Gleichungen  des  dritten 
Grades; 
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-4-  4-  — 3(-V+  Öaf  4-  4') 5) 

4-  s",  4-  = — 3(4^  4-  A*"  4-4') 6) 

»*,  4-  4-  = - 3(4y"  4-  Da?  4-  4') 7) 

Aus  diesen  ist: 


/»  = - 


. *"l  — Il+a' ] — - 1 ~t~  s , — 3, 
J(x'  — X) 

* i — 3i|4-*  3 — sa-4-3;  , — 3*, 

3(y  — y) 


8) 

■ 9) 


Bei  der  Construction  dieser  beiden  Coefücienten -Werthe  ver- 
fahren wir  ganz  gleich  wie  hei  jener  der  Werthe  von  B',  V in  I. 
§.  1.  Bezeichnen  wir  die  Durchschnittspunkte  der  mit  der  Achse 
der  s parallelen  Linien  (.v  = x?,  y=t /),  (x  — x",  yz=i/), 
(x  — X-',  y=y"),  die  wir  PL',  P"L",  P"’LW  (Taf.  IV.  Fig.  2.) 
nennen  wullen’,  und  der  durch  die  Bleichung  1)  ausgedrückten 
Flache  F,  respectivc  mit  JM',,  J#’,;  Ar", , Jur, ; A/",, 

A/'", ; und  denken  uns  von  A/',,  A/',,  M' , die  Linien 
A#',zV"1(  Af',A’",,  Af,  A'",  parallel  mit  der  Achse  der  .r  bis  an  die 
Linie  P"L",  und  JU',A"’,  parallel  mit  der 

Achse  der  y bis  an  die  Linie  P‘“JJ"  gezogen,  so  erhalten  wir,  wie 
um  oben  angegebenen  Orte: 


u — 3 /'•/*' 

itf'",  A"",  + -+-  A/~,A"", 


A-- 


3 P“F 


10) 

.11) 


Durch  ein  ähnliches  Verfahren  mit  den  Gleickuugen  3)  und  4)  er- 
holten wir: 


12) 

• 13) 
4) 

15) 


K 

m" , n" 

1 4-  m",#»",  -+- 

U ~ 

3y  p 

E 

-f- 

11  — 

ipp  

L 

p’  y 

1 -f- 1“  a»7  2 f*  ay>  * 1, 

v — 

3rr  71 

G 

C 

Zn  n 

In  diesen  Ausdrücken  bedeuten  m",,  u.  s.  w.  in 

Beziehung  auf  die  Fläche  und  die  Linien  (.r  = .zr',  3 = 3'); 
(x  = x”,  3 = 3');  {x  = x>,  s = 3") ; (y  = y',  3 = »');  (y=y", 
3 = 3'):  (yz=i/‘.  3 = 3");  die  wir  respectivc  mit  fff,  p"C\  p’"l" 
n\\  71"'/."'  bezeichnen  wollen  (diese  Linien  sind  alle  in  der 

Figur  angczcigt,  die  Funkte  m'  wie  auch  die 

Linie  »»',/»',  u.  s.  w.  sind  weggelassen)  das  Gleiche,  was  Af", , Af  ", , 
Af",,  A",  u.  s.  w.  in  Beziehung  auf  die  Fläche  und  die  Linien 
P’L',  P"L",  F"L"’  bedeuten. 

Ganz  auf  gleiche  Art  wie  in  1.  $.  1.  15.  können  wir  für  be- 
sondere Fälle  die  in  10,  11,  ... . 15)  gefundenen  Werthe  von  D, 
A ... . u.  s.  w.  noch  vereinfachen,  so  dass  sic  die  Formen 
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D 

ar,irt+*r,ir,  , 

_ 

3f  f > ■'*  — 

A 

-t- E 

B 

L 

ty'p'  ’ B 

/uV%+/<VV  G 

C~ 

3 a'V  ’ C — 

-+-  itr'.ir-, 

3 F’F  ’ 

m"\n‘" , -t-  m " ,ri", 

V7  ’ 

3i*"W 


. ...  16) 


erhaltco. 


Setzen  wir  zuerst  in  der  Gleichung  2)  und  y;  alsdann  in 
3)  x und  x;  und  endlich  in  4)  y und  x,  gleich  Null,  so  erhalten 
wir  folgende  Gleichungen : 

x*  + 3.7V  -f-  3.7"x  = 0 1) 


y' 


Ä-y 


s/r  . xr 

' B y + B 


IC’ 


-JT*  - f-- 


SC" 


ff- 

*+17 


0. 

: 0 


2) 

3) 


Bezeichnen  wir  respective  die  Wurzeln  dieser  Gleichungen  mit 
x,,  x,;  y,,  yt,  y, ; x,,  .v „ so  ist  bekanntlich: 

xr  ff" 

— = D \ — y,y,y.  = jf,  — = -p-; 

oder  wenn  wir,  wie  früher,  den  Coordiuaten- Anfang  mit  O , die 
Durchschnittspunkte  der  Achsen  der  x,  y und  .r  mit  der  Fläche  F 
bezicblich  durch  Jt,  R,  R“-,  ft,  ft,  ft";  P,  /*,  7*"  bezeichnen, 
so  ist: 

/)"'=—  or.  ok.  or?-,  Oft.  oft.  oft";  *^=i—op.or.or\ 


woraus  wir  sogleich: 

ßr=— OR.OR. OR",  B= 


OR. OR.OR’ 
Oft.Oft.Oft"’ 


c= 


OR.OR. OR’ 
UP. VF. OP" 


..4) 


erhalten.  Da  wir  hiebei  kein  besonderes  Coordinaten -System  zu 
berücksichtigen  brauchen , so  nehmen  wir  dasselbe  so  au , dass  es 
mit  jenem  in  $.  1.  entweder  das  gleiche,  oder  doch  mit  ihm  paral- 
lel ist;  alsdann  werden  wir  mittelst  der  Substitution  der  soeben 
gefundenen  Werthc  von  R und  C in  den  Gleichungen  12,  13,..  16 
folgende  Coordinaten -Werthc  erhalten: 


. OR  . OR . OR  .. 

— J//y  Oft  . Oft  • Off  


E=- 


- m ", . OR  . OR  . OR' 


syy . o« . Oft' . oft 

y>",  -t-uVi-Hy,-",)  or.or  . QR’ 

3 n'V  .OP .OF . OF’ 


,6) 


7) 


■ 0 -t-y.e".)  .OR.OR.  OR- 

— 3n"V  . OP  .OF  . OF’  ' 

Die  abgekürzten  Werthe  dieser  Coordinaten  sind  aus  §.  1.  16. 
ebenso  zu  bestimmen. 
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§•  3. 

Wir  gelangen  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  A',  B’ . C1  in- 
dem wir  bemerken,  dass  bei  der  gleichen  Bezeichnung  wie  in  §.  2. 
aus  den  Gleichungen  1,  2,  3 jenes  Paragraphen  folgt,  dass; 

/r yi  -t'i  -h-r,-y-a, 

A~ 3 ’ ~B  3 ’ V — 3 


ist,  und  wenn  wir  in  diese  Ausdrücke  die  Werthe  von  *J( 
y, und  von  B und  C einfüliren,  so  erhalten  wir  alsdann: 


A'=- 


(.OR+ORA-OK) 


(or 


//— - 


(00+OQA-  0<l  )0R.  OR'.  OR:’ 


3 oa.ov.  o<t 

OP  -y-  OP")OR  . OR  . OR  i 


«) 


i OP  . OP  . OR' 


Piuu  ist  aber,  wenn  alle  drei  Wurzeln  der  Gleichung  4 2.  2) 
. . OR-y-OR  -y-OR"  „„  . RR  -y-  RR'  ’ 

positiv  sind,  z — 


- = 0B  + 


und  wenn  wir 


ft/C  i RK’ 

BL  = j gleich  dem  dritten  Thcile  der  Summe  der  Ab- 

stände der  beiden  letzten  Borchschnittspunktc  Bi  und  B"  vom  er- 
sten B machen,  so  ist  OL  die  Entfernung  des  auf  die  eben  ange- 
gebene Weise  bestimmten  Punktes  L vom  Cnordinatenanfange.  Sind 
M und  A auf  den  Achsen  der  y und  x in  Beziehung  auf  die 
Punkte  Q,  (/  ft";  P,  L'.  P"  ebenso  bestimmt  wie  L in  Beziehung 
auf  die  Punkte  Jl,  B’,  Zf';  so  haben  wir  auch  znfulgc  1): 


A'— — OL°)\  B 


OB.  OR.OR.OR  OK.  OR . OR.  OR' 

0(l.Ö<f.0<f  5 — OP.OP.0W~ 


2) 


Aus  den  nemlirhen  Gleichungen  §.  2.  1.  2.  3.  folgt  aber  auch 
noch,  dass: 

=.*3 -4-=,s,  ZT y,yt-y-y,y,-y-»,v. 

1 — 3 ’ B 3 > 

C" j:,j,  -+-  j,j,  -y-x,x, 

C '3 


ist.  Führen  wir  statt  a„  u.  s.  w.,  wie  auch  statt  B und  C ihre 
Werthe  in  diese  Ausdrücke  ein,  so  erhalten  wir: 


*) 


Per  oben  angegebene  Werth  von  A'  hängt  jedoch  noch  auf  verschie- 
dene Art  von  dem  Vorzeichen  der  Wurzeln  s2  und  s,  ab,  nemlich 
Ai  kann  in  Beziehung  auf  diese  Vorzeichen  necli  folgende  Werthe  ha- 


ben: 


**  +;i 

3 


*!-*•-*.  — S|—  *»-+•*.  — »l+Sj  — S, 

3 , j i , von  welchen 

jedoch  die  drei  letztem  nur  das  Entgegengescizte  der  drei  erstem  sind; 
Tür  diese  drei  finden  wir  auf  gleiche  Art  wie  im  Teite  respeclive 
RR  — RR".  ..  RR  — RR' 


A=  — (OR  — 


A=x-(-OR-y 


3 

RR  - 


),  Az=-(OR-y- 


- RR" 


);  ganz  auf  gleiche  Art  lassen  sich  auch 


noch  für  jeden  der  Coefficienten  R,  C drei  verschiedene  Werthe 
finden. 


Tbeil  I. 


23 
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„„  0R.0R+0R.0R+0R 

1 — 3 ““ 

(OR . OR+OR . OR  + OR 
B — soQ.oq.oQ' 

(OR.OR  -t-OR . OR'+OR 
C ~~  3 OP.OR.OF 

§.  4. 

Um  geometrische  Aum! nicke  für  die  vier  norli  unbestimmten 
Coeffieionten  F,  E',  D,  F‘  zu  erhalten,  keuren  wir  zu  der  Glei- 
chung §.  1.  *2.  zurück,  und  setzen  in  jene  nacheinander  x,  y ; 
x,  y";  x",  y\  x",  y";  bezeichnen  alsdann  die  Wurzeln  der  resul- 
tirenden  Gleichungen  res|>cctive  mit  s'„  x',;  x't. 

s"„  *'ri,  x'rt,  x'r,s  so  haben  wir  zufolge  der  Kigen- 

scliaftcn  der  cubischcn  Gleichungen: 

x\x\  + x',%',  •+- a',*',  = 3 [Ey*  + Fx'y  -4-  Gx* 

+ F'y  -4 -Ex  -f-  .4' ) 1) 

-4-x",x",  -f-3',3",  =3  (Elf*  Fx'y"  -4-  Gx* 

+ Fy+Ex+A) 2) 

x"',a"',  ■+■  x,'" lx" , -f-  %'"1x'",  — 3 (Ey*  -+-  Fx"y  -4-  Gx"* 

• + F'y  ■+■  Ex  -+-J') 3) 

x'r,x'r2  -+-  *'r13,r,  -4-  *'r,s'r,  = 3(Ey '*  ■+■  Fx"y"  -4-  Gx"* 

-4-  F y"  ■+■  Ex"  -4-  A') 1) 

Subtrabircn  wir  die  erste  von  der  zweiten,  und  diridiren  den  Rest 
durch  y"  — y,  so  ist 


OR-  \ 

J 

-—.an.  ob;.  OR"'; 3) 
OR.  OR.  Or\ 
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Eh  .sind  aber  nach  unserer  in  §.  1.  angenommenen  Bezeichnung 

M'v  M M\-,  M"„  M\,  M"t\  M"\,  M ,, 

jV  ,,  ,Vn , die  Durrhschnittspunktc  der  Flache  F und  der  mit  der 
Achse  der  z parallelen  Linien  FF,  FF',  FF",  P,vE,r,  so 

dass  also  3' , = F M' ,,  3’2  = FM'2  u.  s.  w 

Durch  die  Einführung  dieser  Linien  in  die  letzte  (ileichung 
wird : 


1 p'rM,rl.p,ria,r2-P"M-i.P"nr"2-p»rl  .pm'2+pm  \ .pm 
)+p'yM'r,.P'rM"r,-P"M",.p"ar",-PArt.r'Ar,+r9r,.rM',\ 
„ ( +P''M'r2.PtrM'r,-P'H-2.P"M",PSr2.P'Ml+PM2.PM', ) 

* — 3 PP.P'P 


Construiren  wir,  um  diesen  Ausdruck  kurzer  darzustellen, 
zwischen  F,rM,T,  und  P'rM,rt,  P'M“,  und  P"M"\ , F'M  , 

und  F M \.  FM  , und  FM„  P,rMn  , und  F,vM‘r„  u.  s w 

FM  \ und  FM',  die  mittleren  Proportionalen  S'r,TlrJt  & ' , 7’"',, 
S'\  7’  „ .V-,  7\,  S"\  T".  A",  T S" , T „ A”,  7\,  S'\Fr„ 
'S ",  7'",,  S"2T"  „ S2  7* bilden  alsdann  aus  S,r,  T,r  2 und  A",  7”, 
ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  x'r,*',  sein  soll, 
ebenso  bezeichnen  wir: 

die  Hypotenuse  d.  rechtw. Dreiecks  aus A"",  7'"',  u.A’",  T",  mit*"',«",, 

- - - - - - S'y,T‘r,-  S,T, 

- - - S",T",-  S‘ , T" , - 

- S,rtT'r,-  S',T,  - *'r,*'„ 
- - - - S"2T" , - S'tT',  - 

Führen  wir  diese  Hypotenusen  in  den  obigen  Werth  von  F 
ein.  so  erhalten  wir: 


F— 


(sn\*\y 


3 PP.P'P  81 


Wir  erkennen  aber  hierin,  dass  die  Summe  der  drei  ersten 
Quadrate  der  Diagonale  *,K,«,r,  eines  rechtwinkligen  Purallelcpi- 
peds  *'r1*'l*', dessen  Kanten  *,,'1x'„  *,r,*'J,  *"  2* , sind,  gleich 
isl,  und  ebenso  ist  die  Somme  der  drei  andern  (Quadrate  dem  Qua-' 
drate  der  Diagonale  *’",*"',  eines  andern  rechtwinkligen  Parallele- 
pipeds  gleich,  dessen  Kanteu  *"',*",,  *",*"„  *"',«", 

sind,  und  es  wird  daher  der  letzte  Ausdruck  zu: 


F 


U'\*,r2r 

3P'P . P P 


oder  F— 


(«,r.  «''■)• 

3 PP . PP 


9) 


wo  die  zweite  Cathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  be- 

zeichnet, dessen  Hypotenuse  a'y,s'v2,  und  dessen  erste  Cathete 
*'",*",  ist.  Mittelst  dieses  Werthes  von  und  des  in  §.2.6)  ge- 
fundenen Werths  von  E erhalten  wir  aus  der  (ileichung  5),  wenn 
wir  die  oben  angegebenen  Bezeichnungen  und  Hulfsconslructionen 
gebrauchen: 


Digitized  by  Google 


357 

■*! 


Auch  in  diesem  Ausdrucke  kann  das  erste  Glied  des  zweiten 
Tlieils,  wie  in  8.,  einfacher  durgestellt  werden.  Subtrubiren  wir 
2.  von  4.  und  dividiren  den  Hcst  mit  3(a:" — .v),  so  ist: 


»fr  ./r  . -ff  «fr  . »f r _/r  _ jr"  »"  . »■'  .»■•  I 


Substituiren  wir  hierin  den  vorhin  gefundenen  Werth  von  F , und 
den  in  §.  2.  8.  angegebenen  Werth  von  O,  und  gebrauchen  die  im 
Anfänge  dieses  Paragraphen  angegebenen  Bezeichnungen,  so  erhal- 
ten wir  wie  in  10. 
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0? 

II 


Tm  endlich  den  Coefficienten  D zu  bestimmen,  setzen  wir  in 
der  Gleichung  §.  1.  3,  mich  einander  x,  s'j  x",  * statt  x und  *; 
so  folgt  wie  oben,  dass,  wenn  wir  mit  y',,  y',,  y',;  y",,  y",,  y", 
die  Wurzeln  der  resnltirendeo  Gleichungen  bezeichnen: 


y xv'  ,-t-y  .y.-Hy'.y  .=3 1 ji** 


„ , Phi  A /**  . //  ff*  #hl 

y \y  ,4-y  .+y  ,y  ,=3  y*  1:J) 


Diese  Gleichungen  von  einander  subtrabirt,  und  den  Rest  mit 
3(jt"  — jr  ) dividirt,  geben : 


\ 
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" B B 8(x  — x ) 

Aus  dieser  Gleichung  finden  wir  durch  Einführung  der  Werthe  von 
ij ,,  y'a,  u.  s.  w.,  ferner  von  ß,  L und  F,  folgenden  Werth  von  ß: 


l 
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Da  die  Coefficienten  B,  C,  .4,  D,  E,  F,  G,  K,  l.  ihre  Werthe 
unverändert  bei  behalten,  wohin  wir  auch  das  Coordinatensysteio 
parallel  mit  sieb  selbst  verrücken,  so  können  wir  ähnliche  Eigen- 
schaften der  Transversalen  in  Beziehung  auf  die  Flächen  des  dritten 
Grades  hcrlciten,  wie  W'ir  es  in  I.  §.  5.  hei  den  Flächen  des  zweiten 
Grades  gethnn  haben;  da  aber  die  Herleitung  ganz  die  gleiche  ist, 
wie  a.  a.  0.,  so  brechen  wir  hier  diese  Untersuchungen  ah,  bis  wir 
an  einem  uudern  Orte  diesen  Gegenstand  ausführlicher  bebuodelo. 


XLVII. 

Ueber  Bcrnoullische  Zahlen  und  die  Coef- 
ficienten der  Sekantenreiben. 

Von 

Herrn  O.  Sclilöiuilch 

zu  Weimar. 


Die  folgenden  Entwickelungen  beruhen  auf  zwei  wichtigen  be- 
stimmten Integralen,  nämlich 

/•”  cos  1 

X —X  ' * 


./; 


ne 


T® 


0 ne 
e 


- sin  .r  0 d&  = e—±±  (2) 

X — X ' J 


die  sich  im  Zusammenhänge  mit  der  Lehre  von  den  bestimmten  In- 
tegralen nebst  einer  Menge  ähnlicher  leicht  entwickeln  lassen,  die 
man  aber  auch  mittelst  der  beiden  Formeln  von  Fourier 

2 /’*  /’* 

cos  ijOtit]  y(©)  cos  xQtlQ 

2 /*®  /•* 

<f{a :)  = — J o sin  r\Qdt\  J ^ <f(0)  sin  xQUQ 


leicht  veriliciren  kann,  indem  man  im  ersten  Fall  <p{Q)=z— 

e i ö-t-e 


3 


a8  - 

und  im  zweiten  <p(0)  ==  ■ setzt.  Durch  die  erste  Integration, 

welche  man  nach  (1)  und  (2)  ausfiibrt,  gelangt  man  zu  einem  Aus- 
drucke, der  wieder  ganz  ähnlich  aussieht  und  sich  auf  gleiche  Weise 
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intcgriren  lässt,  so  dass  man  zuletzt  ein  identisches  Resultat  be- 
kommt, wie  diess  der  Fall  sein  muss,  wenn  die  Integrale  (1)  und 
(2)  richtig  sein  sollen. 

Multipliciren  wir  (1)  mit  (2),  so  wird  auf  der  rechten  Seite 


: sec  1/  — ix. 


cosV^ — lj- 

Nun  giebt  aber  die  Division  — - - , wenn  man  für  cos  x die  be- 
kannte, nach  Potenzen  von  x geordnete  Reibe  setzt,  eine  neue 
Reihe  von  der  Form 

Hji.  x*  ■+■  -J!' 

1.2^  ^ 1.2. 3. 4' 


sec  x = Ba  -f- 


■ x 4 ■ 


wo  B„,  jS„  ...  gewisse  Zahlen  sind,  die  eine  interessante 
Analogie  zu  den  Bernoullischen  Zahlen  Bt,  B„  B ...  besitzen, 
welcbe  letztere  bekanntlich  in  der  Cosecantenreihe  eine  wichtige 
Rolle  spielen. 

Schreiben  wir  V — Ix  für  x,  so  wird 


sec 


\A^ix=B0-h 


B. 


1.2' 


1.2. 3. 4 


X‘  — 


also,  wenn  wir  diese  Reibe  substituiren 
cos  xBdB 


\T. 


. -78 


— b _ 

° 1.2 x 


0 e*  -+-« 


Den  Nenner  des  Integrals  wollen  wir  kurz  mit  A bezeichnen,  und 
cos  xO  in  die  bekannte  Reibe  entwickeln,  wobei  wir  die  Potenzen 
von  x,  welches  in  Bezug  auf  die  Integration  Coustante  ist,  vor 
das  Integralzeichen  setzen  können.  Wir  erhalten  dann 


„r  ( "dB  x*  r*B-dB  x * r 

IJo  A I.2J0  N + 1.2.3. KJ  0 


"B'dB 


B 


■] 


-*.-r . 

also  durch  Vergleichung  beider  Reihen 

*/;#=*..  

g2/i  rff) 

oder  allgemein  2 f ^ d.  i->  wenn  wjr  den  Werth 

A wieder  einsetzen, 

Bi «dB 


r 


0 e*  -H 


= Bin.  (3) 


Durch  ein  ähnliches  Verfahren  erhalten  wir  aus  (2)  ein  bestimmtes 
Integral,  welches  die  (2 n — l)te  Bernoullische  Zahl  ausd rückt. 

Multipliciren  wir  nämlich  beide  Seiten  von  (2)  mit  V' — 1,  so 
wird  rechts 

V/ZTT  . 

e* — e~x  2\y — 1(**  — g—x)  — tivV —lx 

also 
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1/ — 1 ^ gjtn  — i 8'n  x&de  = — cot  1/ — Ijr. 

-4-1 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  <rr^  ■_  t = M and  geben  vermöge  der 
Relation  tang  » = cot  * — 2 cot  2s  zur  Tangente  Uber,  so  ist 

1/ — 1 /o  ,1/(2  sin  2x9  — sin  ^e)rfe  = toog  1/ — ljr. 

Kniwickeln  wir  nun  tang  V — 1 x in  die  bekannte  Reibe,  welche 
die  Uerooullischen  Zahlen  involvirt,  und  ebenso  sin  2ar0,  sin  xB 
in  die  nach  Potenzen  von  xB  fortschreitenden  Reihen,  so  haben  wir 

V/zrr  |*Ipi  xf^Mde  - *•/>«•  d° 


= t/=l 


21  — 1 


2* 


2<  — 1 


2'  — 1 


1..5 


uud  vergleichen  wir  beide  Reihen,  Glied  für  Glied,  so  entstehen  die 
Relationen 


/.*  03  / ' 


MB' de  — y B, 


■/; 


oder,  wenn  wir  für  M seinen  Werth  schreiben, 


Me**-' dB 
.22» 


/. 


e e" 


Ä2S-.  • (4). 


Die  Ausdrücke  (3)  und  (4)  sind  zwar  schon  an  Bich  bemerkens- 
werth,  in  so  fern  sie  jeden  der  interessanten  Coefficienten  By,, 
Bix—\  durch  ein  bestimmtes  Integral,  also  in  geschlossener  Form 
darstellen ; interessanter  aber  ist  folgende  Entwickelung,  durch  welche 
man  zu  einer  Relation  zwischen  ßy,  und  Bin— i selbst  gelangt. 

Wir  setzen  in  (1)  V' — 1 x für  x,  multipliciren  beide  Seiten  mit 
2 sin  x , und  haben  so 

»*  2 sin  x . cos  l/-!  xBdB 


r. 


2 '»in  .r 


er«. 


—2.« 

*e  ** 


=,-i73f  = t“Dg^ 


Zerlegen  wir  ferner  das  Produkt  2 sin  x . cos  1/ — lx&  io  die 
Summe  sin  (1  -+-  1/ — \Q)x  -+-  sin  (1  — V — \0)x,  entwickeln 
dann  beide  Ausdrücke,  links  die  beide«  Sinus  und  rechts  die  Ta«' 
gente,  in  Reihen,  so  sind  deren  (2»  — l)te  allgemeinen  Glieder 

/ ,,  j*— 1 /»"(i-4-V^riB>a.-i  + (i  -y/— 

4 1.2..(2|»— 1)  Jo  n~  " 


e>°. 


■ e-T* 


d@ 


**—l  2S»(2*»  - 1)  „ 

1.2....  (2ji  — 1)  • 2m  ' 


2*— b 
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oder,  weun  wir  den  Neuner  unter  den  Integralzeichen  wieder  mit 
X bezeichnen 

i(5) 

Entwickeln  wir  non  die  Potenzen  (1  db  V^—l  0)S«— « naA  item 
Bin«nrinitheorem,  -wobei  wir  die  Biuoimolcoeficienteu  uit  {tu  — 1)., 
{tu — l),, . . . . bezeichnen,  so  ist  unner  Integral  • .< 


_ 4,  /**!  - (2y>  - t),e»  -f-  Qn  — 1)4»‘ 

J o N 


oder 


X77‘ 


= 2/iff  - <*-*  ■ 

Aber  jedes  dieser  Integrale  lässt  sich  «ach  (3)  ansführen;  und  wir 
erhalten  mit  Rücksicht  auf  (5) 

(2*»  _ i)  //*._,  _ (2i~rj7ß, 

H-  (2» — 1 )Aß,  — ....  ± (2»  — l>2it-2Äj,_2  . (6) 

eine  sehr  einfache  Relation  zwischen  den  auf  einander  folgenden  Se- 
kantencoefflcienten,  einer  Bernoullischen  Zahl  und  den  Binomiaicoef- 
iicienten  ihres  Index. 

Dieses  Resultat  lässt  sieb  noch  anders  schreiben. 

Wenn  man  nämlich  die  Sekantenreibe 


sec  x = B„ 


Ii,x* 


1 .2 


+ 


Umx» 


1....2n 


2a  mul  difierenziirt,  so  ist 

d>'  sec  x 


dx*" 


= Bim  -+-  • 


wobei  die  nachfolgenden  Glieder  noch  x enthalten.  Also  für  .t, — 0 

(fin  sec  x 


dxP' 


.-.i. 

/. 


= Äs«;  x = 0. 

Ebenso  erhält  mun  aus  der  Tangentenreihe 
uog  x = 2‘. * ? B,x  + * B,x‘  ......  . 

-'-  + TS=5r 

durch  (2«  — l)malige  Differenziation  und  für  x = 0 

**-"*nzx  ^ = 0. 

dzflA-l  — in  -**»—*>  * 

führen  wir  diese  Werthc  in  (6)  ein,  so  ist  , . . , 


(-»“*Ss^= 


— rf’secx  —-d'secx 

:1  — (2/4  — lj,  — 1J«  '-(7) 


dx* 


r = 0. 
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XL  VIII. 

Ueber  Cauchy’s  neueste  Untersuchungen  über 
die  Entwickelung  der  gesonderten  Functionen 
mit  einer  veränderlichen  Grösse  in  nach  den 
positiven  ganzen  Potenzen  dieser  veränderli- 
chen Grösse  fortschreitende  convergirende 
Reihen  °). 

Nach  den  Considerations  nouvelles  snr  la  theorie  des 
8 ui t es  et  snr  les  lois  de  leur  convergencc  von  Cauchy 
in  dessen  Exercices  d’ Analyse  et  de  Physique  math^- 
matique.  9e  Livraison.  Paris.  1840,  frei  bearbeitet 
und  mit  erläuternden  Zusätzen  vermehrt 

von 

dem  Herausgeber. 


$ 1. 

Erklärung.  Von  der  Grösse  .V  + Y\/ — 1,  wo  X und  Y 
reelle  unabhängige  oder  abhängige  veränderliche  Grössen  bezeich- 
nen sollen,  sagt  man,  dass  sie  einen  endlichen  völlig  be- 
stimmten Werth  habe,  wenn  die  Grössen  X und  Y beide  end- 
liche völlig  bestimmte  Werthe  haben. 

Der  Null  unendlich  nabe  kommende  Veränderungen 
der  einen  endlichen  völlig  bestimmten  Werth  habenden  Grösse 
x+  y \r=\,  wo  X und  V reelle  unabhängige  oder  abhängige 
veränderliche  Grössen  bezeichnen  sollen,  heissen  solche  Verände- 
rungen dieser  Grösse,  welche  der  Null  unendlich  nabe  kommenden 
Veränderungen  der  reellen  Grössen  X und  Y entsprechen  oder 
durch  solche  Veränderungen  dieser  Grössen  herbeigeführt  werden. 

Eine  Function  f\x)  einer  beliebigen  reellen  oder  imaginären 
Grösse  x heisst  fiir  einen  gewissen  endlichen  völlig  be- 
stimmten Werth,  oder  in  der  Nähe  eines  gewissen  end- 
lichen völlig  bestimmten  Werths  dieser  veränderlichen 
Grösse  stetig,  wenn  diesem  endlichen  völlig  bestimmten  Werthe 
der  veränderlichen  Grösse  x ein  endlicher  völlig  bestimmter  Werth 


*)  Unter  gesonderten  Functionen  werden  hier  die  sonst  sogenannten 
functiones  explicitae  verstanden;  da  diese  Functionen  wirklich  von 
ihren  veränderlicben  Grössen  gesondert  sind,  so  scheint  der  hier  ge- 
brauchte Ausdruck  nicht  unpassend  zu  sein. 
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der  Function  f(x)  entspricht,  und  wenn  durch  der  Null  unendlich 
nahe  kommende  Veränderungen  des  in  Rede  stehenden  endlichen 
völlig  bestimmten  Werths  von  x der  Null  unendlich  nahe  kommende 
Veränderungen  des  diesem  endlichen  völlig  bestimmten  Werthc  von 
x entsprechenden  Werths  der  Function  f(x)  herheigeführt  werden. 
Sind  dagegen  diese  Bedingungen  nicht  vollständig  erfüllt,  so  sagt 
man.  dass  für  den  in  Rede  stehenden  endlichen  völlig 
bestimmten  Werth  der  veränderlichen  Grösse  x eine 
Unterbrechung  der  Stetigkeit  Statt  findet. 

Wenn  für  keinen  reellen  Werth  von  x,  welcher  eine  Mittel- 
grosse  zwischen  den  beiden  reellen  Werthen  a und  b von  x ist, 
eine  Cuterbrechung  der  Stetigkeit  der  Function  f[x)  Statt  fiodet, 
so  sagt  man.  dass  diese  Function  zwischen  den  Gränzen  a 
und  b oder  von  n bis  b stetig  sei. 

Die  Function  f(x)  heisst  ferner  zwischen  den  reellen 
Werthen  r und  R des  Modulus  ihrer  veränderlichen 
Grösse  .r  als  dessen  Gränzen  stetig,  wenn  für  keinen  Werth  der 
veränderlichen  Grösse  x,  dessen  Modulus  eine  Mittelgrösse  zwischen  r 
uud  /£  *)  ist,  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  der  Function  f(x) 
Statt  findet,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  für  jeden  Werth  oder  in 
der  Nähe  jedes  Werths  der  veränderlichen  Grösse  x,  dessen  Mo- 
dulus eine  Mittelgrösse  zwischen  r und  R ist,  die  Function  f(x) 
stetig  ist. 

f-  2. 

Lehrtatx.  Wenn  die  Functi on  y z=xf(x)  fü r e i ne n be- 
stimmten  reellen  Werth  ihrer  unabhängigen  veränderli- 
chenGrösse,  welcherdcrFinfachbeitwegendurchjrselbst 
bezeichnet  werden  mag,  reell  und  stetig,  und  der  ent- 
sprechende Werth  f(x ) des  ersten  Differentialquotieo- 
ten  dieser  Function  eine  endliche  völlig  bestimmte  re- 
elle, aber  nicht  verschwindende  Grösse  ist;  so  wird,  io- 
deuimun  die  unabhängige  veränderlicheGrössevondem 
bestimmten  reellen  Werthe  x un  sich  reell  uud  stetig 
verändern  lässt: 

1.  wcn»y(r)  positiv  ist,  die  gegebene  Function  von 
dem  W'erthe  f(x)  an  zu-  oder  abnehmen,  wenn  die  unab- 
hängige verände  rl  ich c G rosse  von  dem  reellen  Werthe 
x au  respective  zu-  oder  abnimmt;  dagegen  wird 

2.  wenn  f'(x)  negativ  ist,  die  gegebene  Function  von 
dem  Werthe  f{x)  un  zu-  oder  abnehmen,  wenn  die  unab- 
hängige veränderliche  Grösse  von  dem  reellen  Werthe 
x an  respective  ab-  oder  zunimmt. 

Beweis.  Die  der  beliebigen  Aenderung  <Jx  von  x entspre- 
chende Aenderung  von  f(x)  sei  Jy.  Nach  dem  allgemeinen  Be- 

griffe  des  Differcntialquotienteu  ist  f(x)  die  Gränze,  welcher 
sich  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  wenn  man  sich  Jx  big 


*)  Ueber  den  allgemeinen  Begriff  einer  Mittelgrösse  zwischen  zwei  anderen 
Grössen  s.  m.  die  Abhandlung  XL.  §.  33.  im  dritten  Hefie,  so  wie 
denn  die  in  dieser  Abhandlung  bewiesenen  Sätze,  wie  wir  sehen  wer- 
den, überhaupt  eine  Hauptgrundlage  der  gegenwärtigen  Untersuchungen 
über  die  Keinen  bilden. 


Digitized  by  Google 


366 


zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Noll  nähern  läset.  Für  der  Noll 
unendlich  nabe  kommende  Jx  hat  also  init/^.*:)  offenbar  einer- 
lei Vorzeichen.  Ist  folglich  f'(x)  positiv,  so  ist,  immer  für  der 
Null  unendlich  nahe  kommende  Jx,  auch  — positiv,  und  Jx  und 

Jy  haben  folglich  gleiche  Vorzeichen,  d.  b.  die  unabhängige  ver- 
änderliche Grösse  und  die  Function  nehmen  respective  von  den 
Werthen  x und  f{x)  an  gleichzeitig  zu  und  ob,  wie  behauptet 
wurde,  lat  dagegeu  f\x)  negativ,  so  ist  für  der  Null  unendlich 

nabe  kommende  Jx  auch  ^ ucgativ,  und  Jx  und  Jy  haben  folg- 
lich entgegensetzte  Vorzeichen,  d.  h.  die  Function  nimmt  von  dem 
VVertbe  J\x)  an  ab  oder  zu,  wenn  die  unabhängige  veränderliche 
Grösse  von  dem  Werl  he  x an  respective  zu-  oder  abnimmt,  wel- 
ches der  zweite  Tlieii  der  Behauptung  war. 

§ 3. 

Erster  Zusatz.  Wenn  sowohl  die  Function  /(•*■),  als 
ancli  ihr  erster  Differentialquotient  f(x)  zwischen  den 
reellen  Gränzen  a und  b reell  nnd  stetig  ist,  nnd  letz- 
terer sein  Zeichen  niemals  ändert,  wenn  inan  sich  x von 
x = ar  bis  x = b stetig  verändern  lässt;  so  wird  die 
Function  f(x ) entweder  stets  wachsen  oder  stets  ab- 
nehmen, wenn  man  sich  x von  x = a bis  x = 4 stetig 
verändern  lässt. 

Wenn  f(x)  in  dem  Intervalle  ab  niemals  verschwindet,  so  folgt 
der  Satz  unmittelbar  aus  dem  im  vorigen  Barographen  bewiesenen 
Sntze.  Wenn  aber  f(x)  z.  B.  für  den  zwischen  a uod  b liegenden 
Werth  e von  x verschwindet,  so  dass  f(c)  = 0 ist,  so  denke  man 
sieh  das  Intervall  ab  in  die  beiden  Intervalle  ar  und  eb  getheilt; 
dann  wird  f(x)  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  sowohl  in 
dem  Intervalle  ar,  als  auch  in  dem  Intervalle  cb,  und  folglich  auch 
in  dem  ganzen  Intervalle  ab  entweder  stets  wachsen  oder  stets 
abnehmen , wobei  man  nur  immer  festzuhalten  hat,  dass  nach  der 
Voraussetzung  die  Function  f[x)  zwischen  den  Gränzen  a und  6 
reell  und  stetig  ist.  Dass  man  ganz  auf  ähnliche  Art  schliessen 
könnte,  wrim  /(nr)  für  mehrere  zwischen  a nud  b liegende  Werthe 
von  x verschwände,  fällt  sogleich  in  die  Augen. 

§ 4- 

Zweiter  Zutat».  Wenn  sowohl  die  Functionen  /'( x), 
f(x),  als  auch  die  Functionen  g(.r),  zwischen  den 

reellen  Gränzen  a und  b reell  und  stetig  sind,  und  f(x\ 
rt ihre  Zeichen  niemals  ändern,  aber  immer  entgegen- 

fesetzte  Vorzeichen  haben,  wenn  raun  sich  x von  ,r  = a 
i s x =.  b stetig  verändern  lässt,  so  duss  nämlich,  wenn 
f(x ) von  x = a bis  x = b stets  positiv  oder  stets  nega- 
tiv ist,  %'(x)  von  x = « bis  x = b respective  stets  nega- 
tiv oder  stets  positiv  ist;  so  wird  immer  die  eine  der 
beiden  Functionen  /(x),  %(x)  von  x — a bis  x = b stets 
wachsen,  die  andere  dagegen  von  x=xa  bis  x = b stets 
abneh  men. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  aus  dem  ersten  Zu- 
satze und  aus  dem  in  §.  2.  bewiesenen  Satze. 
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* 5. 

Lehrtat».  Wenn  bowoIiJ  die  Functionen  /(x),  ?(jr), 
als  such  ihre  ersten  Differentialquotienten  zwischen 
den  reellen  Gränzen  a und  b reell  und  stetig  sind,  und 
der  Differentialquotient  sein  Zeichen  nicht  ändert, 

wenn  man  sich  x von  x — a bis  x = b stetig  verändern 
lässt;  so  ist  der  Bruch 

m -/(<») 

m - s(o) 

jederzeit  eine  Mittelgrösse  zwischen  dem  kleinsten  und 
grössten  Wcrthe  A und  ß unter  allen  den  Werthen, 
welche  die  Function 


.TO) 

erhält,  wenn  man  sich  x von  xz=.a  bis  x = b stetig  ver 
ändern  lässt,  oder  es  ist  jederzeit 


Ab)  f(.a)  w m n\  «s 

3(4) -3  ä)  — ß)  )• 

Erster  Beweis.  Weil  A und  B der  kleinste  nnd  grösste 
unter  allen  den  Werthen  sind,  welche  der  Bruch 


/■(£) 

3(*) 


erhält,  wenn  man  sich  x von  x — a bis  x = b stetig  verändern 
lässt,  so  haben  die  Grössen 


d.  i.  die  Grössen 

f(x)  — Ag\x),  f'(x)  — Bi'(x), 

für  jedes  x von  x — a bis  x — b offenbar  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen, und  keine  dieser  Grössen  ändert  ihr  Zeichen,  wenn  man 
sich  x von  x = a bis  .v  — b stetig  verändern  lässt.  Diese  beiden 
Grössen  sind  aber  die  üiffcrcntinlquotienten  der  Functionen 

Ax)  ~ AA  ~ Bi(x).  , 


Also  wird  nach  dem  vorigen  Paragraphen  jederzeit  die  eine  dieser 
beiden  Functiunen  stets  wuchsen,  die  andere  dagegen  stets  ab- 
nehmen,  wenn  man  sich  x von  x = a bis  x = b stetig  verändern 
lässt.  Daher  haben  offenbar  die  beiden  Differenzen 

Ab)  - Ag(b)-  t f(a)  - Ag(a)\,  f(b)  - Bg(b)  - [/(a)  - Bg{a)\, 
oder 

/(*)  -/(«)  - A |?(4)  _ g(«)|,  f(b)  -/(«)  - B |3(Ä)  - g(«)|, 
und  folglich  natürlich  auch  die  beiden  Quotienten 


“)  Wegen  der  Bezeichnung  M(A,  B)  s.  m.  den  Aufsatz  XL.  S3. 


Digitized  by  Google 


368 


•d. 


f{b)-f(a)-Amb)-^a)\  /(*)-/(«) -g)3(d)-3(a)| 

S(d)~S(«)  > 3(d)-g,«) 


/(d)  -/(«)  /!*)  -/(*) 

3(d)  - g(«)  PFW) 


jederzeit  entgegengesetzte,  also  die  beiden  Grossen 

, fit)  -/(•)  fß)-f<io)  „ 

jederzeit  gleiche  Y'orzeichen,  woraus  sieb  ergiebt,  dass  immer 


A— 


/Cd)-/«)) 

S(d)-8(«) 


/(d)  -/(«) 
3(i)  - S(«) 


folglich  nach  XL.  §.  36.  jederzeit 


/(d)  -/(«) 

8(d)-S(«) 


eine  Mittelgrösse  zwischen  A und  B,  oder 


/(d)  -/(«) 
S(d)  — S(«) 


= Z?) 


ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Zweiter  Beweis.  Man  theile  die  Differenz  d — a in  n gleiche 
Theile  und  setze 


~~~  =d,  also  6 = a - 1-  ; 

so  ist  in  der  aus  der  Differcnzenrechnuug  bekannten  Bezeichnung 
/(«  -4-  k)  — /(«)  = A/[a), 

/(«  -4-  2*)  — /(«  + X)  = Af(a  -+-  /c), 

/(«  -+-  3X-)  -/(«  -f-  2*)  ==  zf/(«  -4-  2A), 


U.  8.  W. 

/(«  -4-  «/)  — /(«  +(»  — l)d)  = Af(a  -4-(»  — 1)*) 

und 

%(a  -+-  X)  — g(a)  = 

%(o  -f-  i/c)  — %(a  -+-  X)  = A%{a  -f-  k), 

?(«  “f"  3d)  — g(«  + 2/)  = A%(a  -4-  2A), 
u.  s.  w. 

?(«  -4-  »/)  — 3(«  +(*  — 1)*)  — A$(a  -4-(rt  — 1 )*). 

Addirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  der  Gleichheitszeichen  und  setzt 
a -4-  nk  = d,  so  erhält  man  die  beiden  Gleichungen 

S(d) — ?(a)=^3(«)+^(«+d-)-4-^(flr+2A-)-4-...-4-^/8(a-J-{» — l)d-); 
und  folglich 

4f(a)  . Jf(a+k)  . 4f(o-4-2X.)  . . 4/?«-4-C*i— 1)*) 

/(d)— /(«) * X +-+  * 

8(d)-8(«) — ^S(a)  , + .^(«-M«-!)*)- 

~~k  h k * **••••■+:  * 
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Die  Gränzen,  denen  »ich  der  Zähler  und  der  Nenner  des  Bruchs 
auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  nähern,  wenn  » in’s 
Unendliche  wächst,  Je  sich  also  der  Null  immer  mehr  und  mehr  und 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grude  nähert,  sind  offenbar  die  Summen 
aller  der  Werthe,  welche  die  Diffcrentiuhjuotieuten  f'x  und  g'(.r) 
erhalten,  wenn  man  sich  von  xzxza  bis  X = h stetig  verändern 
lässt.  Da  nun  die  vorstehende  Gleichung  für  jedes  positive  ganze 
n gilt,  so  ist,  wenn  wir  die  in  Rede  stehenden  Summen  respective 
durch 

bezeichnen,  offenbar  auch 

fx 

m-f(a)  _ . 

S(4)-S(«)  z %(x) 

T=a 

Weil  aber  nach  der  Voraussetzung  die  sämmtlichen  einzelnen  Theile, 
aus  denen  die  Summe 

<ZV(-r) 

, r=a 

besteht,  gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  nach  XI..  §.  42. 


jederzeit  eine  Mittelgrösse  zwischen  allen  den  Wertben,  welche  der 
Bruch 

fix) 

S(-*) 

erhält,  wenn  man  x siel)  von  x = a bis  x"=.l>  stetig  verändern 
lässt,  folglich  auch  eine  Mittelgrösse  zwischen  dem  kleinsten  und 
grössten  Werthe  A und  It  unter  allen  diesen  Werthen  des  obigen 
Bruchs,  und  man  kann  also 

T=Jt 

z r(x) 

*)> 

z #(•*) 

x=n 

folglich  nach  dem  Obigen  auch 

f{b)  — fjn)  _ ...  . 

B) 

setzen,  wie  bewiesen  werden  sollte. 


Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Lehrsätze  ist 

/{*)  -/(*) 

SW- SC«) 

eine  Mittelgrösse  zwischen  dem  kleinsten  und  grössten  unter  den 
Werthen,  welche 

. Tbeil  l.  24 
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.roi 

?'(•») 

erhält,  wenn  man  sich  .r  von  jczzzn  his  x = b stetig  verändern 
lässt.  Unter  der  Voraussetzung  nun,  dass 

f(-r) 

S'(-r) 

eine  zwischen  den  Gränzen  x = o und  xz=b  stetige  Function 
ist,  ergicht  sich  aus  dem  Obigen  unmittelbar  und  ganz  unzweideu- 
tig, dass  die  Grösse 

m -ß«) 

S(A)  — g(-) 

jederzeit  unter  den  Werthen,  welche 

AM 

S(*) 

erhält,  wenn  man  sich  x von  x — a bis  x — b stetig  verändern 
lässt,  Vorkommen,  oder  dass  jederzeit  einer  dieser  Werthe  der 
Grösse 

Ab)  — fla) 

m-  s(«) 

gleich  sein  muss,  so  dass  also  immer,  wenn  /*  eine  gewisse  Mittel- 
grösse zwischen  a und  b bezeichnet, 

Ab)  -Aa)  _/V) 

SW-Sl«)  — SV) 

gesetzt  werden  kann.  Setzen  wir  nun,  was  offenbar  in  allen  Fäl- 
len verstattet  ist, 

fi  = a -f-  &(b  — a) ; 

so  ist,  weil  nach  der  Voraussetzung  fi  eine  Mittelgrösse  zwischen 
nr  und  b ist, 

a Q(b  — a)~  M(a , b), 

und  folglich  nach  Xl>.  §.  38.  , wenn  man  nämlich  von  der 
Grösse  uuf  der  linken  Seite,  und  von  den  beiden  Grössen  zwischen 
den  Parenthesen  auf  der  rechtcu  Seite  des  Gleichheitszeichens  die 
Grösse  a subtrahirt, 

0(Ä  — a)  = b — «), 

also  nach  XL.  §.  37.,  wenn  man  nämlich  die  Grösse  auf  der 
linken  Seite  und  jede  der  beiden  Grössen  zwischen  den  Parenthesen 
auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  durch  b — a dividirt. 

0=^0,  1), 

woraus  sich  also  ergiebt,  dass  0 immer  eine  Mittelgrösse  zwischen 
0 und  1,  d.  b.  eine  positive  die  Eiuheit  nicht  übersteigende  Grösse 
ist.  Hieraus  und  aus  dem  Obigen  ergiebt  sich,  dass  immer 

Ab)  ~ M __f(a  + B(b-a)) 
g(*>— g(«)  ~ gfa-t-OfÄ-o))’ 

wo  0 eine  gewisse  positive  die  Einheit  nicht  übersteigende  Grösse 
bezeichnet,  gesetzt  werden  kann,  wenn  man  olle  im  Obigen  ge- 
machte Voraussetzungen  als  erfüllt  anzunehmen  berechtigt  ist. 
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Setzen  wir  jetzt  g(jr)  = a;,  also  g'(.r)=l,  und  nehmen  an, 
dass  die  Functionen  f(&)  und  A(x)  zwischen  den  reellen  Gränzen 
a und  b reell  und  stetig  sind,  so  sind,  weil  g'f.r)  »I5  eine  con- 
stante  Grösse  sein  Zeichen  nicht  ändert,  wenn  man  sich  x von 
x=za  bis  x — b stetig  verändern  lässt,  und 

/•(•r) 
g’(-r) 


ist,  offenbar  olle  im  Obigen  gemachte  Voraussetzungen  erfüllt,  und 
es  ist  folglich , wenn  Ö eine  gewisse  positive  die  Einheit  nicht 
übersteigende  Grösse  bezeichnet, 

oder 

ZW  -/(«)  = (6- «)/'(«  + ©(* - «))> 

oder 


/(b)  =/(«)  + (b- a)f(a  0(b  - «)). 

Für  b'=x  ist  nnter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen 
Ax),  A(x)  zwischen  den  reellen  Gränzen  a und  x reell  und  stetig 
sind, 


f(x)  =/(«)  -h(x  — a)f(a  -F  0(x  — <*)). 

Für  a = 0 ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen 
Ax)  UI>d  f(x)  zwischen  den  reellen  Gränzen  0 und  x reell  und 
stetig  sind, 

Ax)  — /(0)  -+-  xf’(Qx). 

Setzen  wir  in  der  Gleichnng 

Ax)  ==/(«)  -\-(x  — a)f(a  -V-  Q[x  — a )) 
für  a und  x respectivc  x und  jr-f-s,  so  erhalten  wir,  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Functionen  Ax)  und  f(x)  zwischen  den 
reellen  Gränzen  x und  x -4-*  reell  und  stetig  sind,  die  Gleichung 

f(x  -4-  »)  =Ax)  + if(x-\-  Qi). 

In  allen  diesen  Gleichungen  bezeichnet  & eine  gewisse  positive 
die  Einheit  nicht  übersteigende  Grösse. 


§ 7. 

Es  sei  jetzt 

y=f\<p(x)  ■+■  ip(x)  l/ZTT!  —<I>(x)-+-  *P(.r)  V—  1, 

wo,  indem  wir  uns  für  x irgend  einen  bestimmten  reellen  Werth 
gesetzt  denken,  sowohl  <p(x),  ip(x),  als  auch  0(x),  r)  reelle 
Grössen  sein  sollen. 

Weil  nun 


4y  ./ITT 

dx  dx  Jx  v 

ist,  und  offenbar 

_ ‘‘f)r(x)  -+•  Mx)  i i| 

Ax  d I lf(x)  -f-  tp(x)  V"A\\  Jx 

24  • 
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oder 

J£  __  äf  j <f  (jr)  •+■  V'—  1|  I JqUr)  J>/,{x)  1/3-j  1 

j\ip(x) +■  — ]j  ‘,x  Jx  ' 

gesetzt  werden  kann,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

-</'iy(.r)-H/.f.z)V^—  1 1 j Jf{x)  <M-r).y—  1 J4jx)  J‘ljx).y 

j\'f(x)-^if,(x^/~\\  ' I Jx  Jx  ' Jx  + Jx  V ~ 

oder 

. J*(x)  . J‘ljx)  — - 

Jf  \r(x)-h'Kx)v  — 1\  jx  Jx  v 1 

J\f(x)  + ^x)  V/^lj  ■"/(•*-)  ■ J‘!jx)  xy—f' 

Jx  Jx  * 

Lässt  man  nun  Jx  sich  der  Null  nähern,  so  nähern 

^f(x)  J’rfx)  Mix)  J'lix) 

Jx  ' Jx  Jx  ’ ~ Jx 

sich  bekanntlich  respective  den  Gränzen 

<f(x),  ifi’(x)  und  ® Vr(x), 

und 

4f\<f(x)  -fr-  H>(x)  V'~l\  % 

Jfr(x)  -fr-  ip{x)^—\\ 

nähert  sich  also  nach  dem  Obigen  der  Gränze 
•P’(x)  -4-  ‘lr(x)  \/  — 1 
'f  \x‘  -+-  y'(x)  V/  —1 

Weil 

J\<f(x)  -+-  tp{x)  1/ — 1 1 = J<f(x)  -f-  Jt)i(x)  1/  — 1 
ist,  so  nähert  sich 

J\ (p{x)  ■+■  ip(x)  V—  1 j 

offenbar  der  Null,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  und 
<V(x)  -fr-  ■/'(x)  l/— ~t 
<j'{x)  -fr-  ip'(x)  V/— , 
ist  also  die  Gränze,  welcher 

Jfjt  (x)  -t-  ip(x)  V~l\ 

J\r(x)  -fr-  V'(x)  | 

sich  nähert,  wenn 

J\f(x)  4-  rfi(x)  V~\  | 

sich  der  Null  nähert.  Weil  nun  nach  den  Grundbegriffen  der  Dif- 
ferentialrechnung letztere  Gränze 

f\f{x)-t-ip(x)  l/—  Ij 
ist,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 
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oder 


<l‘'(x)  -f-  ‘^(x)^  — I 
7 (x)  -f-  I 


©'(•*)  •*)!/—  1 = I x)l/—  I (/*  I 9>(.r)4-tp(.z-)l/— 1 j . 

Wegen  der  Gleichung 

y = 0(^t)  -+-  lV(x)\/  — 1 

ist  aber 


g = ©(ar)-+-^(^)l/_  1, 

und  die  vorige  Gleichung  kann  duber  auch  unter  der  folgenden 
Form  geschrieben  werden: 

%.  = lüP'(^)  -+-  tf(x)V—  1 |/’j<jp(x)  -4-  V»(x)l/^T|. 

f.  8- 

Sind  jetzt  n und  je  beliebige  reelle  oder  imaginäre  Grössen, 
so  kann  uucli  XL.  §.  52. 

.r  — a = r(cos  tu -J- sin  tu  1/ — 1), 

also 

•r  = « -F  r(cos  tu  -f-  sin  tu  1/  — 1), 

und  folglich 

/(.t)  =/\a  -f-  r(cos  tu -4- sin  tu  1/  — 1 ) | 

gesetzt  werden. 

Sei  nun 

/(.t)  r(cos  tu  -+-  siu  tu  1/  — 1 ) ) = <p{r)  -J-  tp(r)  \/  — 1 ; 

so  ist  nach  §.  6.,  wenn  die  Functionen  <f(r),  gp’(r)  und  ^/(r),  V'(r) 
zwischen  den  Gränzen  0 und  r stetig  sind, 

/(•*■)  = y(0)  r<f(Qr)  -+-  j ip(0)  + ri//(0,r)i  V'  — 1 

oder ' 

/(ar)  = g>(0)-t-t//(0)  V~  — 1 -+-r\<p’(&r)  -f-  tp(0,r)  1/ — 1|, 

wo  0 und  0,  gewisse  positive  die  Einheit  nicht  übersteigende 
Grössen  sind.  Nach  dem  Obigen  ist  aber 

x — a 

cos  ai  sin  uv  — t 

und 


also  ist 


f(a)  = jp(0)  -f-  y(0)  1/  — 1 ; 


/(•*•)  =/(*)  -+-  (r  — «) 


cos  <0  -t-  sin  o>  1^— I 
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Different ii reu  wir  die  Gleichung 
/■|a-|-r(cos  <u-f-  sin  tu  V'  — 1)|  = $p(r)-f-  ip(r)\/  — 1 


mittelst  des  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Satzes  in  Bezug 
auf  r alt  veränderliche  Grösse,  bo  erhalten  wir 

(cos  tu -f- sin  tul/ITT)^t«-4-r(cos  tu -f- sin  tu  l/—  1)| 

= y'W -+- v>(r) 

und  folglich 


y'(r)  -+-  V>'(r)  V — 1 


cos  (D  -f- sin  üj  \^=i 

aus  welcher  Gleichung  erhellet,  dass 

cos  u-t-sin  w^- 1 


— cos  tu -F- sin  tu 


wo  y eine  für  r = 0,  d.  i.  für  xz=za,  verschwindende  Grösse  be- 
zeichnet, gesetzt  werden  kunn.  Also  ist  nach  dem  Obigen 

/(*)  =/(«)  + (*-«)  \f(a)  + J |, 


wo  J eine  für  x — a verschwindende  Grösse  bezeichnet. 

Diese  Gleichung  fordert  nach  dem  Obigen,  dass  die  Functio- 
nen <f(r),  <p'(r)  und  t fi(r),  tp'(r)  zwischen  den  Gräuzen  0 und  r ste- 
tig sind.  Weil  aber  nach  dem  Obigen 

f(x)  =f  j a -f-  r(cos  tu  -f-  sin  tu  1/  — 1)|  = y(r)  -+-  ifi(r)  l/—  1 , 

f(x)=f\a-i-r( cos  tu -+- sin  tu  \/—  1)|  ==7  ^ + ^ ^ Y,— 

cos  ui  -i-  sin  tu  k — 1 

ist;  so  ist  klar,  dass,  wenn  die  Functionen  f(x)  und  f(x)  in  der 
Nahe  des  bestimmten  Werthes  a von  x stetig  siud,  jederzeit  auch 
die  Functionen  jp(r),  $p'(r)  und  t|i(r),  tfi'(r ) in  der  Nähe  des  be- 
stimmten Werths  0 von  r stetig  sein  müssen,  indem  ohue  die  Er- 
füllung dieser  letzten  Bedingung  offenbar  auch  die  erstere  nicht 
erfüllt  sein  könnte,  wobei  man  4-  E zu  vergleichen  hat.  Hieraus, 
in  Verbindung  mit  dem  Obigen , ergiebt  sich  nun  unmittelbar  das 
folgende  wichtige  Theorem: 

Wenn  die  Functionen  f(x)  und  f(x)  in  der  Nähe  des 
bestimmten  Werths  a von  x,  wo  a und  x ganz  beliebige 
reelle  oder  imaginäre  Grössen  bezeichnen,  stetig  sind; 
so  ist  für  dem  Werthe  a unendlich  nahe  kommende  Wer- 
tbe  von  .r  jederzeit 

f(x)=f{a)-*-(x  — a)  \f(a)  + J\, 


wo  J eine  für  x-=a  verschwindende  Grösse  bezeichnet. 

Setzt  man  für  a und  .*•  respective  x und  x-\-i,  wo  i eine 
der  Null  unendlich  nahe  kommende  reelle  oder  imaginäre  Grösse 
bezeichnen  soll,  so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  man  für  x bloss  sol- 
che reelle  oder  imaginäre  Werthe  setzt,  in  deren  Nähe 
die  Functionen  f(x)  und  f~(x)  stetig  sind,  ist  für  der 
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Null  uaendlicli  uulie  kommende  reelle  oder  imaginäre 
W e r t b c von  < jederzeit 

f(x+i)=f(x)  + i \ + 

wo  ./  eine  für  < = 0 verseil  windende  Grösse  bezeichnet. 

§ ». 

Lehrsatz.  Es  sei  .z-  eine  beliebige  veränderliche  ima- 
ginäre Grösse,  deren  Modulus  im  Allgemeinen  durch  r 
bezeichnet  werden  mag,  und  f(.v ) sei  eiue  Function  vuu 
jr , welche,  so  wie  ihr  erster  Differentialquotient  f'(x) 
zwischen  den  Gränzeo  r=r„  u n d r = /<  st  c t i g ist.  Setzen 
wir  nuu,  indem  n eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet 
und  n seine  gewöhnliche  Bedeutung  bat, 

0 = cos  — H-  sin  — 1/ — 1 
n n 

und 

/■(r)  Öfter)  fei»  /(«»r)H 1-  «"-■  /•(«■-»/•)  _ M 

n ’ 

so  ist  für  jeden  Werth  von  r,  welcher  eine  Mittelgrössc 
zwischen  r„  und  It  ist,  mit  desto  grosse  rer  Ge  n au  i gkeit, 
je  grösser  n ist,  und  mit  jedem  beliebigen  Grade  der 
Genauigkeit,  wenn  man  nur  »gross  genug  nimmt,  ,W=0. 

Beweis?.  Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Satze 
ist  für  jeden  Werth  von  in  dessen  Nahe  die  Functionen  /'(■*’) 
und  f(tr)  stetig  sind , und  für  der  Null  unendlich  nahe  kommende 
Werthe  von  s 

/(•*  -+-  i)  -/(*)  = f )/-(*) 

wo  J eiue  für  » = ü verschwindende  Grösse  bezeichnet. 

Weil  nach  der  Voraussetzung 

,.  2»  , 2»  , - 

0 = cos h sin  — \/  — 1 

n nv 

ist,  so  ist  nach  XL.  §.  54. 

r = r (cos  ^ -4-  sin  — I), 

0r=r  (cos  — -+-sin  — — I), 

0sr  = r (cos  ^-+-siu  —-1/ — 1), 

0V=:r  (cos  ^-4- sin  — I ), 
u.  s.  w. 

cs.  . / 2(»—  l)n  . . 2t»  — l)n,/ r» 

*r  = r (cos h sin  — v — 1 ) ; 

und  die  Grössen 

r,  0r,  03r,  0‘r,  . . . 0"— *r 


Digitized  by  Google 


376 


haben  also  sämmtlich  den  Modulus  r.  Weil  nun  nach  der  Voraus- 
setzung die  Functionen  f(x)  und  f(x)  zwischen  den  Gränzen 
r = r„  und  rrxzji  stetig  sind,  so  sind  nach  §.  1.  diese  Functio- 
nen in  der  Nähe  eines  jeden  Werths  von  x,  dessen  Modulus  eine 
Mittelgriisse  zwischeu  r„  und  li  ist,  stetig,  und  man  kann  also, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  r eine  Mittelgrösse  zwischeu  r„  und 
H ist,  in  der  obigen  Gleichung 

f(x  «)  —f(x)  — i \f(x)  -4-  J\ 

offenbar 

x = r,  &r,  0V,  ©’r,  . . . ©“— >r 


setzen. 

Ferner  ist  nach  XL.  §.  54.  ftir  jedes  positive  ganze  X- 


0*  = cos 


2Xti 


. 2/  t.  , r 

• sin  — \'  — I, 


woraus  sich  ergiebt,  dass,  wenn  © — 1 eine  der  Null  unendlich 
nabe  kommende  Grösse  ist,  jederzeit  die  Grössen 

(0—  l)r,  (0—1  )0r,  (0  — l)0»r,  . . . (0  — l)0<-lr 

sämmtlich  der  Null  unendlich  nuhc  kommende  Grössen  sind,  so 
dass  man  also,  wenn  man,  unter  der  Voraussetzung,  dass  r eine 
Mittelgrösse  zwischen  r„  und  Jt  ist,  in  der  Gleichung 

f(x  -+-  •')  —f{x)  = i \f(x)-\-J\ 


für  x die  Werthe 

r,  0r,  0*r,  0*r, . . . O"— >r 


setzt,  ftir  i gleichzeitig  die  Werthe 

(0  — l)r,  (0  — l)0r,  (0  - l)0sr,  ...  (0  - 1)0«-^  , 
setzen  kann. 

Nimmt  man  nun  diese  Substitution  wirklich  vor,  und  bemerkt 
zugleich,  dass 

r -f-  (0  — l)r  = 0r, 

0r  -F-  (0  — l)0r  = 0Jr, 

0V  -+-  (0  — 1)©V  = 0*r, 

0’r-4-  (0  — l)0’r  = 0*r, 


0”->r  _j_  (0  _ 1 )0«-lr  — 0«r 

ist;  so  erhalt  man  die  folgenden  für  jedes  r,  welches  eine  Mittel- 
grösse zwischen  ra  und  !t  ist,  und  jedes  der  Null  unendlich  nahe 
kommende  0 — 1 geltenden  Gleichungen: 

/(0r)  - f(r ) = (0  - l)rLT(r)  + Ja\, 

/(0  V)  -/(0r)  = (0- \)Qr\f(Qr)  + •/,!, 

/(©’r)  -/(0V)  = (0  - l^r^r)  + 7,1, 

/(©.r)  _/(0»r)  = (0  -1|  Q'r\f(Q'r)  + J, 
u.  s.  w- 
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f(0"r)  — /(©— V)  = (0  — \)0"—,r[/’{0”~1r)  ./„-Lj) ; 

wo  die  Grössen 

•^oj  •Jn  *^r  t „ • • * Jn—\ 

nach  dem  Obigen  für  0 — 1=0  sämmtiich  verschwinden. 

Setzen  wir  nun  statt  der  Grössen 

JB,  OJ,,  ©’/„  O'J,, . . . 0"-iJ„-i 
der  Kürze  wegen  die  Symbole 

Sf g ) St  j ) St  , i Sf  u ■ . • St it — i j 

so  bezeichnen  diese  Symbole  offenbar  auch  Grössen,  welche  für 
0 — 1 = 0 verschwinden,  und  die  obigen  Gleichungen  erhalten 
dann  die  Form: 

/(©r)  -/(r)  = (©  - l)r  j/V)  -+-  Vol, 

/(0*r)  — f(0r ) = (0  - l)rj 0f(0r)  -f-Af.l. 

/(©■r)  -/(©V)  = (©  - l)r|0»/-(0»r)  -+-  Sf,), 

AO'r) -f(0'r)  = (©  - l)r|©y(0-r)  -+-  St,  |, 
u.  s.  w. 

f(0»r)  r)  = (0  - l)r|0«~i/*(0— lr) 

Durch  Addition  dieser  Gleichungen  erhält  man,  wenn  der  Kürze 
wegen 

M o -f~  tV  -f~  itf  i -f- » « » -f-A/ «— i ^ 

n 

gesetzt,  d.  b.  das  arithmetische  Mittel  zwischen  MQ , Mxy  A/a,  A/,,.. 

. . A/„_i  durch  — M bezeichnet  wird,  die  Gleichung 

^5^=y(c)W(©^y(©v)+..^y(©^v)_-^ 

und  folglich,  weil  nach  XL.  §.  54.  offenbar  ©*  = 1,  also  y(0"r) 
=/(r)  ist, 

/"(r)  -+-  0f(0r)  -+-  0!/(0*r)  + . . . -+-  0—i/(0«  lr)  — mSf=  0, 
also 

ytr)  ■+■  0f(9r)  + OV(e»r)  H 1-  fr— 1/(8— Ir)  ^ 

» 

Nach  XL.  §.  öl.  ist  der  Modulus  der  Summe  mehrerer  ima- 
ginärer Grössen  in  beliebiger  Anzahl  nie  grösser  als  die  Kumme 
der  Moduli  uller  einzelnen  zu  einander  aduirlen  Grössen,  woraus 
sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  der  Modulns  von  — Sf  den  grössten 
der  Moduli  der  Grössen  St„,  Sft.  Sf,,  St ,,  . . . SfM—\  nicht  über- 
steigt, und  weil  nun  nach  dem  Obigen  diese  Grössen  für  0 — 1=0, 
d.  b.,  wie  leicht  erhellet,  wenn  n unendlich  gross  wird,  sämmtiich 
verschwinden,  so  muss  offenbar  auch  — Sf  oder  Sf  verschwinden, 
wenn  n unendlich  gross  wird,  wodurch  die  Richtigkeit  unsers 
Satzes  bewiesen  ist. 

Weil  die  Grösse 

f(r)  -+-  QT(Or)  4-  9V(e'r)  -t H fr-y(fr-lr) 

n 
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das  arithmetische  Mittel  zwischen  allen  den  Werthen  der  Grosse 
Ovf(ßlr)  ist,  welche  dieselbe  erhält,  wenn  man  für  q nach  und 
nach  die  positiven  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  3,  4,  . . . » — 1 setzt; 
so  kann,  wenn  wir  in  einer  bekannten  Bezeichnung  dieses  arith- 
metische Mittel  durch  das  Symbol 

bezeichnen,  der  obige  Satz  auch  auf  den  folgenden  Ausdruck  ge- 
bracht werden: 

Kg  sei  a:  eine  beliebige  veränderliche  imaginäre 
Grösse,  deren  Modulus  im  Allgemeinen  durch  r bezeich- 
net werden  mag,  und  f{&)  sei  eine  Function  von  ar, 
welche,  so  wie  ihr  erster  I)ificrential(|Uotieiit 
zwischen  den  Gränzen  r — ra  und  r = /2  stetig  ist,  Set- 
zen wir  nun,  indem  n eine  positive  ganze  Zahl  bezeich- 
net und  n seine  gewöhnliche  Bedeutung  bat, 

0 = cos  — -+-  sin  — V — 1 ; 
n n 

so  ist  für  jeden  Werth  von  r,  welcher  eine  Mittelgrösse 
zwischen  r„  und  li  ist,  mit  desto  grösserer  Genauigkeit, 
je  grösser  n ist,  und  mit  jedem  beliebigen  Grade  der 
Genauigkeit,  wenn  man  nur  n gross  genug  nimmt, 

i cr‘w=o, 


§ 10. 

hehrtatz.  Es  sei  x eine  beliebige  imaginäre  Grösse, 
deren  Modulus  im  Allgemeinen  durch  r bezeichnet  wer- 
den mag,  und  f{&)  sei  eine  Function  von  welche,  so 
wie  ihr  erster  Oifferentialqu  otient  f(&),  zwischen  den 
Gränzen  r = r„  und  r = Jt  stetig  ist.  Setzen  wir  nun, 
indem  n eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet  und  ts 
seine  gewöhnliche  Bedeutung  bat, 

_ 2»  . 2ji  | / r 

© = cos 1-  sin  — V — 1 ; 

fl  ft 

so  ist  die  Grösse 


. /(r)-4-/(«r)-H/(«,r)  H./T  «"-»»•)  1 ^="~* 

g(r)  _ — n ,=o 


/(©»*•) 


zwischen  den  Gränzen  r — r0  und  r = VZ  mit  desto  grös- 
serer Genauigkeit  constant,  je  grösser  n ist,  und  kann 
mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit  zwischen 
den  in  Rede  stehenden  Gränzen  constant  gemacht  wer- 
den, wenn  man  nur  « gross  genug  nimmt. 

Beweis.  Bei  r eine  beliebige  Mittelgrösse  zwischen  r„  und 
R.  Theilt  man  nun  das  Intervall  r — r„  in  n gleiche  Theile,  und 
bezeichnet  jeden  dieser  Theile  durch  p,  so  dass 


= p,  r = r0-f-/»p 
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ist;  so  ist,  wovon  man  sieb  ünreb  ähnliche  Schlüsse  wie  im  vorigen 
Paragraphen  leicht  überzeugt,  nach  §.  S.  für  ein  unendlich  grosses  » 

Ar0  + e)—Ar0)=e\f('°)  + Mo\, 

/!©(»■„  -+- <?)l  -/(©r.)  = pj 0S(&ro)  -4-  AM, 

/(©Vo  -Hp)|  — /(©'*,o)  = ei0*/,(©’r.)-+-  A,), 

/i©,(»\,-+-  «)1  — /(©'r.)  = Q\0‘/'(&,r„)  -+-  A,  |, 

11.  8.  W. 

/)©"■— i(r0  p)|  —/(Q-i-lr»)  = e|©^-J/(0"-lro)  -+-  A'„_i  | j 

wo  die  Grössen  A’„,  A,,  A',,  A„  . . . A„— ; für  ein  uneudlich 
grosses  » sämmtlich  verschwinden.  Addirt  man  nun  auf  beiden 
Seiten  der  Gleichheitszeichen , dividirt  sodann  uuf  beiden  Seiten 
durch  n,  und  setzt  der  Kürze  wegen 

If  o ~t~  A , -4-  .V,  + .V,  + . . . + An — l y 

n 

und 

f(ra)  -h  -t-  eyie-r.)  -j H eo-l^(»-lr.)  _ 

n ’ 

so  erhält  man 

Ara  -t-  g)  +/l^re  -+-  eil  -t- eil  -+-  e)i 

n 

/(>•»)  +f(&r  „)  -+-/( ev0)  H (-/(#»-!>■„) 

n 

= e(Af-HA), 

d.  i.,  weil  oben  überhaupt  die  Grösse 

Ar)  -+-/( er)  +/(eV)  + ...  -H/te— ir) 

n 

durch  g(r)  bezeichnet  worden  ist, 

3(ro  -+-  e)  — SK)  = Q(M+  N)- 

Von  der  Grösse  M ist  im  vorigen  Paragraphen  bewiesen  wor- 
den, dass  dieselbe  verschwindet,  wenn  u unendlich  gross  wird,  und 
aus  der  Gleichung 

A'p  -4-  A , -f~  y,  + iV,  ■+• ...  -f-  As — l 

n 

kann  man  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  im  vorigen  Paragraphen  uus 
der  Gleichung 

Afp  -f-  I + ^1  -4-  f-  . . . -h  yy 

n 

ableiten,  dass  auch  N verschwindet,  wenn  » unendlich  gross  wird, 
woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  auch  die  Grösse  M-\-A  ver- 
schwindet, wenn  n unendlich  gross  wird.  Nach  dem  Obigen  kann 
man  ulso  immer 

%(,r0  •+?)  — ?(*■<>)  = eKo 

setzen,  wo  K„  eine  für  ein  unendlich  grosses  n verschwindende 
Grösse  bezeichnet 
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Durch  ganz  ähnliche  Raisonnements  überzeugt  mau  sich  nun 
überhaupt  von  der  Richtigkeit  der  folgenden  Gleichungen: 

3(r0  -he)  — %(r„)  — e A'„, 

S5(ro  -h^e) — •+■  p)  = e ä,  , 

8(r„-t-3p)  — g(r„-»-2p)  = e K„ 

%(ro  -+-  ip) — S(r<>  -+-  3p) = e a,, 

U.  8.  W. 

8(*o  -+•«?)  — %(r°  -+-(*  — 1)p)  = Q Kn- 1 ; 

wo  die  Grössen  Ka,  K,,  K ,,  K,,  . . . . K„—\  für  ein  unendlich 
grosses  n sämmtlich  verschwinden.  Durch  Addition  dieser  Gleichun- 
gen erhalt  mau,  weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich  r0-4-rsp=r  ist, 

2(r)  — 5(r»)  = Q (A0  + A',  Ä,  -+-  K,  -+-  . . . -f-  A'„— i) 

oder 


g(r)  - g(r#)  = (r- ,.)  -A »-± -*'+  ?,±f,  ±:  + AV.\ 


oder,  wenn  wir 

A o -t-  A , -f-  A~,  -4-  A,  -4-  . . . -f-  Kn—\ 


= K 


setzen, 

SM  — SK)  = (r  — ra)K. 

Da  die  Grössen  A'0,  A',,  A',,  K„  . . . KH-\  sämmtlich  ver- 
schwinden wenn  n unendlich  gross  wird,  so  verschwindet  auch  A', 
wenn  n unendlich  gross  wird,  wobei  man  den  vorigen  Paragraphen 
zu  vergleichen  hat.  Also  verschwindet  wegen  der  obigen  Gleichung 
nffenbar  auch  die  Differenz  g(r)  — 3(r0)  tur  ein  unendlich  grosses 
a,  »der  für  ein  unendlich  grosses  » ist  g(r)  = J(r„),  und  du  dies 
nun  für  jedes  r gilt,  welches  eine  Mittelgrösse  zwischen  r„  und  Jt 
ist,  so  ist  durch  das  Vorhergehende  unser  Satz  vollständig  bewiesen. 

Einen  von  dem  vorhergehenden  von  Caucby  gegebenen  Be- 
weise verschiedenen  kurzem  Beweis  des  obigen  Satzes  hat  Moigno 
in  seinen  Le^ons  de  calcul  differentiel  et  de  calcul  integral,  redi- 
ecs  d’apres  les  methodes  et  les  ouvrages  publies  ou  inedits  de  M. 
. L.  Caucby.  T.  i.  Paris  1840.  p.  153  gegeben.  Es  ist  nämlich, 
wobei  man  §.  7.  zu  vergleichen  hat, 

<>Ar) 

dr  — 

^ = ©/'(0r). 


u.  s. 


w. 


dr 


— ©»— lg'(0«— tr) ; 


und  folglich,  weun  man  addirt, 
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<U\r)  . m#r)  Wr)  ,//(ft—lr) 

dr  “*■  dr  _r  dr  dr 

=f(r)  + ef(f)r)  -+-  8'/(ev)  -h . . . e— y(e—v), 

also,  wenn  wie  im  vorigen  Paragraphen 

f(r)  -+■  Sf(9r)  -f-  ey(«»r)  H h »-■/(«— »r)  _ ,f 

n 

gesetzt  wird, 

1 irf/W  . «ÖW  . #{8’r)  ‘ . J/f «»-'»■)) 

n i“rfT  + —cT~  dr h'H Jr | — 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

Ar)  -+/(<*)  -+-/(8V)  H hA^-'r)  _ 

_ _ ), 

und  folglich 

1 i 4Ar)  . df{*r)  . rfT(e*r)  . . #(»— lr)  | , 

-^{-dT  +~d~  * Tr I— 

also  ist 

%\r)  = M. 

Für  jeden  Werth  von  r,  welcher  eine  Mittelgrösse  zwischen  r0 
und  Jl  ist,  und  für  ein  unendlich  grosses  » verschwindet  M nach 
dem  vorigen  Paragraphen;  also  verschwindet  auch  jfjr)  für  jedes 
r,  welches  eine  Mitteigrösse  zwischen  r„  und  /l  ist,  und  für  ein 
unendlich  grosses  n,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  für  ein 
unendlich  grosses  n die  Grösse  %(r)  zwischen  den  Granzen  r=ra 
und  r = /t  constant  ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

So  leicht  dieser  Beweis  auch  an  sich  ist  und  so  sehr  sich  der- 
selbe von  selbst  darbietet,  so  halten  wir  doch  den  ersten  von 
Cauchy  gegebenen  Beweis  für  strenger  uud  für  der  Natur  der 
Sache  weit  angemessener. 


§•  11. 

Aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Satze  ergiebt 
sich  unmittelbar,  dass  unter  den  demselbeu  zum  Grunde  liegenden 
Voraussetzungen  die  Grösse 

g (j  ) _/(r)  + ■■■■+/(  Q”-lr) 

oder 


n 


*V=0 


'/(Mr) 


sich  einer  gewissen  Gränzc  nähert,  wenn  n wächst,  und  dieser 
Gränze  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur  » gross 
genug  werden  lässt.  Diese  Gränze  soll  im  Folgenden  der  Kürze 
wegen  der  dem  Modulus  r der  veränderlichen  Grösse  x 
entsprechende  mittlere  Werth  der  Function  fix)  oder 
auch  der  mittlere  Werth  der  Function  J\x)  für  den  Mo- 
dulus r der  veränderlichen  Grösse  x genannt  werden. 
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»■  >2- 

Eg  sei  jetzt  $(3)  eine  Punction  der  imaginären  Grösse  x,  de- 
ren Modulus  iin  Allgemeinen  durch  r bezeichnet  werden  mag,  und 
die  P’unction  %(x)  sowohl,  alq  auch  ihr  erster  Differentialijuotient 
$5'(»),  sei  zwischen  den  Gränzen  r = 0 und  r = R stetig.  Unter 
diesen  Voraussetzungen  wollen  wir 

/( 

J ' I X 

setzen. 

Da  /(0)  = 0 und  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

g(r)  +A**r)  H hf(»"-lr) 

ist,  so  ist  offenbar  auch  $5(0)  = 0.  Weil  nun  noch  §.  10.  für  ein 
unendlich  grosses  n und  für  jedes  r,  welches  eine  Mittelgrösse 
zwischen  0 und  R oder  nicht  grösser  als  R ist, 

3(r)  = 3(0) 

ist,  so  ist  für  ein  unendlich  grosses  » und  für  jedes  r,  welches 
eine  Mittelgrösse  zwischen  0 und  R oder  nicht  grösser  als  R ist, 
nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 

g(r)  = 0. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

y(»)  = ~n  ?(*).  «K*)=jrh  8(*)» 

so  ist 

/(»)  = 9P(«)  — VK*). 

und  folglich  offenbar 

Ar)  +/(8r)  +/(8»r)  H n/(»-lr> 

n 

_ '(<r)  ■+■  y (Or)  ■+■  '/(«»r)  H H y(fl»— Ir) 

n 

Wie)  + <K9r)  -+•  V'(  ®*r)  -f.  y<8«-lr) 

n 

also,  wenn  der  Kürze  wegeu 

<2>(r)  _ 1 + v(9r'>  + r(ß*r)  + ■••■  + yfOa-tr) 

_ SftPO-t-tKOrl-nKSVH i-vOfr-ir) 

gesetzt  wird, 

g(r)  = <P(r)-VV), 

und  folglich  nach  dem  Obigen  für  ein  uuendlich  grosses  n und 
jedes  r,  welches  eine  Mittelgrösse  zwischen  0 und  R oder  nicht 
grösser  als  R ist, 

<0(r)  — «P(r)  = 0. 
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Setzen  wir  nun 

x = r (cos  w ■+-  sin  w 1/ — 1),  x — r,  (cos  tu,  •+-  sin  <o,  — -1)5 

so  ist  nach  der  Lehre  von  deu  geometrischen  Progressionen  und 
nach  der  Lehre  von  den  imaginären  Grössen 

j r , (cos  tu,  -r-  sin  (o1  \/ — I)  i 


, -r-a»  -r- xt  — 


1 — 


r(cos  <o  -i-  sin 


in»  — 1 ' 


1 


* /M*-*-* 

X — x Ir/ 


r.V-t-t  cos  ((*. 


r,  (cos  <o,  + sin  oi,  \/  — 1) 
r (cos  ui  sin  oi  1/ — 1) 
l)(o),  — ui))-4-sin((ä~-4-  I)  (oi,  — oi))l/—  | 


. r,f  

* — ~ (cos(oi,  — u>) sin  (ui, — ui)  V/ — 1 

Wenn  man  die  Grösse 

cus  ((*-+-  1)  (<Q|  — «))  -f-  sin  ((£  -4-  I)  (<u,  — ui))  V ^~T 


auf  die  Form 


1 j cos  (ui,  — oi)  •+•  sin  (ui,  — ui)  V/ — l 


bringt,  wodurch  man  nacli  leichter  Rechnung  den  Ausdruck 
lco*  K* ■+■  ("•  — oi))  — ^ cos  k (oi,  — ui) 


(?) 


| 1 — 2 ^ cos  (ui,  — ui  (-4- 

sin  (( k -4-1)  (oi,  — oi))  — — sin  äfoi,  — a) 

H —7 V/ZTI 

1 — 2 — cos  (oi,  — oi)  -4- 

erhält,  so  überzeugt  man  sich  auf  der  Stelle,  dass  die  Grösse 

/r,y-M  cos  ((k  -4-  1)  (ui,  — Ul))  -4-  sin  ((£■+•  1)  (oi,  — 01))  'v'~\ 

V r ) ' . r,  1 . _ . . . . . , ✓ — - , 


1 ^jcos  (ui,  — ui)  -4-  sin 


iin  (ui,  — ui)  V'  — 1 ] 


sich  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Modulus  r,  kleiner  als  der 
Modulus  r ist,  der  Null  nähert,  wenn  k wächst,  und  derselben  be- 
liebig nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur  Zr  gross  genug  an- 
nimmt, woraus  sich  ergiebt,  dass  unter  der  Voraussetzung,  dass  der 
Modulus  von  x kleiner  als  der  Modulus  von  3 ist,  jederzeit 


_* { . £.  £! 

* — x — z* 


vr=« 

y=0 


ist.  Weil  nun  nach  dem  Obigen 

y/(r)  = ±|_L_  . £ . gV  ■ 

{ J n I r — x^0r  — x^G*r-x^ 

ist,  so  ist  unter  der  Voraussetzung,  duss  der  Modulus  von  x klei- 
ner als  der  Modulus  von  x ist, 
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V'(r)  = 

v»="  . ^=»  -v  ~V  ? .*»=»-(— Df  , 

« r 37  ' * + — + %*  8 r * {• 
oder,  weil  der  Factor  r-^1jc9  unter  allen  Sumineuzeichen  vorkommt, 
wie  sogleich  erhellen  wird, 

W(r)  = 1 1 -+-  ®-f  -4-  «-*f  -4-  e-t— d» 1 r-iax, 

oder  auch 


^■(r)=g(.y)v?=“1+^+e-2y+^+--h-»:(,-')^  r-v.r,. 

7=0  n 

Weil  bekanntlich 

ö = cos  ^ -J-  sin  — 1/  — 1 , 

und  folglich  nach  bekannten  Sätzen  von  den  imaginären  Grössen 

(XL.  §.  54.) 

1 + 0-»  -4-  ®-*f  ■+•  fr-*f  -f- ...  -|-  ©—(«•— Df 
= I -I-  cos  *—  — sin  — 1/  — 1 

/l  R 

+ cos  — — sin  — 1/  — 1 

ft  ft 

-4-  cos  — — sin  — l/^T 

ft  fl 

U.  8.  W. 

-4- cos  «Suite  _ sin  V~x 

ft  tt 

ist,  so  ist  klar,  dass  für  jeden  durch  » ohne  Rest  theilbaren  Werth 
von  q 

1 + » ?-+-  e-*»  + 9 -H  -+- . . . + — B) 

und  folglich 

i -t-  o-v  s-ay  -f-  »— »y  h k e— (»-tiy 

» — 1 

ist.  Weil  ferner  nach  der  Lehre  von  den  geometrischen  Progres- 
sionen 

1 -4-  -4-  8_af  -4-  -4- . . . -4-  ©-<«~Dy  = L~ 

1 — 9 5 

also  diese  Summe  der  Grösse 

i_(cos2J^_siÄv<r D 

n n ' 

1 — (cos  ^ — sin  — l/—  1) 

» n ' 

d.  i.  der  Grösse 

0 

l_(co.?Ef_sin?2fV/— ) 

n n ' 
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gleich  ist,  und  der  Nenner  dieses  Bruchs  offenbar  nicht  verschwin- 
det, wenn  q eine  durch  n nicht  ohne  Rest  theilhnre  ganze  Zahl 
ist*),  so  ist  klar,  dass  für  jeden  nicht  ohne  Rest  durch  n theilkaren 
Werth  von  q 

1 -f-  9-9  -+-  -+■  9-3 1 -4-  , . . -j-  q (a  Hy  — 0, 

und  folglich  auch 

1 -+-  9-9  -h  9—-?  + 9-*i  -4 >-  e-t"- Dy 

n 

ist. 

Wendet  man  dies  nun  auf  den  obigen  Ansdruck  von  an. 

so  erhält  man,  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Modulus 
von  x kleiner  als  der  Modulus  von  s ist, 

v/(r) = 1 1 -t-  (^y  -+-  -4-  (fr + • *«  * w** 

Es  ist  aber 

>+(f)"+er+(ff+...+er 

= l-f-  (fr^)  (cos  tu,  H-  sin  tu,  \/ — l)" 

-4-  (fl "y*  (cos  tu,  -4-  sin  tu,  V — 1)*“ 

-4-  (cos  tu,  -4-  sin  tu,  V — 1)*" 

-4-  (cos  10 1 *4-  sin  tu , 1/ — I )in 

I — (fr)'  +1)  (cos <u,  -f- sin  w,  V/—  ) 

1 — (fr)  (cos  “i  + sinoi,  — I)" 

°)  Geht  nämlich  n in  q nicht  auf,  so  ist  f entweder  keine  oder  eine 
ganze  Zahl.  Iin  ersten  Falle  ist  offenbar  nicht 

1 — (cos  — sin  V — l)  = ll. 

n n 

Ofl  " • 

Iiu  zweiten  Falle  sei  ~ = so  kann  k keine  gerade  Zahl  sein, 

weil  sonst  — = \k  eine  ganze  Zahl  sein  wurde,  welches  ge^en  die 
fi 

Voraussetzung  streitet,  und  in  diesem  Falle  ist  also 

i_{c05^_sin?^v/:zi)=2, 

n n 

d.  h.  es  ist  wieder  nicht 

,_(co,V*_sin^l/ITi)  = o. 

' n n 

Theil  I.  25 
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1 /r,y*+ll«  cos (k -4-  Qgrui,  -f- (Ä-  — |—  Qww,  . l/’—l 

. /j\#'  Vr*/ 


(fr 


i^— o 


-GO“ 


-fr) 


«X-t-l )« 


cos(/h- 1)7*0»,  — 

1 

cos  km r> , 

1 — 2 1 

GO  C05"w-  + 

0? 

sin  (k  - 


. l)«m,  — (j~r\)  ®'u  tma,  j 

Jü  \/ — 1 1 


* - 2 GO" co!'  "w  1 •+•  GO2 


Weil  dud  nach  der  Voraussetzung  r,<r  ist,  so  nähert  sich  der 
zweite  Theil  des  Ausdrucks  auf  uer  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens der  Null,  wenn  k wächst,  und  kann  derselbe  beliebig  nahe 
gebracht  werden,  wenn  man  nur  k gross  genug  nimmt,  woraus  sich 

>+(?•)■ +er+(?r+--  1 


X 


und  folglich  nach  dem  Obigen 

V(r)  = - 


S(r) 


also  für  ein  unendlich  grosses  n offenbar 
*P(r)  = ö(-^) 

ergiebt.  Nach  dem  Obigen  ist  aber  ftir  ein  unendlich  grosses  n 
und  jedes  r,  welches  eine  Mittelgrösse  zwischen  0 und  11  oder 
nicht  grösser  als  11  ist, 

4>{r)  — W(r)  = 0,  d.  i.  <T>(r)  = V'(r), 

woraus  sich  in  Verbindung  mit  dem  Vorhergehenden  ergiebt,  dass 
für  ein  unendlich  grosses  n und  jedes  r,  welches  eiue  Mittelgrösse 
zwischen  0 und  II  oder  nicht  grösser  als  11  ist, 

8(*0  — 0(r), 

d.  i.  nach  dem  Obigen 

'/(*•)  -+-  7 (Gr)  + 7(*’r)  7(0»  1 r) 


?(*)  = 


oder 

«*)=■ 


.*(»■)- 


ist. 


Nach  §.  11.  ist  die  Gränzc,  welcher  sich  die  Grösse 
1 1 r , . (*r 


n < r — x 


?(<-)- 


Kr  — x 


f>»— • r 
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bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  weuu  * in’s  Unendliche 
wächst,  der  dem  Modulus  r der  veränderlichen  Grösse  3 entspre- 
chende mittlere  Werth  der  Function 

~ ft* 

und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  die  Function  ^(.r)  diesem  dem 
Modulus  r der  veränderlichen  Grösse  3 entsprechenden  mittlern 
Wcrthe  der  Function 

1=3*« 

gleich  oder  kann  durch  denselben  dnrgestcllt  oder  ausgedriickt 
werden,  wenn  die  folgenden  Bedingungen  erfüllt  sind: 

1.  Die  Function  g(s)  sowohl,  als  auch  ihr  erster  Differeutial- 
quotient  ß'fs),  muss  für  jeden  Werth  des  Modulus  r der  Grösse  3, 
welcher  eiue  Mittclgrössc  zwischen  0 und  H ist  oder  die  Grösse  It 
nicht  übersteigt,  stetig  sein. 

2.  Der  Modulus  r der  Grösse  3 muss  eine  Mittclgrössc  zwischen 
0 und  II  sein  oder  darf  die  Grösse  II  nicht  übersteigen. 

3.  Der  Modulus  der  Grösse  x muss  kleiner  als  der  Modulus 
r der  Grösse  z sein. 

Dies  führt  unmittelbar  zu  dem  folgenden  Satze: 

Die  Function  gfar)  kann  jederzeit  durch  den  dem  Mo- 
dulus r der  Grösse  3 entsprechenden  mittlern  Werth 
der  Function 


dargestellt  oder  ausgedrückt  werden,  wenn  nicht  bloss 
für  den  Modulus  r der  Grösse  3,  sondern  auch  für  jeden 
kleinern  Modulus  dieser  Grösse  die  Fu nction e n und 

^'(s)  stetig  sind,  und. der  Modulus  der  Grösse  x kleiner 
als  der  Modulus  der  Grösse  3 ist. 

Man  kann  aber  diesen  Matz  offenbar  auch  auf  folgende  Art 
aussurechcn : 

Für  jeden  Modulus  der  Grösse  x , welcher  kleiner 
ist  als  der  kleinste  der.Modnli  d i eser  G rosse,  für  welche 
eine  der  beiden  Functionen  i?(.r)  und  J’(jr)  aufhört  stetig 
zu  sein,  kann  die  Function  %(x)  durch  den,  einem  den  in 
Bede  stehenden  Modulus  der  Grösse  x übersteigenden 
Modulus  r der  Grösse  3 entsprechen  de  11  mittlern  Werth 
der  Function 


dargestcllt  oder  ausgedrückt  werden. 

*■  13. 

Nach  dem  vorigen  Paragraphen  kann  die  Function  3(^r)  jeder- 
zeit durch  den  dem  Modulus  r der  Grösse  3 entsprechenden  mittlern 
Werth  der  Function 

r~  8W  , 

25  * 
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dargestellt  oder  ausgcdriickt  werden,  wenn  nicht  bloss  für  den  Mo- 
dulus r der  Grösse  3,  sondern  auch  für  jeden  kleineren  Modulus 
dieser  Grösse  die  Fuuctiouen  $5(3)  und  ft'ls)  stetig-  sind,  und  der 
Modulus  der  Grösse  a;  kleiner  als  der  Modulus  der  Grösse  3 ist, 
d.  li.  es  ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen,  wenn  wir  den 
dem  Modulus  r der  veränderlichen  Grösse  s entsprechenden  mittler!) 
Werth  der  Function 


durch 


rhs<*> 

sMdh:*«3)! 


bezeichnen  und  eine  ähnliche  Bezeichnung  im  Folgenden  auch  bei 
andern  Functiunen  gebrauchen, 

g(^)=g»r[ir^g(3)). 

Nun  erhellet  aber  aus  dem  vorigen  Paragraphen,  dass  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen 

s-~  ?(3)  = S(»)  + 7 ?(>)  + p ?(*)  + .4  ?(3)  + ...., 

und  folglich  nach  dem  aus  §.  11.  bekannten  Begriffe  des  mittlern 
Werths 

g(.r)  = ®r{  ;“8(*)j 

= ^ j8(r)  + f-8(r)  + gg(r)-t-gg(r)-f-....} 

+ b ! SW  •+■  Wr  r)  + <£y  *(Wr) + <£y  S(er)  • • • } 

-l-  i j ö«*3')  + 3(e3') +(^r7?  S<®,r>+(55ji3<*,r>- +••••  | 

u.  s.  w. 


n 1 


= ^IS(r)  + *(»r)  + 8(«»r)  + ...-P  g(8-V)j 
. 1 \W>')  S(Sr)  , $(«3»)  . , g(«"  'r), 


-f- 


JL  t 8f>  9L*H)  . S(*a'')  . . 

(«r)*  (0*r)*  («*•-!/•)* 


n ( r7 


r \ 
5 (W-«r) 


± , SM  , SW  . S(W 

«Ir*  (Wr)>  _1_  (8*r)! 


S ) ) , 

(«*-lr)* 


für  eiu  unendlich  grosses  »,  also  nach  §.  II.  offenbar 
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g(.r)  = «,|g(a)H-.r®l, 


i S(s)  > 

!TI' 


2 31, 


i^i 


.r’Wr 


♦ SC*)» 


int,  woraus  sich  ersieht,  dass  sich  unter  den  gemachten  Voraus- 
Setzungen  die  Function  j5(.r)  jederzeit  in  eine  nach  den  aufstei- 
gemlrn  positiven  ganzen  Potenzen  der  veränderlichen  Grösse  x 
geordnete  convergirende  Reihe  entwickeln  lasst,  und  wir  werden 
also  hierdurch  zu  dem  folgenden  Lehrsätze  geführt: 

Wenn  die  Functionen  J?(a)  und  ß'(x)  nicht  hlossfür 
den  Modulus  r der  veränderlichen  Grösse  x,  sondern 
auch  für  jeden  kleinern  Modulus  dieser  Grösse  stetig 
sind,  und  der  Modulus  der  Grösse  X kleiner  als  der  Mo- 
dulus der  Grösse  x ist;  so  kann  die  Function  $(.*.')  jeder- 
zeit in  eine  nnch  den  aufsteigenden  positiven  ganzen 
Potenzen  der  veränderlichen  Grösse  x geordnete  con- 
vergirende Reihe  entwickelt  werden. 

Dieser  Matz  lasst  sieh  über  olFeubar  auch  auf  folgende  Art 
ausdrücken : 

Für  jeden  Modulns  der  Grösse  x,  welcher  kleiner 
ist  als  der  kleinste  derModuli  dieser  Grösse,  für  welche 
eine  der  beiden  Functionen  g(:r)  11  nd  tf(.r)  aufhört  ste- 
tig zu  sein,  kann  die  Function  ft  (.r)  in  eine  nach  den 
au  l'steigen  de  u positiven  ganzen  Potenzen  der  veränder- 
lichen Grösse  x geordnete  convergirende  Reihe  ent- 
wickelt werden. 


§.  14. 

Das  allgemeine  Glied  der  iin  vorigen  Paragraphen  gefundenen' 
Reihe  ist 


Für  dieses  allgemeine  Glied,  aus  welchem  die  sämmtlichen  Glieder 
der  in  Rede  stehenden  Reihe  erhallen  werden,  wenn  man  für  k 

nach  und  nach  die  positiven  ganzen  Zahlen  0,  I,  2,  3,  4,  5, 

setzt,  lässt  sich  aber  noch  ein  anderer  sehr  hemerkeiiswerther  Aus- 
druck linden,  zu  drssen  Entwickelung  wir  nun  übergehen  wollen. 

Zuerst  hat  man  zu  berücksichtigen , dass  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  positive  ganze  Zahl  k grösser  als  Null  ist,  all- 
gemein 

3lr|»— *|  — 0 

ist.  Nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  einem  bestimmten  Modulus 
ihrer  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  entsprechenden  mittlern 
Werths  einer  Function  ist  nämlich 


31  j j-i  j _ -t-  [Qry-l  +■  (rt;r)-t H [_ (»«-Ir)-* 

t i -+-  e-*  -4-  e-M  ■+.  e-3*  H f- 

n 

für  ein  unendlich  grosses  n.  Weil  nun  nicht  k = 0 und  » unend- 
lich gross  ist,  bo  geht  offenbar  n in  k nicht  auf,  und  nach  §.  12. 
ist  also 
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1 -t-  -4-  e-M  -+-  0-31  H h (j- («-D1 

n 


= «. 


folglich  nach  dein  Obigen 

®r|*-*|=0, 

wie  behauptet  wurde. 

Ferner  ist  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  einem  bestimm- 
ten Modulus  ihrer  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  entsprechen- 
den mittlern  Werths  einer  Function,  indem  wir  wieder  k grösser 
als  Null  annehmen,  offenbar 


fSM 

— 


- 3(0)  - j f(o)  - 3”(0)  - . . 


Si-l 

1 ■ . (fc  — 1) 


TO  | cm 


s"(°) . _ 
1.2.  *1-« 


■®r 


1.. 


= gSriSWi_ 


! xt  I 


5(0)  S0lr|s-^|-^ 


(£— 1).*! 

(t-UJ 


- 172  - ...  - 


und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 


«r|*£ 


= ®r{' 


«*)  - sw  - -ff  (o)  - j-2  sw  - — rrfErr)S(i~‘w 


% 


Hiernach  und  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  einem  bestimmten 
Modulus  ihrer  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  entsprechenden 
mittlern  W'erths  einer  Function  ist  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen der  mittlere  Werth 

©trj^rj 

offenbar  dem  Wertbe  der  Function 

S(-)  - 5(0) - jS  (0)  - - • • • ~ i V-  d^-’KO) 

-j 


für  s = 0 gleich.  Weil  für  a = 0 Zähler  und  Nenner  dieses 
Bruchs  verschwinden , so  muss  man  nach  bekannten  Sätzen  der 
Differentialrechnung  Zähler  und  Nenner  in  Bezug  auf  s differentii- 
ren,  wodurch  man 

g'M  - S'(o)  - yg-xo)  - Y^r  (0) r^~-gj»*-|)(0) 

fat— t 

erhält,  und  muss  in  diesem  Bruche  * = 0 setzen.  Weil  aber  für 
diesen  Werth  von  x Zähler  und  Nenner  wieder  verschwinden,  so 
muss  man  von  Neuem  differentiireo,  wodurch  man 
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reo  - ro»  - yÄ-fo)  - fyrm  - ...  - ( .-.*(Vzi)8(*~l)w 

( * — 1 ) A 

erhalt,  und  muss  in  diesem  liruchc  3 = 0 setzen.  Wie  inan  auf 
diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar.  Endlich  wird  mau  offenbar 
den  ßrnch 

g<*-**0  - g(*-*><0)  - y gt*— 0(0) 

3.*.  »...&>  ' 


erhalten,  in  welchem  3 = 0 gesetzt  werden  muss.  Weil  aber  für 
diesen  Worth  von  3 Zahler  und  Xenuer  wieder  verschwinden,  so 
muss  man  von  Xetiem  differcutiiren,  wodurch  man  den  Bruch 

g(*—U(»)  — g(* — »KO) 

3 . S . 4 . $ . . . 


erhält,  in  welchem  tnun  3 = 0 setzen  muss.  Differentiirt  man  nun, 
weil  für  3 = 0 auch  Zähler  und  Nenner  dieses  Bruchs  verschwin- 
den, nochmals,  so  erhält  man  den  Bruch 

J .2.3...*’ 

in  dem  uiau  3 = 0 setzen  muss,  welches  cudlich 


giebt,  so  dass  also 


gW(0) 

1 . 3 . 3 . . . * 


S<*i(Q) 

1.3.3...*’ 


und  folglich 


gui(0) 


( st  I 


1.3.3...* 

ist,  wobei  wir  angenommen  haben,  dass  * grosser  als  Null  ist,  zu- 
gleich aber  auch  bemerken,  dass  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen offenbar 

®M8(»)J=B(0) 

ist. 

.Hieraus,  in  Verbindung  mit  dem  im  vorigen  Paragraphen  be- 
wiesenen Satze,  ergiebt  sich  nun  das  folgende  Theorem: 

Für  jeden  Modulus  der  Grösse  xr,  welcher  kleiner 
ist  als  der  kleinste  der  Modul«  d iese  r Grösse,  'fü  r welche 
eine  der  beiden  Functionen  5(.r)  und  5(-z‘)  aufhört  ste- 
tig zu  sei n , ist 


g(.r)  = g(0)- 


g(0) 


•r-F 


S"(0) 


1 .3 


+ 


S'~(Q) 

1.3.3 


■r1 


Weil 


rt— l . 


g(,)  = g(s)4-  y g(»)  -f-  ^ g(s)  4-  . . . -F-  %{*) 


X * 


BW 
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ist;  so  ist,  tveon  man  io  der  vorher  gefundenen  Gleichung 


8(*)  = 8(0) ■+• ^ x + %M 


r(o) 


1.2.3  

die  Reihe  auf  der  rechten  Seile  des  Gleichheitszeichens  his  zu  ihrem 
Xten  Gliede  fortsetzt,  der  Rest,  durch  welchen  die  Reihe  dann  noch 
vervollständigt  werden  muss,  nach  dem  Obigen  offenbar  der  mitt- 
lere Werth  der  Function 

von  3 für  einen  den  Modulus  von  r übersteigenden  Modulus  von 
3.  Da  nun  dieser  mittlere  W'ertli  bekanntlich  die  Grösse 

x1  , . xl  ...  x* 


r*~  Kr-*)' 


:8(rH 


(9r)*-H#r-x) 


§(ör)-4-.— 1- 


(e/.-lr)t-j(en-ir-jr) 


g(O--ir) 


für  ein  unendlich  grosses  n ist;  so  ist,  wenn  wir  den  grössten  der 
Moduli  der  Grössen 

8M,  g(©r),  %(G'r),  ?(©*r) 

durch  R und  den  Modulus  von  x durch  Q bezeichnen,  nach  dem 
in  XL.  §.  61.  bewiesenen  Satze  der  Modulns  des  in  Rede  ste- 
henden Rests  offenbar  nie  grösser  als 

-j—rf- ; R oder 

rl— l(r — g)  '■r'  r — (j 

d.  i.  nicht  grösser  als  der  Rest  der  geometrischen  Progression, 
welche  man  durch  Entwickelung  von 

jR_ 

r-e 

nach  den  positiven  ganzen  Potenzen  von  q erhält. 

§.  15. 

Um  den  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  wichtigen  Satz 
durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  wollen  wir  die  Function 

g(.r)  = (1-1-  x )« 

betrachten.  Setzen  wir  die  imaginäre  Grösse  .-r  = $ -f-  r\V—  1, 
also  1 -f-  x = 1 -|-  $ -1-  r)\/ — 1,  und  der  Kürze  wegen,  indem  wir 
die  Quadratwurzel  positiv  nehmen, 

e = j(l-l-?)>-f.^|*i 
so  kann  nach  XL.  §.  52. 

1-1- ^r=p  jcos(Arctang  — f-  X-tt)  — 1—  aiti  (Arctang  pj-y  -t-X^r)!/ — 1 ( 


— in  und 


gesetzt  werden,  wo  der  Bogen  Arctang  yyy  zwischen 

-1-  {n,  und  die  ganze  Zahl  X-  gerade  oder  ungerade  genommen 
werden  muss,  jeuachdem  1-1-$  positiv  oder  negativ  ist.  Nach 
XL.  §.  54.  §.  55.  ist 
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p"jcos  o (Arctang  ^ -+-  kn)  -+-  sin  a (Arctang  + ki ijl/ — 1 ( 

immer  ein  Werth  von  (1  -+■  .*■)«,  und  diesen  Werth  von  (1 -+-■*■)« 
wollen  wir  jetzt  allein  in’s  Auge  fassen  und  unter  g(,r)  verstehen, 
also  auch  , 

g(^)=jo  |cos«(Arctang  j-^-|-+-X-7r)-+-sin«(  Arctang  +kn) V — 1 j 


setzen.  Bekanntlich  ist 


also 


T(  _» „ 8te) 

*(*)— “ TTx’ 


r,T)  _ „ (n-*)n*)Tjw 


d.  i.,  weil  nach  dem  Vorhergehenden 

(1  -+-  *)%'(*)  = «?(•*■) 
ist, 

vi*r- =«(«-i)  xn-%- 

Folglich  ist,  wie  man  leicht  durch  fernere  Differentiation  findet, 

3 (*)  = «(«  — 1)  (i  -4-ar)» > 

also,  weil  nach  dem  Obigen 

(1  -4-  x)%(a:)  = «?(■*■) 

ist, 

rCr)  = «(a-l)  (o-2) 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  neue  Differentiation 

8^)=o(o-l)(a-2)(1+^-S^),  • • 

also,  weil  nach  dem  Obigen 

(1  + *)%'(*)  = “SC*) 

ist, 


g»-(a:)  = «(«-!)  (tt-2)  (a-3) 


Mel 


(i+x)«- 

Wie  man  anf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  und  es  ist 
folglich  allgemein 


8H-*)  = o(o  — 1)  . . (o  — » -+-  1) 


also 


g(»)(0)  = a(o-l)  . . (o  — » + 1)8(0). 


Weil  nun 
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-TJ(  \ 

^)=arrs 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

p"  jcos«  (Arctang-— —+foi)  -f- sin«  (Arctang  — 1—+4jr)l',/  — I ( 

%'(*)  = a ~ T ’ 

p|cos  (Arctang  . +/tn)+sin (Arctang — ---+tfcrr)V'  _l{ 

1 t!  1 

also  nach  XL.  §.  53.  §.  54. 


g'(ar)  = ap«-t|cos  (a  — 1)  (Arctang  + kn) 


-f-  sin  (a  — 1)  (Arctang  j-~-|  + km) V — 1 1. 

Der  Modulus  von  x ist  + >IS.  Ist  nun  l/äj’  +*?’<! 1 oder 
£*  + ij1  < 1 , so  ist  immer  weil,  wenn  l + !;^0, 

d.  i.  — 1 wäre,  offenbar  I1  ^ 1,  und  folglich  2-’  1 

sein  würde,  welches  gegen  die  Voraussetzung  V + rj*  < l strei- 
tet. Ist  also  der  Modulus  von  x kleiner  als  die  Kinheit,  so  ist 

immer  1+iO-O,  der  Bruch  j— -j  hat  also  einen  endlichen  völlig 

bestimmten  Werth,  und  die  ganze  Zahl  k ist  eine  gerade  Zahl  und 
kann,  wie  sich  auch  £ und  jj  ändern  mögen,  als  coustant  angenom- 
men werden,  woraus  sich , in  Verbindung  mit  dem  Obigen  ergiebt, 
dass,  so  lange  der  Modulus  von  x,  d.  i.  die  Grösse  l/if1 -4-iJ % 
kleiner  als  die  Kiuheit  ist,  weder  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit 
der  Function  %(x) , noch  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  der 
Function  S'f.-r)  Statt  findet.  Wenn  der  Modulus  von  x,  d.  i.  die 
Grösse  der  Kinheit  gleich  ist,  erhält  z.  B.  schon  fiir 

5= — 1,  »j  = 0 der  Bruch  j— 2-j  den  völlig  uubestimmten  W'crth 

Hieraus  und  aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  wich- 
tigen Satze  ergiebt  sich  also,  dass  für 

<1 

jederzeit 


ist.  Weil  nun  nach  dem  Obigen 


§( x)=Qa | cos o ( Arctang  j-^-Hbr)-(-sin a (Arctang  | kn)\/ — I j 

und  x = 1,  also  für  .r=0  auch  S=0  und  »j=0,  folg- 

lich q—  1 und 


rqb|  = 0,  Arctang  = 0 

ist,  wobei  man  nicht  zu  übersehen  hat,  dass  Arctang  nach 
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dem  Obigen  immer  zwischen  — und  J»  genommen  werden 
muss;  su  ist  offenbar 

3(0)  ■=  cos  oX-jr  -f-  sin  uUn\/  — 1, 
und  also,  weil  nach  dem  Obigen  allgemein 

g<*)(0)  = <x(a  - 1)  . . . (a  — » -f.  l)g(0) 
ist, 

g(»)(0)  = a(a  — l)...(o — »-f-1)  (cos  aX-w-4-sin  u/citV / — 1), 
folglich 


gt»X0) 


«(«  — !)...(«  — n -+- 1 ) 


1.2.3...»  1.2.3...» 

oder,  wenn  wir  in  einer  bekannten  Bezeichnung 
«(<r — 1)  . . . (n  — » + 1) 
— 1.2.3....« 


(cos  «Xw-f-sin  afntV — 1), 


setzen, 


j — » —a”  (cos  “X-Jr  sin  aX-jrl/ — 1). 

Führen  wir  dies  iu  den  oben  gefundenen  Ausdruck  von  g(.r)  ein, 
so  erhalten  wir 

g(j:)=(cosaXjr-|-sin  aX-j rl/^-1)  (l-+-a1,r-f-aJ.r1-t-«J;r1 

wo  X'  jede  gerade  ganze  Zahl  bezeichnen  kann. 

Also  ist  nach  dem  Obigen  unter  der  Voraussetzung,  dass 

VV  + n*<\ 

ist, 

t (l+S)M-?a  t^t  cosa(Arctg  j-^+Xw)-f-sina(Arctgj^+Xjr)l/— 1 j 
= (cos  uX-s-4-sin  aX-jil/  — 1)  j 1 -+-  a ,(£-1-7)1/ — 1)  I 

-+-  «,(£ + nV—  ly 

-»-«,(£ -Ml''— 1)*|) 

-+-  a«(5  -+-  nV'—  l)4 i 

-i- / 


wo  X jede  gerade  ganze  Zahl  sein  kann,  und  Arctnng  ^ zwi- 
schen — und  -t-^/r  genommen  werden  muss.  Setzen  wir,  was 
verstattet  ist,  X = 0,  so  erhalten  wir,  immer  unter  der  Voraus- 
setzung, dass 

l/l’-f-l’Cl 

ist  und  Arctang  zwischen  — und  genommen  wird, 

(“  Arctang  sin  (a  Arctang  I ( 
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= 1 + «,(?  + iy-  1)  + «.(l-h-jl/-!)5 

-+- «,(?+  ^y—  !)* 

-+- ««(?  -+-  — i)* 


Für  ij=0  erhält  man  hieraus  unter  der  Voraussetzung,  dass  V/(?*H^'  > 
d.  h.  der  absolute  Werth  von  g kleiner  als  die  Einheit,  oder 

— K?<  + 1 


ist, 

(l+.?)«  = l+«,5+  «,?J  + «,?*  + «,?4  + 

Mau  sicht,  wie  leicht  der  im  vorigen  Paragraphen  bewiesene, 
von  Cauchv  gefundene  Satz  zu  diesen  Resultaten  die  bekanntlich 
auf  andern  Wegen  nur  ziemlich  weitläufig  und  schwierig  bewiesen 
werden  kiinnen,  fahrt. 

Bemerken  wollen  wir  noch,  dass,  wie  schon  in  der  elementa- 
ren Analysis  gezeigt  wird,  in  dem  Fülle,  wo  a eine  positive  ganze 
Zahl  ist,  für  jedes  £ und  rj 

(1-4-?  + ’jl// — l)'f  = 1 + u,(?  + »;V/ — l)  + “,(2;  + )jl/ — l)1 

+ «,(?  + 

+ «.(?  + *iV/rrT)‘ 


. ist.  Weil  nun  nach  dem  Obigen 

l + ? + >jl/~ 


= gjcos  (Arctang  Avr)  -4-  sin  (Arctang  y-^-j  + XirjV''  — H 

ist,  wo  Arctang  zwischen  — ]n  uud  + ln,  und  die  gauzc 

Zahl  k gerade  oder  ungerade  genommen  werden  muss,  jenachdcm 
1_4_£  positiv  oder  negativ  ist;  so  ist  ganz  unter  denselben  Vor- 
aussetzungen nach  XL.  §.  54. 

(1  -4-  ? + — 1)“ 


— qct j cos  «(Arctang  jy;  + kn)  + sin  a( Arctang  + kn) l/—  1 ( . 

Also  ist  nach  dem  Obigen,  wenn  u eine  positive  ganze  Zahl  ist, 
für  jedes  5 und  r) 

| (l+?)’+>J,l * I cos«( Arctgj^j  +*?r)+sina(Arctg  j^+-kn)\/^i  j 

= 1 +o,(5  + + «,(?  + qV'/=7)*  + <*,(£  + ^\/—\)* 

+ a1(?  + ,l^=t)4 


wenn  mau  Arctang  j-y-j  zwischen  —$n  uud  +(»,  uud  die  ganze 
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Zahl  U gerade  oder  ungerade  nimmt,  jenackdem  1 -L  ? positiv  oder 
negativ  ist. 

Der  Raum  .gestattet  für  jetzt  nicht,  diesen  wichtigen  und  in- 
teressanten Gegenstand  weiter  auszuführen;  wir  werden  aber  spä- 
terhin auf  denselben  zuriiekkommen. 


XLIX. 


Anwendung  der  Lehre  vom  Zuge  auf  die  Nach- 
weisung der  geometrischen  Bedeutung  der 
Form  a-\-b . V — 1. 


Von  dem 


Herru  Major  und  Ritter  Dr.  G.  W.  Müller 

zu  Hannover. 


Die  von  Gauss  hervorgehobene  und  in  Anwendung  gebrachte  geo- 
metrisebe  Bedeutung  der  sogenannten  imaginären  Form  a -+-  A . V— l 
darf  zu  denjenigen  neueren  Erweiterungen  der  Mathematik  gezählt 
werden,  die  eine  besondere  Aufmerksamkeit  für  sich  in  Anspruch 
nehmen.  Wie  diese  Bedeutung  sich  auf  eine  einfache  Art  aus  der 
Lehre  vom  Zuge“)  nachweisen  lässt,  welche  das  Beschreiben  oder 
Durchfahren  des  Raums  als  den  eigentlichen  Gegenstand  der  ana- 
lytischen Auffassung  der  Geooietric  betrachtet,  dieses  soll  durch 
nachfolgenden  Versuch  gezeigt  werden. 

Wenn  der  Zog  eines  beschreibenden  Punkts  die  Seiten  ähn- 
licher Figuren  nacli  der  Ordnung  der  Aehnlichkeit  durchfährt,  so 
wird  offenbar  die  unter  den  ähnlichen  Seiten  Statt  findende  Propor- 
tion mich  unter  den  beschreibenden  Zügen  Statt  finden,  indem  dem 
Begriffe  der  Aehnlichkeit  die  Voraussetzrung  entspricht,  dass  in  ähn- 
lichen Figuren  die  ähnlichzeigenden  Richtungen,  und  damit  also 
auch  die  Grossen  der  Züge,  die  einen  ähnlichen  L’ehergang  dar- 
stellen, als  gleichnamige  zu  betrachten  sind.  Es  sei  z.  B.  in  einem 
beliebigen  Punkte  A einer  geraden  Linie  BC  ein  Perpendikel  er- 
richtet und  der  Punkt  D,  wo  solches  den  von  B nach  C führenden 
Halbkreis  über  dem  Durchmesser  BC  trifft,  geradlinig  mit  B und 
C verbunden,  so  sind  BAD  und  D'A'C  ähnliche  Dreiecke.  — 
(Anmerkung.  Die  Bezeichnung  ohne  oder  mit  Accent  soll  hier  bei 


*)  Darstellung  der  Lehre  vom  Zuge  u.  s.  yv.  in  Crelle’s  Journal  für  Ma- 
thematik. B.  XV.  H.  S. 
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den  Punkten,  die  zu  beiden  Dreiecken  gehören,  unterscheiden,  ob 
sie  für  das  erste  oder  für  das  letztere  betrachtet  werden,  auch  soll 
in  der  Angabe  eines  Zuges,  der  zwei  Punkte  verbindet,  der  voran- 
stehende Buchstabe  den  Anfangspunkt  des  Zuges  bezeichnen.)  — 
Der  zusammengesetzte  Zug  des  beschreibenden  Punkts  der  von  II 
nach  A , dann  von  A nach  I) , von  U nach  A'  und  von  A'  nach 
C führt,  durchfahrt  offenbar  die  Seiten  der  ähnlichen  Dreiecke  HAU. 
fyA'C  nach  der  Ordnung  der  Aehnliclikeil.  Man  hat  also  unter 
den  einzelnen  Theilen  seiner  Zusammensetzung,  die  als  Züge  auf- 
gefasst werden  müssen,  die  Proportion  HA : Ai)  = D'A' : A'C. 

Nun  kann  man  für  ein  rechtwinkliges  Cuordiuutensystem  in 
der  Ebene  den  Ausdruck  au-i-bß  als  die  allgemeine  Form  für  die 
analytische  Darstellung  des  Coordioatenzugcs  mischen,  der,  wenn 
er  von  einem  Punkte  P ausgeht  und  zu  dem  Punkte  Q hinführt, 
dadurch  des  letzteren  Lage  gegen  den  ersterea  bestimmt.  Es  be- 
deutet dann  a die  Grösse  des  geradlinigen  Zuges,  der  die  Längen- 
einheit in  der  Ebene  mit  einer  Richtung  beschreibt,  die  »nt  der 
positiven  Richtung  in  der  Abscissenaxe  einer  und  derselben  Richtung 
im  Raume  parallel  zeigt,  und  ß die  Grosse  des  geradlinigen  Zuges, 
der  die  Längeneinheit  in  der  Ebene  mit  einer  Richtung  beschreibt, 
die  mit  der  positiven  Richtung  in  der  Ordinatenaxe  einer  und  der- 
selben Richtung  im  Räume  parallel  zeigt.  Die  Coeflicienten  a und 
b sind  numerisch«  Factore-n,  die  das  Setzen  der  Grössen  u und  ß 
zur  Bildung  der  beiden  Thcile  des  ganzen  Zuges  Dälier  bestimmen  ; 
ihr  absoluter  Werth  muss  sich  zu  1 verhalten,  wie  die  Länge  ihres 
Thcils  zur  Läugeneiiihcit,  ausserdem  können  sie  positiv  oder  ne- 
gativ sein,  je  nachdem  die  Beschreibung  der  Tbeile  mit  der  Rich- 
tung der  Grössen  a und  ß selbst  oder  mit  der  entgegengesetzten 
zur  Ausführung  kommeu  soll.  Es  sind  also  a und  b dieselben  Zah- 
len, die  nach  der  gewöhnlichen  Auffassung  die  Ahscisse  und  Ordi- 
nate des  Punkts  Q gegen  den  Antangspunkt  P einzeln  für  sich 
darstellen. 

Die  Eigenthümliclikcit  dieses  Conrdinatcnsystems  besteht  darin, 
dass  jeder  Punkt  der  Ebene  von  dem  Coordiuatenzugc  nach  vier 
verschiedenen  Richtungen,  wie  sie  den  Grössen  -f-«.  — «,  — — ß 
entsprechen,  durchfahren  werden  kann.  Die  durch  das  Zusammen- 
legen dieser  Grössen  in  einem  Punkte  A der  Ebene,  als  ihrem  ge- 
meinschaftlichen Anfangspunkte  oder  Endpunkte,  unter  ihnen  ent- 
stehende Beziehung  findet  also  für  jeden  Punkt  der  Ebene  statt. 
Lässt  mail  von  dem  Punkte  A aus  „///  den  Zug  -+•«,  AC  den 
Zog  — a,  AI)  den  Zug  -f-jf,  AE  den  Zug  — ß durstcileu,  so 
entsteht  eine  Lagenbezichung  unter  ähnlichen  neben  einander  lie- 
genden Drcieekeu  BAI)  umi  DAC , DAC  und  CAE,  CAE  und 
EAB,  EAB  und  BAI)  ganz  mit  derjenigen  übereinstimmend, 
welche  obeu  betrachtet  wurde.  Man  hat  also  unter  jenen  Grössen, 
insofern  rin  beschreibender  Punkt  sie  vermittelst  eines  zusiimuien- 
häugenden  Zuges  durchläuft,  je  nach  der  Folge  B.  fDAC,  DACAE, 
CAE AB  t EABAB  die  Proportionen  — a:ß  = — ß:  — «,  — ß: 
— a = «: — ß,  a: — ß=zß:a,  ß : a = — u:ß.  Sninmtliche  Pro- 
portionen gehen  die  Beziehung  ßß=  — ua,  «Iso  ß = u.Y/ — t 
oder  ßz=.a.i , wenn  -J-  \S — 1 durch  i bezeichnet  wird.  Deutet 
man  a,  als  den  ursprünglichen  Einheitszug,  durch  -J-  1 au,  so  er- 
hält man  ßzzzA-V  — 1 = i.  Es  ist  demnach  a-\-b.i  die  analy- 
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tische  Form,  welche  der  Grösse  des  rechtwinkligen  Cordinatenzuges 
zukommt,  wenn  derselbe  uls  ein  zusammenhängendes  Ganzes  auf- 
gefusst  wird.  Der,  der  Einheit  des  zweiten  Theils  sich  beifügende 
Factor  i deutet  dabei  an,  dass  die  Längeneinheit,  welche  für 
die  Einheit  des  ersten  Theils  mit  der  positiven  Abscissenrichtung 
beschrieben  wird , für  die  Einheit  des  zweiten  Theils  mit  recht- 
winklig abweichender  Richtung  zu  beschreiben  ist 

Wenn  a -\- // . i den  Coordinatcnzug  darstellt,  der  vom  Punkte 
/'zum  Punkte  U überführt  und  der  geradlinige  oder  Radius-Vcctor- 
Zug  von  ./'nach  U durch  r bezeichnet  wird,  so  dass  r dessen  Länge 
in  Thcilen  der  Längeneinheit  ausdrückt  mit  dem  Vorzeichen  -+- 
oder  — , je  nachdem  in  der  geraden  Linie  PU  die  Richtung  von 
P nach  U uls  die  positive  oder  als  die  negative  betrachtet  wird, 
und  wenn  ferner  e die  Elongation  jenes  Radius- Vector  ist,  d.  h.  die 
Grösse  des  Winkels  bezeichnet,  der  im  Scheitelpunkte  aus  der 
Richtung,  die  mir  der  positiven  Abscisseurichtung  einer  und  der- 
selben Richtung  des  Raums  parallel  ist,  in  diejenige  überfuhrt, 
die  iu  der  geraden  Linie  PU  als  die  positive  betrachtet  wird,,  so 
bat  man  allgemein  a=zr  cos  e,  b = r sin  e,  a-\-!/.iz=:r  (cos  e 
-{-sin  e . «).  Die  Grösse  e lässt  sich  durch  die  Zahl  nusdrücken, 
welche  die  Länge  des  Rogens  des  Elongationswinkels  in  Theilen 
des  Halbmessers  angiebt  mit  dem  Vorzeichen  -f-  oder  — , je  nach- 
dem dieser  Winkel  durch  positive  oder  negative  Drehung  zw  be- 
schreiben sein  wird.  Es  stellen  dann  a und  b die  rechtwinkligen, 
e und  r die  Polar- Coordinaten  des  Punkts  U gegen  den  Anfangs- 
punkt P nach  ihrer  einzelnen  Grösse  dar,  und  zwar  die  absoluten 
oder  die  relativen  Coordinaten,  je  nachdem  P der  Anfangspunkt 
des  Coordinaleu-Systems  selbst  oder  ein  anderer  Punkt  der  Ebene  ist. 

Die  durch  Cnuchv  aufgekommene  Benennung  „complexe  Zahl” 
für  die  Zahl  von  der  Form  a-A-b.i  scheint  bereits  das  Bürgerrecht 
gewonnen  zu  haben.  Die  von  ihm  befolgte  Ausschliessung  nega- 
tiver Wcrthc  fiir  den  Modulus  der  complcxen  Zahl  oder  für  die 
Grösse  r in  der  Form  r . (cos  e -f-  sin  e . »)  bat  zwar  für  einzelne 
Fälle  ihren  Nutzcu,  stört  aber  die  Allgemeinheit  der  Auffassung. 

Die  durchgreifende  Allgemeinheit  der  Darstellung  der  Grösse 
des  Cuordinatenzuges  durch  die  complexe  Zahlenform  erhellet  am 
auffallendsten  bei  der  Rechnung  mit  coniplexen  Zahlen.  Es  sei 
z.  B.  A der  Anfangspunkt  des  Coordinatcnsystems,  AB  die  mit 
positiver  Abscissenrichtung  beschriebene  Längeneinheit,  so  stellt  der 
Zug  die  ursprüugliche  Einheit  dar,  die  dem  Coordinatenzugc  zum 
Grunde  liegt.  Nun  bezeichne  a -f- b . i = r (cos  r-f-sin  e . *)  die 
Grösse  des  Cnordinatenzuges,  der  aus  A nach  dem  Punkte  C führt, 
so  tritt  durch  das  .Setzen  dieser  complexen  Zahl  der  Zug  von  A 
nach  C un  die  Stelle  des  Einheitszuges  von  A nach  B.  Ileukt 
man  sich  die  complexe  Zahl  a -+-  b .*  als  eine  Summe  von  aliquoten 
Theilen,  so  wird  das  Setzen  derselben  zu  einer  Folge  von  Paukten 
hinführen,  die  Endpunkte  von  entsprechenden  uliquoten  Theilen  des 
Rndius-Vector-Zuges  ./Csind,  und  da  ein  Zug  als  die  Gränzvorstel- 
lung  dös  Ancinanderreibens  einer  Summe  von  unendlich  vielen  un- 
endlich kleinen  aliquoten  Thcilen  aufgefasst  werden  kann,  so  ist 
mit  dem  Setzen  der  complexen  Zahl  a -f-  b . i in  der  Tliat  auch 
das  Setzen  des  Radius.  Vector-Zuges  AC selbst  verknüpft.  Man  darf 
also  sagen,  dass  das  Setzen  der  complexen  Zahl  u-\-b.  » = r(cos  e 
-+-  »in  e.i)  aus  dem  Einheitszuge  AB  den  /{  . V . Zug  AC  hervor- 
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geben  lasst  und  dass  dabei  e den  Febergang  aus  der  positiven  Rich- 
tung dcs-Einhcitszuges  in  die  des  /{  . V . Zuges  und  r als  Factor 
von'  1 die  aus  der  Einheit  hervorgehende  liueare  (Grosse  des  Zuges 
AC  anzeigt.  Nun  sei  die  complexe  Zahl  -f-  23  . i = 31 . (cos  © 
-J-  sin  © . i),  welche  von  A zum  Funkte  D hinfiilirt,  das  Product 
aus  den  beiden  complexen  Zahlen  «r  -f-  b . i = r . (cos  e -+-  sin  e . ») 
und  n'  -4-  (/' . i = r' . (cos  -+-  sin  e'  . «),  so  wird,  wenn  die  erstere 
dabei  als  Multiplicand  antreseheo  wird,  diese  für  die  Ausführung 
der  Multiplication  an  die  Ntclle  der  Einheit  des  Multiplicators  treten, 
cs  wird  also  der  Radius- Vector-Zug  Al)  so  aus  dem  fl . V . Zug 
A C hervorgehen , wie  es  das  Setzen  dos  Multiplicators  für  die  Bil- 
dung eines  H.  V.  Zuges  aus  dein  Einbeitszugc  AU  ■ urschreibt, 
d.  h.  es  wird  den  Febergang  aus  der  positiven  Richtung  des 
Ji  . V.  Zuges  AC  in  die  des  K . V.  Zuges  AI)  angeben,  und  r' 
als  Factor  von  r die  lineare  Grosse  des  fl.  V . Zuges  AD  hervor- 
bringen. Man  würde  ulsu  hiernach  SK  = rr’  und  ^ = erhal- 

ten, welches  vollkommen  mit  dem  wirklichen  Multiplicationsproducte 
der  complexen  Zahlen  selbst  ühereinstimml , indem 

r.(cos  e-4-  sin  e . t)  . r1  (cos  & -f-  sin  e1 . i) 


= rr' . J cos  (e  -4-  e1)  -4-  sin  (e  -4-  e’) . i) 


L. 


Anwendung  der  Fresnel’schcn  Formeln  zur  Be* 
Stimmung  der  von  einer  beliebigen  Anzahl  pa- 
ralleler durchsichtiger  Platten  reflectirten  und 
gebrochenen  polarisirtcn  Lichtintensitäten. 

Von 

Herrn  J.  F lese  hl, 

Lehrer  der  Mathematik  und  der  Naturwissenschaften  an  der  Realschule  zu 
Düsseldorf. 


1. 

Die  Phänomene  des  Lichts  werden  hervorgebracht  gedacht  durch 
Vibrationen  eines  äusserst  feinen  höchst  elastischen,  das  ganze 
Universum  erfüllenden  hypothetischen  Fluidums,  welches  man  Licfat- 
Aether  nennt.  Die  Vibrationen  der  Aethertheilchen  erfolgen  immer 
und  jederzeit  senkrecht  zum  Lichtstrahl,  also  stets  iu  einer  auf  die- 
sem letzteren  senkrechten  Ebene.  Bleibt  die  Schwingungsricbtung 
der  Aethertheilchen  constant,  d.  h.  sich  immer  purallel,  so  heisst 
das  Licht  polarisirt;  ändert  sich  dieselbe  aber  coutinuirlich,  so 
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heisst  das  Lieht  u npoln risi rt.  ich  nenne  mit  den  französischen 
Physikern  dasjenige  polarisirte  Licht,  dessen  Vibrationen  senkrecht 
gegen  die  Einfallsebene  erfolgen,  in  der  Einfallsebene,  dasje- 
nige hingegen,  dessen  Oscillntionen  in  der  Einfallsebene  geschehen, 
senkrecht  zur  Ei  n fit  II  sebe  n e polarisirt.  Da  sich  das  unno- 
larisirte  Liebt  betrachten  lässt  als  eine  continuirliche  Aufeinanderfolge 
nach  allen  möglichen  Richtungen  polarisirten  Lichts,  so  dass  in  einer 
sehr  kleinen  Zeit  nach  jeder  Richtung  gleich  viele  und  gleich  starke 
Schwingungen  erfolgen:  so  kann  dasselbe  also,  wenn  es  nach  der 
Einfallsebene  und  senkrecht  gegen  dieselbe  zerlegt  wird,' angesehen 
werden  als  ein  System  senkrecht  zu  einander  polarisirter  Strahlen, 
jeder  von  der  halben  Intensität  des  unzerlegten  unpolarisirteu. 
Deshalb  also , weil  es  der  einfachere  Fall  ist,  und  weil  das  unpo- 
larisirte  Licht  als  aus  polarisirtem  bestehend  angesehen  werden 
kann,  verdient  mit  der  Betrachtung  des  polarisirten  Lichts  der  An- 
fang gemacht  zu  werden. 


2. 


Fällt  in  der  Einfallsebene  polarisirtes  Licht,  dessen  Vibrationen 
also  senkrecht  gegen  diese  Ebene  erfolgen , von  einer  als  Einheit 
angenommenen  Intensität,  unter  dem  Winkel  i auf  die  Trennungs- 
fläche zweier  durchsichtigen  Media  von  verschiedener  Dichtigkeit 
und  wird  dasselbe  unter  dem  Winkel  i'  refractirt:  so  sind  die  In- 
tensitäten des  reflectirten  und  durchgehenden  Lichts  respective  aus- 
gedrückt  durch  folgende  Formeln: 


A*  = 


sin*(i  — «") 
sin  *(*  H-  *') 


und 


C»  = 1 — A*  = 


sin  . sin  2< 
sin*i»  -f  - f)  * 


Auf  gleiche  Weise  sind  die  Intensitäten  des  gespiegelten  und 
durchgehenden  senkrecht  gegen  die  Einfallsebene  polarisirten  Lichts, 
dessen  Schwingungen  also  in  dieser  Ebene  erfolgen,  unter  übrigens 
ganz  gleichen  Umständen,  gegeben  durch  die  Ausdrücke: 


B 1 


tang*(t  — f) 
1 tang3(* -»-*•) 


und  D 2 = 1 — BJ  : 


sin  2 » . sin  2 f 


' sinJ(«  -+-  i)  cosJ(«  — «)" 


Diese  4 Formeln  wurden  gegeben  von  Fresnel  in  den  Md- 
rnoircs  de  l’ucademie  des  Sciences  und  tragen  seineu  ehrenvollen 
Namen.  Man  iindet  sie  gleichfalls  ausführlich  entwickelt  in  Ru- 
dicke’s  Handbuch  der  Optik.  1.  Baud.  Seite  231.  ff.,  so  wie  auch 
in  den  neueren  Lehrbüchern  der  Physik,  z.  B.  in  Cours  de  physique 
h l’dcole  polytechnique  par  Lamd,  Tome  II.  §.  637.  u.  s.  w. , wes- 
halb ich  von  ihnen,  als  von  allgemein  bekannten  Formeln,  in  mei- 
ner kleinen  Arbeit  ausgehen  zu  dürfen  geglaubt  habe. 

3. 


Fällt  ein  Lichtstrahl  unter  einem  beliebigen  Winkel  auf  die 
Trennuogsfläche  zweier  durchsichtigen  Media  von  verschiedener 
Dichtigkeit,  so  wird  derselbe  im  AutYailspunkte  im  Allgemeinen  in 
zwei  Strahlen  getheilt,  von  denen  der  eine  unter  dem  Autfullswinkel 
ins  erstere  Medium  zurückgeworfen,  der  andere  unter  einem  andern 
Winkel  ins  zweite  Medium  gebrochen  wird.  Fällt  also  in  der  Ein- 
fallsebene polarisirtes  Liebt  unter  den  oben  (Art.  2.)  bezeiebneten 
Bedingungen  auf  die  obere  Fläche  einer  Glasplatte  mit  parallelen 
TbeU  I.  26 
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Begreuzungspbenen . so  wird  ein  Tlieil  A2  in  die  Luft  reflectirl, 
ein  anderer  Tlieil  ( ■' 1 dringt;  unter  dein  Winkel  t in  die  Glasmasse 
ein  und  trifft  unter  demselben  Winkel  <'  auf  die  untere  Greuzebeoe 
der  Platte.  In  diesem  Punkte  tbcilt  sich  dieser  letztere  Tlieil  C * 
wieder  in  zwei  Strahlen,  von  denen  der  eine  ins  Innere,  der  Glas- 
masse gespiegelt  wird,  der  andere  unter  dem  W'inkel  i,  also  pa- 
rallel der  auffallenden  Lichteinheit,  aus  der  Platte  heraustritt.  Da 
sich  nun  die.  Werthe  .von  A2  und  C '2  nicht  ändern,  wenn  i und  t 
unter  einander  vertauscht  werden,  du  also  die  Intensitäten  des  rc- 
llectirten  und  gebrochenen  Lichtes  aus  der  entsprechenden  Inten- 
sität des  auffallenden  stets  auf  dieselbe  Weise  bestimmt  werden,  das 
Licht  mag  unter  dem  Winkel  i aufs  dichtere,  oder  unter  dem  Win- 
kel «'  auts  minder  dichte  Medium  auffallen:  so  erhalten  wir  also  in 
diesem  Falle,  wie  im  ersterrn,  die  Intensität  des  ins  Innere  der 
Glusmusse  zurückgoworlencu  und  aus  derselben  hernustretenden 
Lichtes,  wenn  wir  die  Intensität  C1  des  auffallenden  respcctivc  mit 
A2  und  C2  multipliciren.  Die  Intensität  des  crstcrcu  .Strahles  ist 
also  C2A2,  die  des  andern  C*.  so  dass 

C2  = C2A2  + C*  = C2(A 2 -+-  C *). 

Wenn  wir  auf  diese  Weise  die  Sache  verfolgen,  so  ergiebt 
sich,  dass  innerhalb  der  Glasplatte  zwischen  deren  beiden  parallelen 
liegreuzungscbcncn  eine  unendliche  Menge  von  Reflexionen  Statt 
haben.  Alle  diese  rcflcctirteu  Strahlen  haben  das  gemeinschaftlich, 
dass  sie  sämmtlich  in  der  Eiufallsebeue  liegen  und  unter  dem  Win- 
kel i’  refleclirt  werden.  Und  du  man  die  Intensität  des  gespiegelten 
Strahls  erhält,  wenn  man  die  Intensität  des  auffallenden  mit  -7-  inul- 
tiplicirt,  so  werden  die  Intensitäten  aller  im  Innern  der  Glasmasse 
rellcctirtcn  Strahlen  also  eine  geometrische  Progression  bilden,  de- 
ren erstes  Glied  C 2 uud  deren  Uuutient  A2  ist.  Diese  Reibe  ist 
also: 

C2+C2A2+C2A*-{-tle.—Ct(\+A2+A*-\-tlc.)=^-^=\. 


Um  nun  die  Intensitäten  der  aus  der  oberen  oder  unteren  Grenz* 
ebene  der  Platte  heruustretendrn  parallelen  Strahlen  zu  erhalten,  ha- 
ben wir  nur  die  betreffenden  autlullenden  Lichtintensitäten,  aus 
deren  Zerlegung  sic  hervorgegangen  sind,  jedes  Mal  mit  C2  zu 
multipliciren.  Die  von  der  oberen  Grenzebene  der  Platte  unter 
dem  Winkel  » ausgehende  Lirbtintensität  wird  also  gleich  sein  der 
Summe  folgender  Reihe,  deren  Glieder  die  Lichtstärke  der  einzel- 
nen Strahlen  atisdriickcn: 


A2+C'A2-4-C*A,+CtA",=A2~4-A2C,{\+A*+At  -f-  etc.)  = 


A 2 -+-  A2 


1 — A2 
1 -+-  A- 


A2 

1-t -A2 


(\-\-A2+\—A2)  — 


•ZA2 

l -f-  A2’ 


Auf  gleiche  M eise  erhält  inan  die  Intensität  des  aus  der  un- 
teren Fläche  der  Platte  heraustretenden  Lichts  durch  die  Summa- 
tion der  Reihe: 


C'  -4-  C*A 4 -+-  C*A’  -+-  etc.  = C*  (1  -f-  A'  A‘  -+-  etc.)  = 


1 - A2 
1 4-A2’ 

Folgende  Gleichungen  stellen  die  jedesmaligen  auffallenden 
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Lichtintensitäten  mit  ihren  respectiven  reflectirten  und  gebrochenen 
Strahlen  dar,  in  welche  sic  sich  hei  ihrer  Zerlegung  theilcu: 

1 = A*  -+•  C3 

C 3 = C’A1  -+■  C'  = £”3  (A*  + C3), 

C'A*  = C3^4  -+-  cm*  = r».**  (./>  -i-  r*), 

C'A*  = CM4  -+-  CLJ4  = C'A*  (A*  -+-  G3), 

C-A 4 =ä  C’3^4  C*.44  = f'M4  (z/3  -4-  £’3),  u.  s.  w., 

deren  Richtigkeit  evident  ist. 

Aus  der  vorangehenden  Entwicklung  ergiebt  sich  übersichtlich 
dargestellt  folgendes  Resultat: 

Fällt  in  der  Einfullscbcnc  polarisirtes  Licht  von  der  Inten- 
sität = 1 unter  dem  Winkel  * ans  Luft  auf  die  obere  Fläche 
einer  Glasplatte  mit  parallelcu  Begrenzungsebenen,  so  ist  die 
Intensität  alles  von  der  obern  Seite  der  Platte  unter  dem- 
selben Wiukel  i ausgehenden  Lichts  gegeben  durch  den 
Ausdruck 

_ , , 

1 + .43  — A'  > 

und  die  Intensität  des  unter  dein  Winkel  »,  also  parallel  der 
auffallenden  Lichteinheit,  aus  der  untern  Fläche  der  Platte 
austretenden  Lichts  wird  dargcstellt  durch  deu  Ausdruck 

1 — A* 


1-t -A* 


= C. 


Wir  finden  also  das  von  der  obern  oder  untern  Fläche  der 
Platte  kommende  Licht,  wenn  wir  die  Intensität  des  auffallenden 
respective  mit  AS  oder  C,3  multipliciren. 


4. 

Wir  denken  uns  nun  n parallele  Platten  auf  einander  liegend 
und  bezeichnen,  analog  dem  Vorigen,  das  unter  ganz  denselben 
Umständen  von  der  obern  Fläcbe  der  obersten  Platte  ausgehende 
Licht  durch  AS  und  dus  aus  der  untern  Fläche  der  untersten  her- 
austretende durch  CS.  Wir  fügen  noch  eine  Platte  hinzu  und 
wollen  bestimmen  die  bei  der  \ ereinigung  von  ( as  — |—  1 ) Platten 
von  der  obersten  und  untersten  Platte  kommenden  Lichtintensitäten, 
also  An^S  und  C„+ 13. 

Vor  Allem  ist  einleuchtend,  dass  zwischen  der  untern  Fläche 
der  »teil  und  der  obern  Fläche  der  durunterliegenden  (»+l)len 
Platte  eine  unendliche  Menge  von  Lichtintensitäteu  sich  befinden 
werden.  Wie  oben  (Art.  3.),  so  haben  auch  hier  alle  diese  Strahlen 
das  gemein , dass  sie  sämmtlich  in  der  Einfallsehcne  liegen,  dage- 
gen aber  alle  unter  dem  Winkel  t von  den  bezeichneten  beiden 
Flächen  herkommen.  Wir  finden  nun  die  Intensität  irgend  eines 
dieser  Strahlen,  wenn  wir  die  Intensität  desjenigen  auffallenden, 
aus  dessen  Zerlegung  er  hervorgebt,  respective  mit  A, 3 oder  AS 
multipliciren,  jenachdem  der  auflallende  Strahl  auf  die  eine  einzelne 
oder  die  n vereinigten  Platten  trifft.  Diese  Strahlen  sind  also 

CS  -f-  CS  AS  CS  AS  AS  +CSASAS-hCSASAS-hetc. 

Aus  diesen  letzteren  sich  zwischen  den  beiden  Platten*) Sternen 

26 4 
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bewegenden  Strahlen  finden  wir  nun  die  einzelnen,  von  ihnen  her- 
rübrenden,  aus  der  unteren  Fläche  der  einen  einzelnen,  oder 
der  oberen  Fläche  des  Systems  von  * Platten  parallel  unter  ein- 
ander heraustretenden  Lichtiutensitäten , wenn  wir  die  betreffenden 
(auflallenden)  Strahlen  rrspcctive  mit  C, ’ oder  C„ * multipliciren, 
je  nachdem  dieselben  auf  die  einzelne  oder  die  » Platten  auflielen. 
Also  wird  die  Intensität  alles  von  der  obern  Fläche  der  (n  -f-  1) 
auf  einander  liegenden  Platten  kommenden  Lichts  gleich  sein  der 
Summe  folgender  Reihe,  deren  Glieder  die  Lichtstärke  der  einzel- 
nen Strahlen  bezeichnen: 


An+S  =AS  -4-  CSA,  'AS  -f-  CsA,  'AS  H-  etc.  = 

= AS  4-  CSA | * 1 1 -4 -ASAS+ASAS  + etc.  | 

Cn'AS 


— AS- 4- 


I — AS  AS' 


Ebenso  ist  die  Intensität  aller  aus  der  untersten  (n-4-l)ten 
Platte  heraustretenden  parallelen  Strahlen  gleich  der  Summe  fol- 
gender Reihe: 

CW  i*  = CSC  * 4-  CS  AS  AS  Cv'  4-  CSA  S AS  CS  4-  etc. 
= CSCS\l  ■+■  AS  As  A-  AS  AS  -i-und\ 


cs  cs 

— 1 —AS  AS’ 

Folgende  Gleichungen  steilen  die  auffallenden  Lichtintensitäten 
mit  ihren  respcctiven  reflectirten  und  refractirten  Strahlen  dar,  in 
welche  sie  sich  zerlegen: 

1 = AS  4-  CS, 


cs  = CSA , » 4-  cs  c,  * = CS(At  * 4-  C,  *), 
cs  AS  — cs  AS  4-  CSA  S AS  = CSAS(AS  4-  CS), 
CSA  S AS  = CSA  S AS  4-  CS  AS  AS  CS 

= CSASAS(AS  A-  CS) 

u.  s.  w.,  deren  Richtigkeit  sich  von  selbst  ergiebt. 

Setzt  man  in  den  fiir  A^+S  und  CVh*  gefundenen  allgemei- 
nen Ausdrücken  successivc 


n = 1,  * = 2,  n = 3 u.  s.  w., 
so  erhält  mun  nach  einigen  leichten  Rednctionen: 


j AS 

44* 

l 4 * 1 

— 14-34*’ 

! * — 14-54*’  j 

j 

1-4* 

1-4*  j 

l C’* 

— 14-34*' 

f * — 1 54*'  \ 

AS 


84* 


CS  = 


14-74*’ 
1 — 4* 


U.  B.  W. 


14 - 74*  • 


Hieraus  schliessen  wir  allgemein 
An 


1442« 

so  dass  jederzeit 


5»4*  . „ , 1—4*  . . 

2«  — 1)4*  U“d  r"  — 1442«  — 1)4* •••'  (“}• 


- 1)4* 

1 =AS 


Wir  fassen  zusammen.  Fällt  in  der  Einfallsebene  polarisirtes 
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Licht  von  einer  als  Einheit  angenommenen  Intensität  unter  dem 
Winkel  i aus  Luft  auf  n über  einander  liegende  parullele  Glas- 
platten auf,  so  ist  die  Intensität  alles  von  der  obersten  Platte  unter 
demselben  Winkel  ausgehenden  Lichtes  = .7„3  mul  die  Intensität 
des  aus  der  untersten  Plufte  parallel  der  auffallenden  Lichteinheit 
heraustretenden  Lichts  =:  C,'.  Beide  Theile  bleiben  in  der  Ein- 
fallsebene  polarisirt. 

5. 

Da  für  Licht,  welches  senkrecht  gegen  die  Einfallsebene  po- 
larisirt ist,  an  die  .Stelle  von  A1  in  deu  vorhergehenden  Entwick- 
lungen //*  tritt,  übrigens  unter  denselben  Bedingungen  alles  genau 
dasselbe  bleibt,  so  werden  also,  analog  den  beiden  vorigen  (a),  die 
Formeln 


n » — 2nß'  n . — 

" — l+(2n  — “ — 1 — 1)6*""  {P' 

die  von  der  obersten  und  untersten  Platte  für  diesen  Fall  kommen- 
den polurisirten  Lichtintensitäten  ausdrücken,  so  dass  wiederum 

1 ;=  //„*  + nK\ 

Fällt  nun  aber  unter  denselben  Umständen  gewöhnliches  nn- 
polarisirtes  Licht  auf  von  der  Intensität  =2,  und  denken  wir  uns 
dasselbe  auf  die  oben  (Art.  1.)  angedcutete  Weise  in  ein  System 
senkrecht  zu  einander  polarisirter  Strahlen  zerlegt,  jeder  von  der 
Intensität  = 1 , und  von  denen  die  Vibrationen  des  einen  in  der 
Einfallsehene,  die.  des  andern  senkrecht  gegen  diese  Ebene  erfolgen, 
so  wird  also  die  Intensität  alles  von  der  obersten  Platte  ausgehen- 
den Lichts  durch 

A„'  -f - 

und  des  aus  der  untersten  Plutle  heraustreteuden  durch 


cv  + />** 

ausgedrückt  werden  können.  Ucber  die  Natur  dieser  beiden  Licht- 
intensitäten wollen  wir  keinen  voreiligen  Schluss  machen. 

6. 

Formt  man  den  Ausdruck 


A*  = 


sin*(i  — i) 


siii»(r-t-0 

vermöge  der  Fundamentalgleichung  der  Brechung  des  Lichts 


sin  > = ju  sin  i' 

um,  so  sieht  man,  dass  derselbe  sein  Minimum  = 
Maximum  = 1 erreicht,  je  nachdem 


oder 


i :=  0 oder  i = - 


- ist. 


Auch  lässt  sich  durch  Differentiation  leicht  nachwciscn,  dass  der 
W'erth  von  A*  von  der  einen  Grenze  zur  andern  mit  dem  Aulfalls, 
winkcl  enntinuirlich  wächst. 

Der  Wertb  von 
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..  . tann2(<  — i) 

tang»(t -+-«') 

hingegen  erreicht  sein  Minimum  =0,  wenn 


Alsduun  aber  ist 
folglich 


t -t-  t'  =r*  — ist. 
sin  i'  = cos  i, 
sin  i = ft  sin  *'  = / u cos  « 


und 


tung  i = ft. 


Fällt  also  senkrecht  gegen  die  Einfullsebene  polarisirtes  Licht,  un- 
ter dem  durch  diese  Gleichung  bestimmten  Winkel  auf  die  Tren- 
nuugslläcbe  zweier  durchsichtiger  Media  auf,  so  wird  durchaus  keine 
Spur  von  Licht  reflectirt,  sondern  alles  dringt  ins  zweite  Medium 
ein.  Fällt  hingegen  gewöhnliches  unpolarisirtes  Licht  auf,  so  ent- 
hält das  gespiegelte  Licht 


weil  B * = 0 ist,  nur  in  der  Einfallsebene  polarlairtes  Licht  und 
man  sagt  deshalb,  das  Licht  sei  durch  Reflexion  vollkom- 
men polarisirt.  Und  daher  heisst  dieser  Aulfallswinkel  auch  der 
Polarisatiouswiukel  oder  der  Winkel  der  vollkommenen 
Polarisation.  Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass,  weil 


» + »'  = 


Tt 

a 


ist,  der  reflcctirte  Strahl  auf  dem  gebrochenen  senkrecht  steht. 

Für  « = 0 ist  ß*  = QHjrjy  5 
Für  « = arc(tung  = ft),  B 1 = 0,  also  Minimum. 


Für  « = , B 1 = 1,  also  Maximum. 


Aus  dem  Vorangehenden  ergehen  sich  folgende  Gesetze: 

1)  Fällt  polarisirtes  Licht  auf  die  Trennungslläche  zweier  durch- 
sichtigen Media,  so  wird  hei  senkrechter  lncidenz  nur  ein  Thcil 
reflectirt,  bei  horizontaler  dagegen  alles,  das  autfallende  Licht  mag 
polarisirt  sein  in  der  KintulLcbcne  oder  senkrecht  gegen  dieselbe. 

2)  Ist  das  Licht  in  der  Einfallsebcne  polarisirt,  so  wächst  die 
Intensität  des  gespiegelten  Lichts  mit  der  Schiefe  der  lncidenz. 

3)  Wenn  hingegen  das  Licht  polarisirt  ist  senkrecht  zur  Ein- 
fallseheuc,  so  wird  hei  ciuern  gewissen  von  der  lichtbrechenden 
Kraft  des  zweiten  Mittels  abhäugigen  schiefen  Auffallswinkel  (Po- 
lurisatiuuswiukel)  keine  Spur  gespiegelt,  sondern  ullcs  dringt  ins- 
zweite  Mittel  ein.  Je  weiter  sich  über  das  auffallende  Licht  nach 
der  einen  oder  der  andern  Seite  von  dieser  Grenze  entfernt,  desto 
mehr  wird  reflectirt. 


Die  Werthc  von  AM*  und  ßn 1 sind  abhängig  von  A * und  B 3 
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einerseits,  andererseits  von  der  Plattcnanznhl  ».  Wir  wollen  ver- 
suchen, die  Gesetze  dieser  Abhängigkeit  zu  bestimmen. 


I.  Es  seien  A‘  und  U'1  constunt,  n variabel. 

«)  Wenn  n wächst,  so  nähert  sich  der  reciprokc  Werth  von 
An'1,  niinilich 

J i . l~Jl 

^ 2 nAl  ’ 

der  Eiuhcit  und  ist  »=ac  , so  ist  -J—  = I,  folglich  aucli  A,*  — 1. 

A)  Oflenbar  gilt  von  ß„x  dasselbe,  so  lange  ßz  0. 
c)  Ist  aber  ß-  = U,  so  ist  ß„x  =:  0 unabhängig  von  n , selbst 
für  » = 90. 
r/)  Weil 

£V  = 1 — ./»’  und  D„*  = 1 - Bu\ 

so  gilt  von  dem  alle  Platten  durchdringenden  Liebte  das  Entge- 
gengesetzte des  eben  Angeführten.  . 


II.  Es  sei  n constaut,  Ax  und  Bx  aber  veränderlich. 


<?)  Wächst  A *,  so  wird  in  dem  Bruche 
l—A 1 


ZnA* 


der  Zähler  kleiner,  der  Nenner  grosser,  also  aus  beiden  Gründen 
der  Werth  des  Bruches,  mithin  auch  der  Werth  vou 

-L  — i LzJl 

An 1 — ^ 2 nA* 


kleiner;  folglich  wächst  Au *,  wenn  A*  zuninunt. 
f)  Nimmt  ßx  ab,  so  uähert  sich  in  dem  Bruche 


1 — Bx 
2nBx 


der  Zähler  der  Einheit,  der  Nenner  immer  mehr  der  0;  es  wächst 
folglich  der  ganze  Bruch,  mithin  auch  der  Werth  vou 


J I — Bx 

Bx  — 1 2 nlf>  x 


also  muss  Bnx  selbst  kleiner  werden,  wenn  ß 1 kleiner  wird. 

g)  Wenn  » = 0 oder  » = 7}-,  so  ist  Ax  = Bx  (Art.  6.)  folg- 
lich An  2 — ßn *. 

Hieraus  schliessen  wir  folgende  Gesetze: 

1)  Fällt  nolarisirtes  Lieht  unter  einem  beliebigen  Winkel  auf 
ein  System  über  einander  liegender  paralleler  durchsichtiger  Plat- 
ten, so  wird  im  Allgemeinen  um  so  mehr  rcflcctirt  (vou  der  oberen 
Fläche  der  obersten  Platte  nusgehrn),  also  um  so  weniger  die 
Platten  durchdringen,  je  grösser  deren  Anzahl  ist. 

2)  Ist  die  Anzahl  der  Platten  unendlich,  so  wird  alles  Licht  re- 
flectirt  und  keine  Spur  dringt  durch,  welches  auch  der  Auftälls- 
winkcl  sei. 
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Dieses  gilt  >>n  Allgemeinen , das  auffallende  Liebt  mag  in 
der  Eintullsebene  oder  senkrecht  gegen  diese  polarisirt  sein. 

3)  Ist  dus  Licht  in  der  Einfallsebene  polarisirt,  so  wird  bei  un- 
veränderlicher Plattenzahl  um  so  mehr  rcfiectirt,  also  um  so  weni- 
ger durchgehen,  je  schiefer  dos  Licht  nuffälit. 

4)  Ist  dagegen  das  Licht  senkrecht  gegen  die  Einfallsebene 
polarisirt,  so  wird,  wenu  die  Anzahl  der  Plutten  dieselbe  bleibt, 
um  so  mehr  reflectirt,  also  um  so  weniger  durebdriugen , je  weiter 
sich  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite  der  Einfallswinkel  vom 
Polarisationswinkel  entfernt. 

5)  Fällt  aber  für  diesen  letzteren  Fall  das  Licht  unter  dem 
Polarisationswinkel  selbst  auf,  so  dringt  alles  durch  die  Platten 
hindurch  und  es  wird  keine  Spur  mehr  reflectirt,  selbst  dann  nicht, 
wenn  die  Anzahl  der  Platten  unendlich  gross  wäre. 

Dieses  ist  der  einzige  Fall  der  Ausnahme,  welcher  uns 
nötbigte,  so  eben  bei  1 und  2 den  Ausdruck  ,,im  Allge- 
meinen“ hinzuzufügen. 

6)  Fällt  gewöhnliches  Licht  senkrecht  auf  oder  horizontal , so 
ist  man  nicht  im  Stande  dasselbe  zu  polurisireu  weder  durch  Re- 
flexion, noch  durch  Refraction.  mag  nutn  sich  hierzu  bloss  einer 
spiegelnden  Fläche  bedienen  oder  eine  beliebige  Anzahl  von  Plat- 
ten anwenden. 


8. 

Es  wurde  oben  (Art.  1)  berührt,  dass  gewöhnliches  unpolari- 
sirtes  Licht  sich  betrachten  lasse  als  ein  System  senkrecht  zu  ein- 
ander polarisirter  Strahlen  von  gleicher  Intensität.  Ebeuso  lassen 
sich  umgekehrt  senkrecht  zu  einander  polarisirte  Strahlen  von 
gleicher  Lichtstärke  anseben  als  gewöhnliches  unpolarisirtes  Licht. 
Auch  in  Bezug  auf  ihre  Wirkungen  zeigt  die  Beobachtung  keinen 
Unterschied.  Fällt  also  uun  auf  unser  Plattensystem  gewöhnliches 
Licht,  so  enthält,  wie  bereits  (Art.  5)  gezeigt  wurde,  sowohl  das 
zuriiekgeworfeue , als  durchgehende  Licht  senkrecht  zu  einander 
polarisirte  Strahlen,  ln  dem  reflectirten  Lichte  z.  B.  bildet  nun  der 
minder  intensive  Strahl  mit  einem  gleichen  Theile  des  andern  ge- 
wöhnliches Licht  und  es  bleibt  also  ausserdem  noch  ein  Ueber- 
schuss  pularisirteu  Lichtes  von  der  Beschaffenheit  des  lichtstarke- 
ren Strahles.  Ein  Gleiches  gilt  vom  rcfractirtcn  Lichte.  Da  nun, 
wie  wir  bewiesen  haben  (Art.  4 und  5) 

i = as  -t-  cH\  i = ns  -+-  m, 

so  folgt  daruus 

AS  - BS  = DS  — CS....  ( r ) 

Und  hieraus  schliessen  wir  folgenden  Satz; 

in  dem  reflectirten  und  durchgehenden  Lichte  finden  sich 
ausser  dem  in  jedem  enthaltenen  gewöhnlichen  Liebte  gleiche 
Intensitäten  senkrecht  zu  einander  polarisirter  Strahlen,  die 
Plattr.nzuhl  und  der  Einfallswinkel  seien,  welche  sie  wollen. 
Für  eine  Plutte  ist  dieses  Gesetz  dus  bekannte  Theorem  von  Arago. 

9. 

Unter  der  Vibrationsebene  eines  polarisirten  Strahles  ver- 
stehen wir  diejeuige  Ebene,  welche  durch  den  betreffenden  Strahl 
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und  die  constnnte  Sebwingungsricbtung  seiner  Aethertbeilcben  geht. 
Unter  Polarisationsebene  aber  die  durch  den  Strahl  aut  die 
Oscillutionsrichtung  senkrecht  geführte  Ebene.  Es  stehen  also 
beide  Ebenen  stets  auf  einander  senkrecht.  Denkt  man  sich  nun 
durch  denjenigen  Punkt,  in  welchem  ein  Lichtstrahl  die  Grenze 
zweier  durchsichtiger  Media  trifft,  auf  die  Richtung  des  Strahls 
eine  Ebene  senkrecht  gelegt,  so  werden  in  dieser  oder  ihr  parallel 
die  Schwingungen  der  Aetbertheilchen  erfolgen  können  nach  jeder 
beliebigen  Richtung.  Dreht  sich  die  Vibrationsrichtung  in  dieser 
Ebene  um  den  Autlällspunkt  im  Kreise  herum,  so  dreht  sich  also 
auch  die  Vibrutionsebene  und  mit  ihr  die  Polarisationsebene  um  den 
cinfullcnden  Strahl.  Macht  die  Schwinguugsrichtung  mit  der  im 
Autfalispunkt  aut  die  Einfallsebene  errichteten  Senkrechten  den 
Winkel  a,  so  bildet  denselben  Winkel  a also  auch  die  Polarisa- 
tionsebene  mit  der  Einfallschene  und  man  sagt,  das  Licht  sei  in 
dem  Azimuth  a pnlarisit.  In  untenstehender  Figur  (s.  am  Ende 
der  Abhandlung)  sei  nun  ACB  die  Einfallsebene,  CH  die  Polari- 
sutionsehene,  l)CA=a  das  Azimuth  der  letzteren,  CE  die  Schwin- 
gungsricbtuUg  des  Aethcrtheilchens  C,  CAf—l  die  halbe  Oscil- 
latiousweite  desselben,  deren  Componenten  nach  der  Einfullsebenc 
und  senkrecht  gegen  diese  respective 

CB  = sin  u und  MB  — cos  « 


sein  werden,  da 

LDCE= -£. 

End  cs  lässt  sich  also,  weil  die  Lichtintensitäten  proportional 
sind  dem  Quadrate  der  Oscillationsgeschwindigkeiten , die  in  dem 
Azimuth  u polarisirte  Lichteinheit  in  zwei  senkrecht  zu  einander 
polarisirtc  Strahlen  von  den  Intensitäten  sin  2u  und  cos  2u  zerle- 
gen, so  dass  wiederum 

1 = sin  ’a-p-cos  2a. 


Auf  gleiche  Weise  können  umgekehrt  zw*ei  senkrecht  zu  ein- 
ander poiarisirte  Strahlen  in  einen  einzigen  zusammengesetzt  wer- 
den , dessen  Azimuth  taug  2a  offenbar  gefunden  wird , wenn  man 
die  Intensität  des  in  der  Einfallsebenc  schwingenden  Strahles  durch 
die  Intensität  des  senkrecht  gegen  diese  Ebene  vihrirenden  dividirt. 
Fällt  also  auf  unser  Plattensystem  gewöhnliches  Licht,  so  ist  so- 
wohl das  reflectirte,  als  durchgehende  polarisirt,  jedes  in  einem  he- 
sondern  Azimuth.  Kenuea  wir  das  Azimuth  des  reflectirten  «*,  das 
des  rcfractirtcn  ß„,  so  ist  also 

II,,2 2 nB2  1-H(2ä— 1)//= 

taug  u,  — i_p.(2n— i)Ä3  ' 2 nA2  — 


uud 


1 (2n  — l).-/1  B2  _ H-(2»-l).ZI  , 

1 -y. (2»_  1 )H%  ' A2  ~ 1 -t- (2n  -l)B2  • ta"S  “S 


taug  2ß„  = 


1 — B2 

1 + (2 n—  1 )B* 


| +(2n  — I 
l—A2 


l+(2n-l)A2  l-B2  _ I -f-  (2n  — 1 )A2 
1 -f- 12«  — 1 )ß2  ' l—A2  1 -+-  (2a  — l)B2  ■ ,on8: 
wenn  der  Kurze  halber  gesetzt  wird 
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B2  l—B2 

—fi  = lang  2a  und  j-^71  = tang  Jff. 

Folglich  ist  allgemein 

tang  2«„  : tang  a/JB  = tang  2a  : lang  2ß. 

Aus  Art.  2 aber  folgt 

//*  COS  *(7 -+-*") 

A2  cos  3(* — i)  UU 

b^/F — co* 1 (»  — »'). 

mithin  ist 

tang  2a  : tätig  3/?  = cos  also  auch 

tang  2a„  : tang  2j?„  = cos  ’(»  + *')  oder 
tang  a*==pcos  (<  + »')  tang  ß„ (d) 

Heide  Azimuthc  stehen  also  immer  in  dieser  einfachen  Beziehung 
zu  einander.  Jedes  ist  eine  Function  des  Einfallswinkels  und  der 
l’lattenzahl , und  wir  wollen  die  Gesetze  dieser  Abhängigkeit  zu 
bestimmen  suchen. 


10. 

Wir  hüben  gefunden 

tang  ein  = dh  cos  (»-+-»')  . tang  ß„. 


Da 

so  ist 


cos  (»  + *')-<  1, 
tang  an  tang  ß„,  und 


unabhängig  von  i und  m. 


I.  Es  sei  n constant,  i also  auch  A2  und  B2  variabel. 

a)  So  oft  = so  ist  tang  aa„  = 1 = tang  2ßm,  also 
* o 

a„  — — = ß„. 

b)  Ist  i = 0,  so  ist  A2  — B2  (Art.  6),  mithin  a„  = 7-  = /?„. 

c)  Ist  < = arc(tang=/i},  so  ist  Z?2=0,  folglich  auch  Zf„J= 0. 


Und  da 


tang  *o„  = 7T  (Art.  9), 


so  ist  für  diesen  Fall  taDg  ct„  0.  folglich  a„  = 0.  Aber 

tang  2ß„  = yZTÄi = 1 + i_^>1>  olso 

ßn  ;> -J.  Für  » = OC  ist  ßn,  = 

d)  Ist  • ;>  arc(tang  = \ u),  so  ist  B2  > 0 , folglich  Bn * > 0, 
also  «n  >•  0.  Aber  tang  2ß„  < QD,  also  ßn  <L  tt- 
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c)  Ist  i = -^r,  so  ist  _•/’  = B'  (Art.  6),  folglich  a„  = — =ß„. 

Hieraus  ergeben  sieb  folgende  Gesetze: 

1)  Die  Polnrisationscbenc  des  reflectirtcn  Lichtes  bildet  mit  der 
Einfnllsebcne  immer  einen  kleineren  Winke),  als  die  Polarisations- 
ebene  des  durchgehenden,  der  Einfallswinkel  und  die  Plattenzahl 
seien,  welche  sie  wollen. 

2)  Fallt  das  Licht  senkrecht  auf,  so  ist  das  Azimuth  jeder  der 
beideu  Polnrisationscbcnen  = -j-,  folglich  sowohl  das  reflectirtc, 

als  durchgehende  Liebt  unpolarisirt. 

3)  Wächst  der  Einfallswinkel,  so  wird  das  Azimuth  des  reflec- 
tirten  Lichtes  kleiner,  das  des  refructirtcn  grösser.  Erreicht  der 
Einfullswinkcl  den  Polarisationswinkel,  so  fallt  die  Polarisations- 
chenc  des  reflectirten  Lichtes  zusammen  mit  der  Einfallsebene.  Das 
Azimuth  des  durchgehenden  Lichtes  aber  wächst  mit  der  Plattcn- 

zahl  und  ist  = -J,  wenn  diese  unendlich  gross  ist. 

d)  Wächst  der  Einfallswinkel  über  den  Polarisationswinkel 
hinaus,  so  wächst  das  Azimuth  des  rellectirten  Lichtes  wieder,  das 
des  durchgehenden  nimmt  ab. 

5)  Fällt  das  Licht  horizontal  auf,  so  ist  das  Azimuth  des  re- 
flectirten  Lichtes  wieder  gleich  folglich  das  reflectirte  Lidht 
selbst  unpolarisirt.  In  diesem  Falle  dringt  kein  Licht  durch. 


II.  Es  sei  der  Einfallswinkel,  also  auch  A 1 und  B 3 con- 
stant  und  n veränderlich. 

Es  ist 

lang  »(»'  — i) cos  *(t  + i)  sin  1(i  — t") cos 

taug  *(*■—#—**)  cus  ’l* — fj  sin  1 (l i)  cos  *1« — «')  * 

Da  aber 


so  ist 


cos  *(«'+  £)  ^ , 
cos  >(i  — 

ß*<A*. 


Vergleicht  man  nun  die  recipruken  W'erthe  von  A„ ’ und  B„ *, 
nämlich 


so  folgt 

folglich 
Und  du 

so  ist  also 


J \ il~A*  J 1 ■ 

An-  ^ 2 W.4*  ’ ttn*  ^ 2 «Zf1  ’ 


J_  < _L 

An * ^ Bn »» 

An * > B„\ 

Cn*  = 1 - An',  Dn'=  1 - B«'y 


D„ * > Cn- >. 
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Nun  aber  ist 

ff  t 71 

tang  '(tn  = ~<Zl,  folglich  a„  <•  -j-  und 

lang  = “lso 

Wächst  «,  so  nähert  sich  das  Verhäitniss  von  der  Einheit 

und  fiir  »=GD  ist  dasselbe  =1,  folglich  a.  = Es  dringt 
alsdann  kein  Licht  durch  die  Platten  hindurch,  cs  sei  denn,  dass 
dasselbe  unter  dem  Polarisationswinkel  auffalle,  wo  ß.  = ~ ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  folgendes  Gesetz: 

Ist  die  Plattenzahl  eudlich,  so  ist  das  Azimutb  des  reflectirten 

Lichtes  kleiner,  das  des  durchgehenden  grösser  als  Mit  der 

Plattenzahl  wächst  das  Azimutb  des  reflectirten  Lichtes  und 

nähert  sich  Ist 

» = 05,  so  ist  a.  = ~ und  ß.  = — . 

Fällt  hingegen  das  Licht  auf  eine  unendlich  grosse  Anzahl 
von  Platten  unter  dem  Polarisationswinkel,  so  ist 

<*.  = £ und 

11. 

Wir  können  nicht  umhin,  mit  einem  W'orte  einer  Discontinui- 
tät  in  unsern  Formeln  zu  erwähnen,  die  wir  in  den  Erscheinungen 
der  Natur  nicht  leicht  anzunchracn  geneigt  sind.  Es  wird  nämlich 
senkrecht  gegen  die  Einfallsebene  polnnsirtes  Licht,  welches  auf 
eine  unendlich  grosse.  Plattenanzahl  auffällt,  stets  und  in  allen 
Fällen  ganz  rencctirt,  welches  auch  der  Einfallswinkel  von  der 
senkrechten  his  zur  horizontalen  Incidenz  sein  möge;  erreicht  der- 
selbe aber  den  Polarisationswinkel , so  dringt  plötzlich  alles  Licht 
durch  die  Platten  hindurch.  Es  möchte  vielleicht  uicht  weniger 
gewagt  sein,  die  Natur  eines  solchen  Sprunges  in  ihren  Erschei- 
nungen ohnmächtig,  als  unsere  Formeln  deshalb  falsch  nennen  zu 
wollen.  Das  Unendliche  ist  bloss  eine  Grenze,  der  wir  uns  viel- 
leicht nicht  einmal  nähern  können,  die  wir  also  um  so  weniger  zu 
erreichen  vermögen;  und  ebenso  wenig,  wie  wir  uns  durch  irgend 
einen  Sprung,  wie  gross  derselbe  auch  immerhin  sein  möge,  vom 
Endlichen  un  jene  Grenze,  das  Unendliche,  versetzen  können:  eben- 
so wenig  können  wir  aber  auch  behaupten,  dass  die  Natur  nicht 
im  Stande  wäre,  wenn  man  sie  veranlassen  könnte,  sich  unter 
solchen  Verhältnissen  zu  äussern,  eine  ähnliche  Discontinuität  in 
ihren  Erscheinungen  zu  zeigen. 

12. 

Fragen  wir.  unter  welchem  Winkel  das  Licht  auf  eine  belie- 
bige Anzahl  paralleler  Platten  nuSallen  müsse,  damit  die  Intensität 
des  reflectirten  Lichtes  gleich  sei  der  des  durchgehenden,  so  haben 
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wir,  da  die  Intensität  des  auffallenden  Lichtes  =2  angenommen 
wurde,  zu  dieser  Bestimmung  offenbar  die  Gleichung: 

AS  + BS  = 1 

oder 

InA'-  2 nP*  _ . 

l + (2n_l)^»  l-*-(2»-l)Ä>  — *’ 

welche  entwickelt  anf  folgende  Bedingung  fuhrt: 

A'  + B*  (4**  — 1 )A*B*  = 1. 

Nun  aber  ist 

sin1!«  — «*) j p*  — sin1«’  — cos 


4'  = 


siu*(«'-j-  *') 


I \SpT. 


- sin*«  -+.  cos 


i»  i*  _ (p—vy 

S|1  V'-tV 


Sang1!«  — «') j Vp*  — sin1«'  — p* 

lang1!«  -f- «’) 


i V p*  — sin3  i — cos  i ) * fp  — f**q\ 1 

l /p%  — sin*  i -f- p3  cos  i ^ / v’-t-/*1?'  ’ 

wenn  der  Kürze  halber  gesetzt  wird 

l//z*  — sin*  i = p und  cos  «'  = q. 

Diese  Werthe  für  A*  und  Zf*  substituirt  geben: 

(£=!)'+  (V-.WY  + (.u,_X)(rAzl)'  (*=£!?)*_, 

V»+V  ^ \p+.p*q/  l)\p  + q)  Kpu-u’qJ  — *• 


VP  + /*T 

Wir  können  diese  Gleichung  nach  und  nach  folgendergestalt  ver- 
ändern : 

O— qYip-*-P'qYMp—  p'qY(p+qY  -+-(4«2— i)  (p—qYip—p*qY 

==  ir  + qY  (p+p'qY, 

(p-i-p’qY  \(p  — qY  — (p qY I 

—ip—p'q) \(p  — qY—{p-4-qY\-4-**'  (p—qY(p—p1q)==  0, 
I {p  — qY  — (p  ■+■  qY  I I (p+ p'qY  — ( r —p'qY  I 

+ 4»*  (p  — qY  (p  — p'qY  = 0, 

— 4 m*/»V  -+- «’(/'— qY  (p — p'qY  = 0, 

”'(p  — qY  ( p — p'qY  — *p'p'q', 

(p-q)(p  — p,q)—=F^-pq- 

Dividirt  man  durch  pq  und  setzt  ■^-  = xJ  so  kommt 

(■*  — !)  0— *!?)  = =F^f»  aIso 

x'  — (1  -f-  jU*  — x = — /u*, 

1 -f-/t*  ± — = P,  so  ist 


und  setzt  man 


P^Vp*  — kp' 


= <?, 
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um)  hieraus 


x — 1 -sin»«—  U 


folglicji 


»=q»_i  (f) 


Durch  diese  Gleichung  ist  also  der  Winkel  bestimmt,  unter 
dem  das  Lieht  auf  eine  beliebige  Anzahl  |>arnllclcr  Platten  auffallen 
muss,  damit  gleiche  Mengen  retlectirt  werden  und  durchgehet).  Zu- 
gleich aber  geht  aus  derselben  auch  hervor,  dass  eineu  solchen 
Winkel  zu  linden  jedesmal  dann  unmöglich  ist,  wenn 


1. 

oder  was  dasselbe  heisst,  wenn  dus  Licht  aus  einem  Mittel  von 
stärkerer  auf  eins  von  einer  minder  starken  lichtbrcchenden  Kraft 
auSallt 


13. 

Nach  den  Fresnel’schen  Formeln  (Art.  2.)  für  die  Intensität  des 
gespiegelten  und  durchgehenden  polarisirteu  Lichts  ist  die  relicctirte 
Lichtstarke  so  lange  Null,  als  sich  die  Dichtigkeit  des  durchsichti- 
gen Mittels  nicht  ändert;  und  es  müsste  folglich  hei  einem  in  seiucr 
uanzen  Masse  vollkommen  homogenen  und  gleich  dichten  durchsichti- 
gen Körper  alles  Licht  auf  seine  untere  Flache  aulfallen,  was  auf  der 
oberen  fläche  in  den  Körper  eindrang.  Da  aber  in  der  Natur  wühl 
kaum  ein  solcher  Körper  existiren  wird,  indem  die  Schwerkraft, 
der  beständige  Temperaturwcchscl  und  dergleichen  Umstände  mehr, 
leicht  eine  verschiedene  Dichtigkeit  un  verschiedenen  Funkten  des 
Körpers  hervorhringen : so  folgt  daraus,  dass  sich  das  Licht  beim 
Durchgang  durch  durchsichtige  Körper  offenbar  schwächen  muss. 
Betrachten  wir  z.  U.  eine  ruhige  Flüssigkeit,  auf  deren  eine  hori- 
zontale Grenzfläche  Lickt  auSallt.  Da  strenge  genommen  die  Flüs- 
sigkeit in  jedem  horizontalen  Schnitte  eine  andere  Dichtigkeit  bat, 
so^  müssen  nothwendigerweise  auch  im  Innern  derselben  Rellexiouen 
des  cingedrungenen  Lichts  Stutt  linden  und  cs  gelten  mithin  für 
einen  solchen  Fall  ähnliche  Formeln,  wie  wir  sie  für  die  Intensität 
des  gespiegelten  und  durchgehenden  Lichts  bei  einer  beliebigen 
Anzahl  paralleler  durchsichtiger  Schichten  entwickelt  haben. 
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LI. 


Eigenschaften  der  ungeraden  Zahlen  in  Bezug 
auf  beliebige  Potenzen  der  einzelnen  Glieder 
der  natürlichen  Zahlenreihe.  « 

Von 

Herrn  Prof.  C.  A.  Hr  et  Schneider 

zu  Gotha. 


Der  im  ersten  Hefte  des  gegenwärtigen  Archivs  bewiesene  Tur- 
ncr’schc  Lehrsatz  von  den  ungeraden  Zahlen  ist  nur  ein  specieller 
Fall  ciiics  weit  allgemeineren  Theorems,  das  ich  schon  vor  meh- 
reren Jahren  gefunden,  aber  nicht  für  neu  gehalten  habe.  Ks  ist 
nämlich: 

12*  — I 

22«  = 1 -4-  3 -4-  5 -4-  7 -4- ....  -4-  (2 . 2»  — 1 ) 

32*  — 1 3 5 + 1 -f- ....  -f-  (2 . 3”  — 1 J 


/J2« : — : 1 -4-  3 + 5 -f-  / -4~ ....  -f-  (2  . pn  — 1), 

d.  h.  jede  Potenz  einer  ganzen  Zahl  p von  dem  geraden 
Exponenten  2«  ist  gleich  der  Summe  aller  ungeraden 
Zahlen  tau  der  ersten  an  bis  zur  //"teil;  ingleichen: 

120+1=  1 

22„+i  = (2« . 1 -4- 1)  -4-  (2» . 1 -4-  3)  -4-  . . . . [2* . 1+  (2 . 2«  — 1)] 

3i.+,  _ (;j*  2 -f- 1)  + (.3" . 2 + .3)  + . . . . -H3» . 2-f- (2 . 3- — 1)] 


jj2*+i = [ p*(p — 1 )— 1— 1 ] -1-  [)i*(  p — l)-4-3]-4-....-4-(/r*(^ — 1 )-4-{2/(" — 1 )]  . 

d.  h.  jede  Potenz  einer  ganzen  Zahl  p von  dem  ungera- 
den Exponenten  2« -4-  1 ist  gleich  der  Summe  von  p“  auf 
einander  folgenden  un gern den  Zahlen,  deren  erste  gleich 
P’ip—  l)-f-  1 ist. 

Der  Beweis  dieser  Sätze  ist  höchst  einfach.  Bezeichnen  näm- 
lich a,  U und  3 beziehungsweise  das  erste  Glied,  die  Differenz  und 
die  Gliederzahl  einer  arithmetischen  Reihe  erster  Ordnung,  so  ist 
deren  Summe  s = 4-  Jx(z — 1 )i/.  Im  vorliegenden  Fülle  ist  nun 

für  einen  geraden  Exponeuten  der  Potenz 
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a = 1 , ä = 2,  x=pn. 

mithin  wird 

« = 1 . p”  4^-  -)//"(;»" — 1 ) . 2 = /P". 

Für  einen  ungeraden  Exponenten  der  Potenz  hingegen  wird : 
a = p"(p  — 1)-+-1,  </=2,  a = p" 

und  folglich: 

m — [p”(p  - 1)4-  1)  pn  4-  {p"{pR  — 1)  . 2 =;P>+1. 

Hieraus  ergeben  sich  sofort  durch  Addition  von  //■  die  Aus- 
drücke: 

pi*  + pn  — />"(/>"  H-l)  = 2 + 4-J-6-J-8-f-...  + 2.^« 
jfln+i.  -+-;>«  = p”{p’<+i  4-  1)  = [^»(^  — 1)4-  2]  4-  [//"(p  — 1)4— 1J 

4- . . . 4-  [ pn(p  -1)4-  2/»*], 
welche  die  entsprechenden  Eigenschaften  der  auf  einander  fplgcnden 
geraden  Zahlen  enthalten,  wie  dies  von  dem  Herrn  Herausgeber 
bereits  für  die  dritten  Potenzen  bemerkt  worden  ist.  Demnach  ist 
also  z,  B. 

1*  = 1 
2*  = 1 4-  3 
3’  = 14-34-5 


p*  = 1 + 3 + S + ...  + (2 p — 1 ) 
1*  = 1 
2*  =34-5 
3'  =7  4-  9-f- 11 


P ' = \p(l> — 1 ) 4- 1 ] 4-  lj>(p  — 1 ) 4-  3] 4- . . .. -f- \p(p  — 1 ) 4- (2p — 1 ) 1 
1*  = 1 

2‘ = 14-34-54-7 


p'  = 1 4-34-54-  7-4- .. .4- (2 p*  — 1) 

1»  = 1 

2‘ = 54-74-94-11 

3‘ = 19  4- 21  4- 23  4- 25  4- 27  4- 29  4- 31  4- 33  4- 35 
4*  =49  4- 51  4- 53 4- 77  4- 79 


i»*=|>*0-.l)4-l)4-^-l)4-3)4-...4-D»,(p-l)-H2p,-l)J 

u.  s.  w. 

Bei  ihrer  grossen  Einfachheit  dürften  die  vorliegenden  l.ehr- 
sätze  ein  zweckmässiges  Beispiel  zur  Anwendung  der  arithmetischen 
Progressionen  darbieten. 
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LII. 

Zur  Theorie  der  bestimmten  Integrale. 

Von 

Ilerrn  O.  Schlömilch 

zu  Weimar. 


Die  Entwickelung  der  schönen  Theoreme  von  Logrange  und 
Fourier  beruht  bekanntlich  auf  der  Untersuchung  der  Gränzc,  wel- 
cher sich  das  bestimmte  Integral 


/*esin(2»-t-  1)0 
0 sin  0 


/(©)</©,  n > c > 0, 


für  ganze,  positive,  wachsende  n nähert,  vorausgesetzt,  dass  die 
Funktion  f(&)  während  des  Integrationsiotcrvalles  weder  unendlich 
gross,  noch  unstetig  werde“). 

Diese  Aufgabe  lässt  sich,  wie  ich  glaube,  rollig  streng  und 
kurz,  folgendermusscu  lösen. 

1)  Wir  nehmen  erstlich  c = in  -f-  1 ==  o»  (der  Kürze  we- 


gen) und  führen  in  das  Integral 

n 


eine  neue  Veränderliche  s = «0,  also  0 = — , dO  = — ein.  Da- 

tu 7 tn 

durch  wird 

mn 
2 


r=  f 

•/o  m sin  — ' 

m 


Dieses  Integral  zerlegen  wir  in  eine  Reihe  anderer,  welche  sämmt- 


lich  nach  dem  Intervall  v fortschreiten,  wobei  wir 


kurz  mit  F(s)  bezeichnen.  Also 


•)  Man  sehe  hierüber  die  vortreflliche  Abhandlung  des  Ilrn.  Prof.  Lejeune 
Dirichlet  im  Journal  f.  r.  u.  a.  Mathematik  v.  Crelle,  H.  IV.  S.  157. 
Thcil  1.  27 
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2 ™ ^2  nn 

J—fü  F(x)<lx+fn  n F\x)dx+..  +f  F[»)d, 


sind 


+P*"nF(i)JX' 

Zwei  auf  einander  folgende  allgemeine  Glieder  dieser  Reibe 

Diese  beiden  lutegrolc  lassen  sieb  lefebt  auf  die  Gränzen  0 und 

-jj-  bringen,  indem  man  im  ersten  x=m — x,  im  zweiten  x=m-\-x 

setzt,  wo  x eine  neue  Veränderliche  bedeutet.  Dann  bat  man,  ab- 
gesehen vom  Vorzeichen: 

it 

fl  F{m  — x)dx,  f*  F\m  4-  x)dx ; 


und  wenn  man  dem  ersten  Integrale  das  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen giebt,  so  vertauschen  die  Gränzen  ihre  Plätze , und  sieben 
dann  genau  so  wie  im  zweiten. 

Die  Vorzeichen  unserer  Integrale  finden  sich  durch  ein  leichtes 
Raisunnement.  Der  Zeichenweise!  in  jenen  Integralen  hängt  bloss 
von  dem  Vorzeichen  des  sin  x in  ab.  Da  nun  der  Sinus  po- 

sitiv ist  von  s = ü bis  s = jr,  negativ  von  * = jr  bis  a = 2?r,  po- 
sitiv von  x = 2tt  bis  x = 3n,  u.  s.  f.,  so  ist  uueh  das  erste  Paar 
unserer  Integrale  positiv,  dus  zweite  negativ,  das  dritte  positiv 
u.  s.  f.  So  haben  wir 


» n n_ 

J=f*F(x)dx- 1- f*F\n  — a:)dx  — F\n  + x)dx 

71 

—Jo  — x)dx  4-  . . . 

indem  wir  den  Index  r — 1,  2,  . . . n setzen;  oder 

71 

J — I u~  [F(x)  + F(n  — x)  — F(n-\-x)  — F(2n — x)  4-  . . ,|rir. 


Pin  allgemeines  Glied  dieser  Reihe  ist 


I<\rn  zk  x)  ’~ 


sin  (rndb-g) 
mdtzx 


m±x 


wobei  das  Vorzeichen  nicht  beachtet  zu  werden  braucht,  weil  wir 
den  Wechsel  schon  kennen. 

Wolleu  wir  nun  die  Gränze  bestimmen , welcher  sich  das  Inte- 
gral J für  wachsende  »(<»  = 2« 4-1)  nähert,  so  haben  wir  die 
Gränze  von  F(rndhx)  für  wachsende  »t  zu  untersuchen,  wobei 
zu  berücksichtigen  ist,  dass  r die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  von  1 
bis  x durchläuft.  Wir  haben  daher  2 Fälle  zu  unterscheiden. 
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1)  Es  sei  r endlich,  also  das  zugehörige  Glied  endlich  weit 
vom  Anfänge  entfernt.  Dann  ist  rn  Fzx  etwas  Endliches  = u, 

F\m  rfc x)  = — X /"(— ) oder,  wenn  man  den  sich  heheuden 


u 

tn  sin  — 
m 


Faktor  u einsetzt, 


oder 


. . , »in  x , . tn  „u  sin  x -,n. 

I.im  F(rn±x)=—-  . Lim  - f[-)  /(0) 

sin  — 
tn 


Lim  F(r*±*)  = ^:/(0). 


~ mdh  x • 

2)  Wäre  r so  gross,  das  schon  rjl~~c  eine  endliche  Grösse  v 
wäre,  so  ist 

Lim  Firn  ± x)  — Lim  - ■S‘n.  X ■ f(v)  = 0, 
v ' tu  sin  ti J v ' ’ 

so  dass  also  die  unendlich  weit  vom  Anfänge  entfernten  Glieder  ver- 
schwinden. 

So  haben  wir  endlich 

<-  + /(»)-■■•]  * 
oder,  weil  /(0)  eine  Constanle  ist, 
n 

Lim  J=A0)fo*  -f-  ^ + . .]sin  * dx 

71 

Fm  nun  dieses  Integral  weiter  ausführen  zu  können,  müssen 
wir  die  eingeklammerte  Reihe  summiren.  Diese  Summe  P kann 
man  aus  zwei  anderen  sich  bestehend  denken: 


U=- 2.r 

x I 


kn'  —x1 


9n* 


v= 


\x 


11*1  1 
in»—  x'  9a1  — x'  25n’  — X1  “ ! ’ 

P=  U-F  V 

Nun  findet  sich  aber  leicht 

f V dx= log»  log » (”  I + Iogw^-J,^  )-4-  • . 


= iog»  ^ (i-^)  (i-£-i)  (i- 


U/l 


i) 


= log  n sin  .2*; 
also  durch  Differenziation 


27' 
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, fj  = cot  X. 

Aelmlich  hat  man 

—f  VJx=2log n(n  ~iX  )+2log»(9,,a^:r  )-f-2log<i(— ^ -4- . . 

X1,  ,,  X*  , „ X1 


folglich 


=21og«(l-^)  (1-^)  (l-~ )•• 
= 21ogi»  cos{.r; 

V=  tang  i^r. 


Also  P=  cot  :r-f-tang  j.r,  oder  weil  cot  >r==^-^, 


. | 1 COS  X . . »»  1 l 

tau£ri*z*= — : ist.  / _ ; oder 

D * sin  x 1 sin  x’ 


= — + 2a:  7 

r ■ f n* 


f__L 


l 


1 


sin  x x • in* — x 1 4b1 — x1  *^~9b3 — x1  *'|* 
Substituiren  wir  diesen  Werth,  so  iiudet  sich 
n 

Lim  ✓=/(<))// sin  x . jA°)i  oder 

I 

0) 

2)  Wäre  die  obere  Gränze  des  Integrals  80  stellt  unser 

Integral 

r /«sin  mf> 

y=/o-srr/(0) rf6>- 

wenn  wie  früher  »si©  = * gesetzt  wird,  über  in 

sin  s s . , 

□ — 7 /(»)*• 


Da  nun  so  ist  tnc<Z-^-,  also  etwa  mc  — /i  wo  A<"«n, 


ist.  Also  haben  wir 

An 


T+4  si„  * 


/(-)  <&• 


An 

“5"  wi  sin  — 
m , * m 

Da  nun  h gleiclizeitig  mit  m wächst,  so  sind  auf  das  erste  Integral 
alle  die  früheren  Schlüsse  anwendbar  und  geben 

j2+i  . 

Lim  J=  j /(0)  + Lim/ J — " Ss-  /(^)  dx. 

*V  wi  sin  — 

2 m 
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Cm  das  zweite  Integral  beurtheilen  za  können,  nehmen  wir 
a = h—  x und  hoben  so 


r 

J 0 


• / L 71 

sin  (A— . 


-.r) 


m sin  (- 


/•  >4  . 

• T+-) 


■ Y ■+•  dx 


Dn  h und  m gleichzeitig  wachsen,  so  wird  also  auch 
eine  gewisse  endliche  Grösse  a,  und 


. /■* 
UmJu 


sin  {h^  + x) 
tn  sin  («H ) 


f(a  -+-  — )dx  = — C sin  x)dx. 

J ' tn'  m sin  a / 0 '2  ’ 


So  gross  nun  auch  h sein  mag,  so  giebt  die  Ausführung  des 
Integruls  doch  nur  eine  endliche  Grösse,  und  da  m im  Nenner  stellt, 
verschwindet  der  ganze  Ausdruck. 

Wir  haben  also  zusammen 


I 


, /"«sin  (2n-f-])6  n . 

AmJ -i — Mir« — /(©)  r/©= y /(ö), 


>c>  o. 


(2) 


3)  Wenn  c zwischen  -j-  und  rr  liegt,  so  können  wir  c=n — a 
setzen,  wobei  — > «;>0  ist.  Mithin 


> sin  tt  J ' ' 


Im  zweiten  und  dritten  Integrale  nehmen  wir  0 = ti — .z-  und  er- 
halten 

yrSrf  /s«  =/.%?  /w* 

TX_ 

, /'s  sin  war  , . , /Vsin  wi  ~ * , 

+/o  IhTF  /(*  - *)**  o-nr^  ^ - *)**• 

Das  erste  und  zweite  Integral  führen  wir  nach  (1),  das  dritte 
nach  (2)  aus  und  haben  so 


Umfo^^r£  /<©)«»  = T /( 0)  + Y /(*)  - Y /(*) 


oder 


, . f rsin  (2ft 
Lim/  


sin  « 


^/(0)<*0  = £ /(0),  «>c; 


(3) 


4)  Fussen  wir  nun  zusammen  was  in  1,  2,  3 gefunden  wurde, 
so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle  das  Resultat 
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% 


UnJTn  = ¥ /(0>»  w>c>° « 

Diess  ist  dos  schöne  Theorem,  dessen  fruchtbare  Anwendung 
sin  (2«  -f-  l)y 

auf  der  Eigenschaft  von  g die  Reihe 

sin  — 

2 

1 -4- 2 (cos  0-f- cos  20 -I-  ....  -f-  cos  «0 1 
zu  summiren,  beruht.  Es  lässt  sich  also  vermöge  der  vorigen  Formel 
jede  Reihe  summiren,  deren  allgemeines  Glied  f üf(Q)  cos  nO  t/0, 
jr>-<r>-0,  ist;  oder  man  hat 


r. 


sin  (2» -Hl) 


fl 


. fl 
sin  — 


f(&)d&  = fl  f(0)d0  -4-  22f  fl  /(0) 


cos  »0  <tO 


oder,  wenn  man  die  Reihe  ins  Unendliche  fortsetzt,  (n  = QD  nimmt) 
und  links  20  für  0 setzt. 


Lim  2Jo sin  f^fe/m^fcoA0yie+^flAe)  <to 

wobei  links  das  Resultat  n/(0)  erscheint.  Aus  diesem  Satze  lassen 
sich  die  Theoreme  von  Lagrange  und  Fourier  leicht  ableiten. 

5)  Oie  hier  angewandte  Methode  der  Gränzenzerlcgung  lässt 
sich  mit  vielem  Vortheil  öfter  anweoden. 

So  giebt  z.  B.  das  bestimmte  Integral  fi*  ¥ ti0’  wenn  man 


sich  die  obere  GrKnze  als  ein  Vielfaches  von  y denkt,  und  es  in 


eine  Reibe  anderer,  sämmtlich  von  0 bis  y genommen,  zerlegt, 

das  nämliche  Resultat,  wie  die  vorhin  geführte  Entwickelung,  wenn 
man  darin  /(0)  constant  = 1 nimmmt.  Nämlich 


/. 


»sin  fl 


Setzt  man  u©  für  0,  wo  a eine  ganz  beliebige  Grösse  ist,  so  hat 
man  auch 


/'»sin  fl  j-,  n ,rs 

0 9 d&  — 2 ® 

welches  Resultat  sich  hier  auf  einem  ebenso  leichten  als  gründlichen 
Wege  findet 
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. LIII. 

Ueber  eine  geodätische  Aufgabe. 

Von 

(I ••  in  Uerausirebc r. 


«•  »• 

Das  Problem,  mit  dessen  Auflösung  wir  uns  in  diesem  Aufsätze 
beschäftigen  wollen,  kann  auf  folgende  Art  ausgesprochen  werden: 
In  einer  Ebene  seien  drei  P unkte,  die  wir  durch 
O , O,.  Oz  bezeichnen  wollen,  ihrer  Lage  nach  gegeben, 
und  S,  8,  seien  zwei  andere  ihrer  Enge  nach  unbe- 
kannte Punkte  in  derselben  Ebene.  W'enu  nun  in  den 
gegebenen  Punkten  0.  0„  Oz  die  ISO"  nicht  überstei- 

P enden  Winkel  SOS,.  SO, 8,,  SOtS,,  welche  die  von  den 
unkten  O,  O,,  Oz  nach  den  Punkten  df,  S,  gezogenen 
tiesichtsiinieo  mit  einander  einscb I i esse  n , und  ausser- 
dem noch  in  dem  einen  der  drei  gegebenen  Punkte 
O,  O,,  Oz,  etwa  in  dem  Punkte  O,  der  180"  nicht  über- 
steigende Winkel,  welchen  die  von  dem  Punkte  ft  nach 
dem  einen  der  beiden  Punkte  S,  8,,  etwa  nach  dem 
Punkte  8.  gezogene  U csichtslin  ic  OS  mit  der  einen  der 
beiden  I. inten  00,,  00,,  etwa  mit  der  Linie  OO,,  ein- 
scbliesst,  also  der  180°  nicht  übersteigende  Winkel 
800,,  gemessen  worden  sind;  so  soll  man  die  Luge  der 
beiden  Punkte  8 und  S,  bestimmen. 

Die  bekannten  rechtwinkligen  Coordinoten  der  drei  gegebenen 
Punkte  O,  0,,  Oz  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges 
foordinutensystem  der  xy  seien  respective  m.  «,  m,,  n,  ; mz. 
Ferner  wollen  wir  die  Entfernungen  OS,  0,8,  OzS  respective 
durch  p,  p,,  die  Entfernungen  OS,,  0,8,,  OzS,  respective 
durch  r,r,,rz  bezeichnen.  Nun  denke  man  sich  durch  die  Punkte 
O,  0„  Oz  als  Anfangspunkte  die  mit  dem  Systeme  der  xy  paral- 
lelen Systeme  der  x'i/,  x',i/,,  x1  zi/ z gelegt,  und  bezeichne  die 
von  den  Linien  OS,  0,S,  Oz8  und  ÖS,,  0,8,,  OzS,  mit  den 
positiven  Theilen  der  Axen  der  x1,  x',,  z cingeschlossenen  W in- 
kel, indem  man  alle  diese  Winkel  von  der  Seite  der  positiven  x 
an  nach  der  Seite  der  positiven  y bin  von  0 bis  360°  zahlt,  respec- 
tive durch  y,  y,,  y,  und  %,  j(z.  Dies  vorausgesetzt,  sind 
offenbar  in  völliger  Allgemeinheit  in  Bezug  auf  die  Systeme  der 
x't/,  x1, y1,,  x’zy'z  die  Coordinoten  des  Punktes  S respective: 

p cos  y,  p sin  y; 

■ p,  cos  y,,  p,  sin  y, ; 

p,  cos  y,,  p,  sin  y„; 


Digitized  by  Google 


424 

und  die  Conrdinaten  des  Punktes  S,  in  Bezug  auf  dieselben  Sy- 
steme sin(|  rcspective: 

r cos  x . *■  «>n 
r,  cos  x,,  r,  sin*/, ; 
r,  cos  r,  sin 

Also  bat  man  nach  bekannten  Formeln  der  Lehre  von  der  \ er- 
wandlung  der  Coordiuaten,  wenn  man  durch  x , y und  x„  y,  die 
gesuchten  Coordinatcn  der  Punkte  S und  S,  io  uem  Systeme  der 
xy  bezeichnet,  die  folgenden  Gleichungen: 

!x-=z  m q cos  y,  y = n-\-g  sin  <p; 
x = tn , — f-  Q | cos  <p,,  y = H , -+-  Q , sin  <f>, ; 
x = mt- f-pj  cos  y>,,  y = «2  + p,  sin  9p,; 

und 

{ x , = t/i  -f-  r cos  /,  y,  = n -f-  r sin  x> 

2.  Ix,  =»/,  + r,  cos  x*,  y,  =»,  +»•.  »in  Xij 
=»,+r,  cos  y,  = »,  -+-r,  sin 

W’eil  nach  der  Voraussetzung  die  180°  nicht  übersteigenden 
Winkel  SOS,,  SO,S„  SOtS,  gemessen  worden  sind,  so  können 
offenbar  die  Difl'ercnzen|  / — y,  /,  — <f,,  X%  — 91»  jederzeit  als  be- 
kannt angesehen  werden,  und  man  kann  datier,  indem  a,  «, 
bekannte  Grössen  bezeichueu, 

3-  X — 9 = “>  X,  ~ <P>  =“,»  Xi  — Sf,=“s 

oder 

A.  z = «-4-5p,  /,  =a,  +<p„  /,=«,  + <f2 
setzen,  wodurch  die  Gleichungen  2.  die  folgende  Gestalt  erhalten: 

t x,=tn  + r cos  (a-f-y),  y,=»-f-r  sin  (a  -+-y); 

5.  j^r,  =m,+r,  cos  («,  -t-y,),  y , =»,  -f-r,  sin  (a,  -+-y,); 
[x,=m3-i-r,  cos  (a2  + y,),  y,  = »,  -+-r2  sin  (a,  -+-y2). 

Der  Winkel  y kann  ofTenhnr  immer  als  bekannt  angesehen 
werden,  weil  nach  der  Voraussetzung  der  180°  nicht  übersteigende 
Winkel  SOO,  gemessen  worden  ist,  uud  die  zwölf  Gleicbuugeu 
in  1.  uud  5.  reichen  ulso  zur  Bestimmung  der  in  ihnen  enthaltenen 
zwölf  unbekannten  Grössen  x,  y,  x„  y,,  9,  g,,  p2,  r,  r„  r3,  y,,  y2 
hin,  so  dass  folglich  unser  Problem  durch  dieselben  uufgclöst  ist. 
Man  kann  sich  aber,  wie  es  mir  scheint,  die  Auflösung  auf  folgende 
Art  erleichtern. 

Wir  wollen  nämlich  jetzt  den  Punkt  0 als  den  Anfang  und 
die  Linie  OS  als  den  positiven  Tlicil  der  Axe  der  $ eines  neuen 
rechtwinkligen  Cnordlnatensystcms  der  £ij  annehmen,  uud  wollen 
die  Coordinutcn  der  Punkte  O,,  O,  in  Bezug  auf  dieses  System 
respective  durch  />,;  «r2,  Ä2;  die  Coordiuaten  der  Punkte  S 
und  S,  in  Bezug  auf  dasselbe  System  aber  durch  £,  t;  und  t], 
bezeichnen.  Dies  vorausgesetzt,  hat  man  nach  der  Lehre  von  der 
Verwandlung  der  Coordiuaten  die  folgenden  Gleichungen: 
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m , = *«  + «,  co»  g>  — 4,  »io  gp,  n,  = »4-«,  »io  tp  4-  4,  cos  gp; 

ot,  = CT-f-fl,  co»  tp  — 4,  sin  tp,  «,  :=  « 4-  ff,  »in  g>4~4,  cos  gp; 

oder 

tu,  — «1  = «,  cos  gp  — 4 , sin  tp,  «,  — i>  = a,  sin  gp  4-  4,  cos  gp; 

ct, — ct  — g , cos  gp  — 4,  sifi  gp,  », — *=s,  sin  gp  + 4,  cos  gp; 

und  folglich,  wie  man  leicht  findet, 

«,  — (»,  — fi)  sin  gp  4-  (ct,  — ct)  cos  gp, 

4,  = (»,  — »)  cos  gp  — (»i,  — ct)  sin  gp; 
ff,  = («,  — »)  sin  gp  4-  (ct,  — ct)  cos  gp, 

4,  t=  (ff,  — n)  cos  gp  — (ct,  — «)  sin  gp. 

Mittelst  dieser  Formeln  kann  man  die  Coordinaten  «,,  4,  und 
r/,,  4,  leicht  berechnen,  weil,  was  man  immer  festzuhalten  hat,  der 
W inkel  gp  jederzeit  als  bekannt  angesehen  werden  kann,  da  nuch 
der  Voraussetzung  der  ISO"  nicht  übersteigende  Winkel  SOO,  ge- 
messen worden  ist.  Bezeichnet  man  die  vom  den  Linien  00,  und 

00 , mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  a?  eingeschlossenen, 

von  der  Seite  der  positiven  x*  nach  der  Seite  der  positiven  y*  hin 
von  0 bis  300°  gezählten  Wiokel  durch  0,  und  0, ; sy  ist  offenbar 

(m,  — ct  = 00,  . cos  0,,  »,  — « = 00,  .sin  0 , ; 

(ct,  — ct=  ÖÖ,  . cos  0,,  «,  — n = 00,  . sin  0,  ; 

und  folglich 


8.  lang  0,  tang  0,  = - ? 

Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  0,  und  0,  gefunden;  so  hat  man 
nach  0.  zur  Berechnung  der  Coordinaten  ff,,  4,  und  a„  4,  die 
folgenden  Formeln; 

1„  - cos  (ei  — y)  r v sinJOjj-jp). 

«, — (ct,— -ct)  cos  > 4, — (ot,  ct)  cos  I 

, , cos  (6,  — p)  . , »in  (»,  — gr) 

«,  = («,  - ct)  cos  . 4,  = (ct,  - ct)  ■— fe— - 

Ferner  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten 
j | *»4-?  cos  gp  — ij  sin  gp,  * 

I y — « 4-  £ sin  tp  -f-  g cos  gp; 
oder,  weil  offeubar  >j  = 0 ist, 

11  j^r  = *"  + S cos  gp, 

I y=  » 4-5  sin  gp; 

und  auf  ähnliche  Art  hat  man  « 


x,  =ot4-?,  cos  gp  — r),  sin  gp, 

y,  = » 4-  £,  sin  gp4-  V,  cos  gp. 


Endlich  haben  wir,  wenn  jetzt  gp,,  gp,;  y,  jf, ; «,  «,  in 

Bezug  auf  das  System  der  $17  eine  ganz  ähnliche  Bedeutung  wie 
vorher  dieselben  Symbole  in  Bezug  auf  das  System  der  xy,  aber 


Digitized  by  Google 


426 


natürlich  nicht  ganz  gleiche  Bedeutung  wie  dort  buhen,  nach  I. 
und  5.  die  folgenden  Gleichungen : 

[?  = P,  »1  = 0; 

13.  t|  = «, -f- ß,  cos  y,,  5 = sin  y,; 

f?  = »,-»-?>  cos  y,,  ijt=A,  sin  y,; 

und 

II,  =r  cos  a,  i ),  =r  sin  a; 

|,  =a,  -f-r,  cos  («,  -1-y,),  1,  =A,  -t-r,  sin  («,  -1-y,); 
?!=«>+*•,  cos  (a,-+-y,),  iJ,=A,-f-r,  sin  (a,-t-y,). 

Dies  sind  wieder  zwölf  Gleichungen  zwischen  den  zwölf  unbekann- 
ten Grössen  |,  rj,  |,,  >7 , , (>,  g,,  g,,  r,  r,,  r„  y,,  y,,  und  reichen 
also  zu  deren  Bestimmung  hin,  wie  wir  jetzt  mit  Mehrerem  zeigen 
wollen. 

Durch  Blimination  von  |,  rj,  |M  rj,  erhält  man 

e = «,  #-e,  cos  y,  = «.,  -1-ß,  cos  y„ 

0 = A,  p,  sin  y,=A,  -f-ß,  sin  y, 

und 

r cos  a = a,  -+- r,  cos  (a,  -f-  y ,)  = a,  -f- r,  cos  («,  -1-y,), 

r sin  a = A,  -1 -r,  sin  (a,  -+• y,)  = A,  -f-  r,  sin  («,  -1-y,). 

Also  ist 


a,  — ß = — ß,  cos  y,,  ß = — ß,  cos  y,; 

A,  = — ß,  sin  y,,  A,  — — g , sin  y, 

und 

a, — r cos  0 = — r,  cosft^-l-y,),  «, — r cos  a==  — r,  cos  («,-1-y,); 
A, — r sino= — r,  sin  (a,-+-y,),  A, — r sin  a=  — r,  sin  (a,-f-y,). 

Dividirt  man  nun,  um  die  Grössen  ß,,  ß,,  r,,  r,  zu  eliminircn, 
diese  Gleichungen  durch  einander;  so  erhält  man 

15.  cot  y , = , cot  y,  = 

und 


16. 


cot  («,  -f-y,)  = 


— r cos  « 
A,  — • r sin  cc * 


cot  («,  H-y,)  = 


a2  — r cns  n 
A,  — r sin  « 


und  diese  vier  Gleichungen  enthalten  nun  bloss  noch  die  vier  un- 
bekannten Grössen  g,  r,  y,,  y,. 

Weil  bekanntlich 


. cot«,  coty, — 1 

* col  u,-t-cot  y,’ 
ist,  so  ist  nach  16. 


cot  (a,  -1-  y 


cot  (a,  -t-y,)  = 


cot  a9  cot  (p , — 1 
cot  et s -f-  cot  y. 


fl,  — r cos  a cot  «,  cot  tfi  — I 

bx  — *r  sin  a ““  cot  a,  -f-  cot  * 

fli  — r cos  re cot  n2  cot  ya  — 1 

— r sin  a cot  a2  cot  y,  ’ 
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woraus  sieb 


17. 


oder 


. ot  (a,  — r cos  a)  cos  n,  -f -(4,  — r sin  re)  sin  re, 

• ®>l  (g,  — r cos  « ) sin  re,  — (4,  — r sin  re)  cos 

. (g,  — r cos  re)  cos  re,  -f - (4,  — r sin  a)  sin  re, 

[CO  y,  («i  — r cos  re)  sin  re,  — (4,  — r sin  o)  cos  o, 

(g.  cos  re,  -f-4,  sin  re,  — r cos  (re  — re,) 

cot  (f.  = — : ' H ! : 7 

g,  sin  re, — 4,  cos  re,  -f- r sin  (a  — «,)’ 


18.  . 

I . «,  cos  re,  -i-  4,  sin  n,  — r cos  (n  — * re.) 

f cot  B>-  = 2 — : , 2 : j 

I T g,  sin  re,  — 4,  cos  re,  -|-rsin  (et  — n,) 

ergiebt. 

Also  ist  nach  dem  Obigen 


19. 


IgjL-g. 


g,  cos  g,  -4-  4,  sin  re,  — r cos  (g  — «,) 
g,  sin  re, — 4,  cos  «,-f-r  sin  (re  — «,)’ 
g,  cos  re,  -t-  4,  sin  re,  — r cos  (re  — g,) 


g,  sin  re,  — 4,  cos  o,-f-r  sin  («  — 0,)’ 

und  diese  Gleichungen  enthalten  bloss  noch  die  zwei  unbekannten 
Grössen  p und  r.  Bestimmt  man  nun  q,  so  erhält  man 

-4,  sin  re, — r cos  (re  — re,) 
ie  — "1  T“!  „ _ 

20. 


oder 


21. 


1 1 g,  sin  e,  — 4,  cos  o,  -f -r  sin  (re  — re,)’ 

g,  cos  re, -t-4,  sin  re,  — r cos  (a  — at) 

Q > ’ g,  sin  o, — 4,  cos  «,-f-r  sin  (n  — «,) 

(g,*  + 4,*)  sin  «,  -f-  ja,  sin  (re  — «,)  — 4,  cos  (re  — re,)|r 

• g,  sin  re, — 4,  cos  re,  -f-  r sin  (re  — re,)  ’ 

(g,*-f-4,J)  sin  re,-f-jg,  sin  (re  — re,1)  — 4,  cos  (re  — «,,)|r 


<?  = 


g,  sin  a, — 4,  cos  re,  -f-r  sin  (re  — re,) 


und  hieraus  ergiebt  sich  die  folgende  Gleichung  zur  Bestimmung 
von  r: 


22. 


g,  sin  re, — 4,  cos  c,  -f-r  sin  (re  — o , ) 


.K 


g,  sin  re,  — 4,  cos  «,-f-r  sin  (re  — o,) 

4,*)  sin  re,  -f-  jg,  sin  (re  — «,)  — 4,  cos  (re  — g,)|r 


(«j^-f^,»)  sin  re,  -f-  jg,  sin  (re  — «,)  — 4,  cos  (o  — a,)|r‘ 
Setzt  man  der  Kürze  wegen 

K,  — sin  (a  — a,),  v 

Kt  = sin  (a  — a,), 

-£,  =("i,  + *iI)  *in  a,, 

•£j=  (“»’  + *»*)  sin  a„ 

3f,—a,  sin  a, — 4,  cos  u,, 

Af,  =0,  sin  a, — 4,  cos  a,, 

A^rzro,  sin  (a  — of,)  — 4,  cos  (a  — a,), 
A,=b,  sin  (a  — a,) — 4,  cob  (u  — o,); 
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so  erhält  die  vorhergehende  Gleichung  die  folgende  Form: 

oo  J/,  +*> -+-Ar,r 

' -+-  Aar  — La  -+-  A'.r’ 


oder  nach  gehöriger  Entwickelung 


24.  0=  LXM7-MXL7 

- KA'.Z,,  - i,A',)  + {Mx\\-Xx  M,)\r 

-{h'xA\-NxK>)r'. 


Um  die  Grössen  Kx,  Ä",,  L,x,  £a,  Mx,  M„  Xx,  A',  mit 
Leichtigkeit  berechnen  zu  können,  suche  man  die  beiden  Hülfswiu- 
kel  w,  und  tua  mittelst  der  Formeln 

25.  tang  w,  = ^,  tang  u7=~. 

Dann  ist  nach  dein  Obigen,  wie  man  leicht  lindet, 

Kx  = sin  (a  — «,), 

A'a  = sin  (a  — 0,), 

r a, * sin  a, 

1 cos  10, 2 ’ 


g,a  sin  o, 


n , 

sin  («,  — cu,) 

cos  CU  i ’ 

a i 

sin  («a  — (Oj) 

■ 

cos  CU,  5 

sin  («  — «,  — <o,) 

cos  cu4 

«» 

sin  (a  — a2  — a»,) 

‘ “ 

cos  Cu* 

Weitere  Erläuterungen  über  den  Gang,  welchen  man  bei  der 
Auflösung  zu  nehmen  hat,  fügen  wir  der  Kürze  wegen  nicht  bei, 
da  dies  schon  aus  dem  Vorhergehenden  deutlich  genug  von  selbst 
erhellen  wird. 


§•  2. 

Bemerken  wollen  wir  aber  noch,  dass,  wenn  vier  Punkte 
O,  Ol}  0a,  0,  durch  ihre  Coordinaten  «n,  »;  «„  nx ; mt,  *»a; 
*»,,  «,  gegeben,  und  in  diesen  Punkten  die  180"  nicht  überstei- 
genden Winkel  SOS,,  SOxSx,  SOtSx,  SO,Sx  gemessen  worden 
sind,  auch  diese  Data  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  .v,  y und 
.r,,  .’/•  der  Punkte  S und  Sxx  d.  i.  der  Lage  dieser  Punkte  hia- 
reicben. 

Nach  1.  und  5.  hat  man  nämlich  sechzehn  Gleichungen  von 
der  Form  * 

X = m-\-  Q cos  <p,  y=zn  + Q sin  y ; 
at  = mx  cos  <f„  y—nx  -t-e.  sin  y,; 
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ar  = «2-t-e,  cos  y„  y=»,  sio  y, ; 

X'  = /«,  -4-  p,  cos  y„  y=», -f-p,  sin  y,; 

X,  ==/«-}-  r cos  (a  + y),  y,  = » + r sin  (a -+-  y); 

x,  =»,  -+-r,  cos  (o,  -4-y,),  y,  =«,  -4-r,  sin  («,  -+-y,); 

■2-1  =«»+»-,  cos  (a,  -f-y,),  y,  =«1  + r,  sin  (a,  -+-y,); 

•Z'i  = *»>  -+-  r,  cos  («,  4-y,),  y,  =»,+r,  sin  («,  -f-y,); 

und  diese  sechzehn  Gleichungen  reichen  zur  Bestimmung  der  sech- 
zehn in  ihnen  enthaltenen  unbekannten  Grössen  x,  y\  X, , y, ; 
Q,  fi>  £•>  C.»  r,  r,,  r2,  r, ; y,  $>,,  y„  y,  hin.  Die  Auflösung 
dieser  Gleichungen  ist  aber  Schwierigkeiten  unterworfen,  und  wir 
wollen  dieselben  hier  daher  nur  so  weit  entwickeln,  dass  sie  bloss 
noch  die  vier  unbekannten  Grössen  x,  y;  x, , y,  enthalten,  welches 
ohne  Schwierigkeit  geschehen  kann.  Durch  Elimination  von  p,  p,, 
p3,  p,  und  r,  r,,  r,,  r,  erhält  mun  nämlich 

* taDK  5P  = ta“S  (“ ' + 9*)  = 5 

taug  taa&  (“.  + y.)  = ff£r^;s 

tang  y,  = ^£^,  taug  («,  -f-  y.)  = 

taug  y,=|5-^,  tang  («,  + y.)  = 

Setzt  man  nun 

tang  n -+-  lang  y y,  — n 

1 — tang  u tang  y x, — »/»’ 


tang  «,  tang  y,  y,  — 

1 — taug  o,  tang  y, 

tang  a2  -f-  tang  y,  y , — n, 

1 — tang  er,  lang  y,  X, — m2 ’ 

tang  «,  + tang  y,  yi  — n, 

1 — tang  «,  taug  y,  x, — I»,' 

und  bestimmt  tang  y,  tang  y,,  tang  y,,  tang  y,  aus  diesen  Glei- 
chungen, so  erhält  man 

(x,  — m)  sin  « — (y,  — «)  cos  o 
anK  S1  f x i — m)  cos  a-4-(y, — n)  sin  a’ 

(x | — tti [ ) sin  or,  — (t/i—  »,)  cos  a, 

anff  SPi  (x,  — «n, ) cos  «,  -f-(y,  — »,)  sin 

(x,  —m,)  sin  a2  — (y,  — n,)  cos  a, 

ang  SPa  (x,  — m2)  cos  «,  (y , — tt,)  sin  o,’ 

tang  <r i ~ ”«■)  »in  — (y  ■ — cos  o, 

° “*  (x,  — »«,)  cos  a,  + (y,  — «,)  sin 

Also  bat  man  jetzt  die  vier  folgenden  Gleichungen: 


y — n (x , — fn)  sin  n — (y , — n)  cos  o 

x — m (x,  — m)  cos  o-t-ly,  — n)  sin  «’ 
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X — m*  (X, — Blj)  cos  er, +(y, — »»)  sin 

y — (X,  —Pi,)  Sill  «,  — (y,  -n,)  cos  g,  _ 

x — ®»,  (x,  — m,)  cos  er, -t-(y,— a,)  sin  et,  ’ 

ans  denen  die  vier  unbekannten  Grössen  x,  y;  je,,  y,  bestimmt 
werden  müssen.  Diese  Gleichungen  bringt  man  aber  leicht  auf 
die  Form 

tanir  a = ~ m)  fy ' ~ ~ *y  ~ ”>  (x ' ~ 

8 (x  — m)  (x,—  wi)-H(y  — n)  (y,  — n)7 

tanir  a — *”')  fy*~  ".)  (x,—  >«.) 

8 ' (x—  m,)  (x,  — »,)+(;- »,)  (y,— »,)’ 

tanir  a — (•*-”»»)  (y.  — ”»)  - (y  — «»)  Ix, -m.) 

8 * (x  — /«,)  (a:,  — »n,)-f-(y  — Wj)  (y,  — »,)’ 

tanir  a =^x~m^  (y'  -”.)~(y  — ”»)  fx,  — ct.)  • 

8 * (x  ma)  (x,  — *»,) — (y-t-«,)  (y,  — n,)’ 

oder 

tanir  a = — "(x-x,)-m(y-y,)-(;ry, -yj,) 

B — "(x  + x,)- «(y-l-yj-t-xx,  -+-yy,’ 

tanir  « = w,(x  — x,)  — CT,fy  — y,)  — (*y,  — ya:,) 

<".’  + «i’-i»i(j'  + x,)-»1(y+y1)  + n1  -f-yy,’ 

tanir  a = w,(x  — x,)  — w»,(y  — y,)  — (jy,  — yx,) 

8 * — m,(x-t-x,)  — ».(y-t-yj+xx.-t-yy,’ 

tanir  a _ ».(x -x,)  — «a,(y-y,)  - (jy,  — yj,) 

* ’ *•«’ -*-*•*  — »».(x-t-x,)  — ».(y-t-yj  + xx.-t-yy,  ’ 

oder 

0 = («X  — «wy)  cos  a -+-  (m7  -+-  n7  — »».*■  — «y)  sin  u 

— t(m  — x)  sin  a-|-(n — y)  cos  b|x, 
i(»»  — x)  cos  a—(a  — y)  sin  a|y,, 

0 — (n,x  — vt,y)  cos  a,  -+-  (*»,  * -f-  »,  ’ — m,x—  »,y)  sin  o, 

— ](»»,  — x)  sin  a,  vJ-(«,  — y)  cos  o,  jxr, 
■+■ !(»»,  — x)  cos  a,  — (»,  — y)  sin  a,  j y„ 

<)  = (»,.*■  — *»,y)  cos  a,  +«,*  — «ax  — «2y)  sin  ß, 

— I (OT>  — x)  sin  a, -}-(/»,—  y)  coso,|.r, 
+ — x)  cosa,  — (»,—  y)  sin  o,  |y,, 

® = (»!■*  — m,y)  cos  a,  -4-  (*»,*  -F-  — m,x  — «*,y)  sin  a, 

— 10».  — x)  sin  a,  -+-  (»,  — y)  cos  a,  |jc, 
+ !(*»»  — x)  cos  ß, — (», — y)  sin  ß,  |y,. 

Die  fernere  Auflösung  dieser  vier  Gleichungen  scheint  aber  in 
grosse  Weitläufigkeiten  zu  führen. 
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LIV. 

Einige  Eigenschaften  der  Binomialcoefficienten. 

Von 

Herrn  O.  Sehlömilch 

) zu  Weimar. 

4 

t 


Wir  wollen  zuerst  die  Entstehungsweise  der  Binomialcoeflicien- 
ton  durch  ein  sehr  einfaches  Verfahren  zeigen,  welches  wir  durch- 
gängig in  diesem  Aufsatze  heibehalten  werden. 

Eis  seien  u und  x beliebige  Grössen,  so  ist  bekanntlich 

u-(u  —4—  1)  ==  s#!+1  u-, 

Setzen  wir  x-4-1  für  s und  nddiren  zu  der  so  entstehenden  Glei- 
chung die  obige  unverändert,  so  ist 

-4-  1)  -J-  *»=(«  -4-  1)  = -+-  «r,+I  -4-  (»!+l  -+-  «*), 

d.  i.  «5(«»-4- l)1  =»“+J-4-2»l+1-4-*«1. 

Wiederholen  wir  das  angegebene  Verfahren,  so  kommt 
**+»(«  -4-  1)*  -+-  u-(u  -4-  1)*  = t>=-n  -4-  2**+2  -4-  «*+» 

-4-a*+2  + 2*=+t-4-»> 

oder 

ux(u  -4-  1)*  = -4-  -4-  3u*+t -4- «». 

Man  übersieht  gleich,  dass  bei  n maliger  Anwendung  dieses 
Verfahrens  eine  Gleichung  von  der  E’orm 

«-(«/  -4-1)"  = ux+n  -4-  lux+m— 1 -4-  . . . 

-4-  "Ar- -4-  "Jrl -4-  . . . fl) 
und  ebenso  bei  —4—  1)  maliger  eine  ähnliche 
«*(«  -4-  l)*^"1  = -4-  "+1./,  «•+*  -4-  . . . 

...  -4-  -4-  . . . (2) 

zum  Vorschein  kommen  würde.  Nun  entsteht  aber  (2)  aus  (1),  in- 
dem man  in  (1)  x-4-1  für  x schreibt  und  die  Gleichung  noch  ad- 
dirt,  ganz  so,  wie  dies  gleich  anfangs  geschah.  Also 

u-(u  -+- 1)"+1  = «*+»+>  -4-  "J,  s»*-t-"  -4-  . . . -4-  . . . . 

-I-  «*-+-»  -4-  ....  -f-  -4-  . . . . 

Vergleicht  man  diess  mit  (2),  so  findet  sich  aus  den  allgemei- 
nen Gliedern  die  Relation 

“-/r-1  -4-  *4r  = «+Ur.  ...  (3) 


Digitized  by  Google 


432 


Diese  Coefficienten  nennt  man  Binomialcoefficienten  für 
positive  ganze  Exponenten,  und  bezeicbnet  "Au  "At  . . kurz  mit 
wobei  n„  — n„  = \ ist. 

Aus  (1)  folgt  noch,  wenn  man  mit  « 5 bebt,  und«  = — setzt, 

(I  -+-  x)n 1 . „ 1 

xn  ,rn  1 xn — 1 * " * 

oder 

(1  -J-  &)n  = »0  -f-  . . -4-  n„.r*. 

Ganz  das  nämliche  Verfahren  werden  wir  zur  Entdeckung  von 
Eigenschaften  der  Binomialcoeflicicnten  selbst  gebrauchen,  und  dazu 
bloss  die  Fundamentalformel 

(m  -f-  1 )r  = »tr—i  -4  mr ....  (4) 

anwetidcn. 

In  so  fern  nun  jeder  Binomialcoefficient  mr  von  2 Elementen 
zugleich  abhängt,  können  wir  auch  nach  den  Veränderungen  fragen, 
die  derselbe  erleiden  wird,  wenn  sieb  eins  dieser  Elemente  ändert. 
a)  Für  ein  constantes  m ändere  sich  r. 

Schreiben  wir  in  (4)  r-4-  1 für  r,  so  haben  wir 

(**•+•  1 )/~H  =»r+  ”>r+l 

ebenso 


(j»+  l)r+2=  »H-l  + »rfli 

wenn  wir  also  addiren  und  auf  die  linke  Seite  wieder  die  Hclation 
(4)  anwenden: 

(m  2)r4_-i  = tTl r -f-  2/Wr+l  -4-  Mr+i 

ebenso 

(«  -f-  2)r+3  = SBr+I  + 2»»r+2  •+■  *Wr+J 

also  durch  Addition  und  wegen  (4) 

(*»  -4-  d)r+3  =:  mrA-  3»»r+l  *4-  3B»r+2-4-«Ir+J. 
Verallgemeinert  giebt  diess  den  Satz 

(ot  -4-  »)r+n  = n„mr  -4-  »,*nr+i  + • . ■ (5) 

Daraus  folgt  u.  A.  für  r = 0,  n — m, 

(2«»)„  = «r0*-4-  «*,’  -4-  »,*  + .. . (7) 
d.  b.  Die  Quadratsumine  der  Binomialcoefficienten  ist 
dem  mittelsten  Binomialcoefficienten  für  den  doppel- 
ten Exponenten  gleich. 

i)  Für  ein  constantes  r ändere  sich  m. 

4Vir  brauchen  jetzt  die  Relation  (4)  unter  der  Form 

«r_l  = («4-l)r «r,  . • • (7) 

und  schreiben  darin  m- 4-1  für  m,  so  wird 

(m  -4-  1 )r — l = (m  -f-  2 ),  — (»»  -4-  l)r- 
Ziehen  wir  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten  ab,  so  ist 
(**  -4-  1 )r — 1 — t»r— 1 = (*»  -4-  2 )r  — 2(»>  "4”  l)r  -4~  *°r 
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oder,  wenn  wir  die  linke  Seite  nach  (7)  zusammenziehen, 
fnr—2  — (m  -f-  2)r  — 2 (m  -|-  l)r  -f-  mr. 

Schreiben  wir  wieder  nt  — f-  1 ftir  m und  ziehen  davon  die  For- 
piel  für  mr— 2 ungeäodert  ab.  so  kommt 

{tu  -t- 1 )r-i  — mr — 2 = I m -+-  3),  — 2(«o  -f-  2),  -+-  {m  + 1 )r 
|(*w  -f-  2)r  — 2 (/«  -f-  I),.  -|-  mr  j 

d.  i. 

mr— i = («*  -4-  3 )r  — 3 (m  2)r-f-  3(m  -j-  l)r — m,. 

Bei  « maliger  Anwendung  haben  wir 

ntr-H  = H„(m  -+-  n)r  — n,(m-+-H  — 1),  -f-  n,{m  n — 2)r— ...  (8). 

Diese  Reihe  ist  sehr  vieler  Folgerungen  fällig. 

Z.  II.  für  r = n ist 

1 = *„(«*-+-»)»  — «,(»»  + «—  1)„H-  »,(/«  + » — 2).  — . . . (9) 
Für  n = m ergiebt  sich,  weil  * n sein  muss, 

0 = "'„(2«)r  — m , (2«  — 1 )r  + m,('2m  — 2),  — . . . (10). 

Für  r = 0 erhält  man 

0 = — . (II) 

wus  nurh  sonst  bekannt  ist. 

Nimmt  inan  endlich  r — m,  so  wird,  weil  = m„  ist, 

m„  = »„(»/  + »)„  — /»,(»  -f-  » — 1 )».  -+-  »,(»» + » — 2)m  — . . (12) 

eine  Reihe,  welche  einen  Rinoinialcoefficicntcn  durch  die  höheren 
Exponenten  ausdrückt  ”). 

Dus  bisher  gebrauchte  Verfahren  lässt  sich  auch  auf  goniome* 
frische  Funktioneu  sehr  vortheilhaft  unweuden.  Z.  B.  ist  be- 
kanntlich 

2 cos  x . cos  *w.r  = cos  (m  \ )x  cos  ( m — l)x. 

Man  multiplicire  beiderseits  mit  2 cos  x und  zerlege  rechts 
jedes  doppelte  Cosinusprodukt  wieder  in  ciue  Summe,  so  wird 

(2  cos  x )’  cos  mx  = cos  (m  + 2)x  -+-  cos  mx 

-+-  cos  mx  -+-  cos  (m  — 2).r 
= cos  («  + 2)a?  + 2cn8  mx-\-  cos  (m  — 2)x 
Man  multiplicire  “wieder  mit  2 cos  ,-r,  und  zerlege  weiter,  so  ist 
(2cosa) ' cs///ar=cs(«i-l-3)ar-|-cs(/w-t- 1 )x 

-t-2cs(/«-f-l  ).*:-f-2cs(  m — l)x 

•+-cs(/« — 1 )a.--|-cs(»» — 'i)x 
:=cos(m-f-3).r-t-3cos(MM-l)d?-f-3cos(m — l)jc-f-cos(»s— 3)^c. 
Also  hat  man  allgemein 

(2cos  x)»  cos  »i.z-=«„cos  cos  (m-t-n—2)x-+- . . . (13) 


“)  Soviel  ich  weiss,  scheint  diese  Reihe  noch  nicht  bekannt  zu  sein. 
Tbell  I.  OQ 
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wobei  von  m + n successive  die.  geraden  Zahlen  abgezogen  werden. 

Behandelt  man  ebenso  den  Ausdruck  2 cos  .z-  . sin  mx,  so  er- 
hält man  analog: 

(2cos  x)"  sin  mx=na  sin  , sin  (/»+-» — 2)„zH-  . . . (14). 

Nehmen  wir  in  beiden  Ausdriirken  m negativ  und  der  Grosse 
nach  —n,  so  entstehen  die  Gleichungen 

(2  cos  x)m  cos  mx  = m0  -+-  mv  cos  ix  -+-  m,  cos  4.Z--I-... 

(2  cos  x)m  sin  mx  = m , sin  ix  -+-  m , sin  4.z--|-  . . . 
oder  für  x = (0, 

(2  cos  *©)■"  cos  ^-0  = ma  -+-  m,  cos  0 -+-  m,  cos  20  -+-  . . . (15) 


(2  cos  \0)m  sin  — & = m,  sin  0 -+-  sin  20 -+-...  (16). 

Daraus  folgt  auch 


(2cos  16)"  cos— 8—1 


- = 008  0-1-^7,—  cos20 


3) 

2 . 3 


cos  30-+-.. 


(2cos  iS)«"  sin— 8 

2 . ^ . m— 1 . . (»i—l)  (m— 2)  . . 

— — = sin0H r — sin  20+ — , sin  30-+-.. 

in  z « . •> 


Lassen  wir  nun  m aknehmen , so  nähert  sich  im  ersten  Falle 

cos  7^0  der  Einheit  und  — — bekanntlich  dem  Ausdruck 

Z in 

Log  (2  cos  i©);  im  zweiten  Falle  uähert  sich  sin  ”©  dem  Bogen 
sin  —8 

— 0,  also  — — — dem  Ausdrucke  ^®>  und  6er  andere  Faktor 
(2  cos  J0)”  der  Einheit. 

Gehen  wir  also  zur  Aboahmsgrenzc  0 über,  so  wird 


Log  (2  cos  4©)  = cos  0 — ) cos  20+|coi  30 — ...  in  inf.  (17) 
*0  = sin  0 — J sin  20  + } sin  30  — ...  in  inf.  (18) 

Diese  Entwickelung  der  bekannten  Reihen  hat  vor  den  bisheri- 
gen den  Vorzug  der  Einfachheit  und  der  Vermeidung  des  Imaginä- 
ren, welches  hei  elementaren  Vorträgen  immer  .Schwierigkeiten  dar- 
bietet und  nur  eine  Art  Hiilfsronstruktion  ausmacht,  du  es  bei  den 
Endresultaten  wieder  verschwindet. 

Anmerkung.  Die  zuletzt  in  diesem  Aufsatze  gebrauchten 
Schlüsse  scheinen  mir  nicht  von  allem  Zweifel  frei  zu  sein.  G. 
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LV. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Herr  Professor  und  Director  Strehlke  zu  Danzig  hat  im  Pro- 
gramm der  dortigen  Petrischule  von  INiU  zum  ersten  Male  die  den 
V crfussern  von  Programmen  nn  andern  Lehranstalten  zur  Nach- 
ahmung dringend  zu  empfehlende  Einrichtung  getroffen,  dass  er 
unter  der  Uehersrhrift  Pädagogische  Mittheilungen  jedem 
Programme  eine  Anzahl  vou  Aufgaben,  Lehrsätzen,  Fragen  oder 
wissenschaftlichen  Ucmerkungen  beifügen  wird,  die  im  Unterrichte 
wirklich  vorgekommen  sind,  und  sich  in  irgend  einer  Weise  als 
anregend  untl  fruchtbar  bei  der  Bildung  der  Jugend  gezeigt  haben. 
Da  solche  kleine  meistens  nicht  in  den  Burhhandel  kommende 
Schriften  wie  Programme,  Dissertationen  u.  dergl.  leider  nur  zu 
häutig  der  Vergessenheit  anheim  füllen,  so  werde  ich  pädagogische 
Mittheilungen  von  der  vorher  bezeichneten  Art,  in  so  fern  dieselben 
den  Zwecken  des  Archivs  entsprechen  und  zu  deren  Förderung 
beitragen,  in  demselben  mit  der  Erlaubnis*  der  Verfasser  wieder 
abdrucken  lassen.  Die  von  Herrn  Professor  Strehlke  in  dem  Pro- 
gramm von  1840  uiitgethciltcn  Aufgaben  sind  fulgeude: 

1.  Fläche  des  ebenen  Vierecks. 

Das  Quadrat  der  Fläche  eines  ebenen  Vierecks  ist  gleich  dem 
Quadrate  der  Fläche  eines  Kreisvierecks  mit  denselben  Seiten,  ver- 
mindert um  das  Produkt  aller  4 Seiten  iu  das  Quadrat  des  Cosinus 
der  halben  Summe  zweier  Gegenwinkel  des  Vierecks. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  leicht  geführt  durch  Zerfällung 
des  Vierecks  in  '2  Dreiecke,  auf  welche  iuan  den  Hauptsatz  der 
ebenen  Trigonometrie  zwei  Mal  nnwendet,  und  indem  man  zu  bei- 
dcu  Seiten  der  hieraus  erhaltenen  Gleichung  die  doppelten  Produkte 
der  beiden  an  die  zerfallende  Diagonale  anstossenuen  Seiten  bin- 
zuaddirt  *). 

Indem  man  auf  ähnliche  Weise  dos  sphärische  Viereck  behan- 
delt, so  erhält  man  den  Satz: 

Das  Quadrat  der  dreifachen  Summe  der  kubischen  Inhalte  der 
beiden  Tetraeder,  welche  die  Sehne  der  sphärischen  Diagonale  mit 
den  Sehnen  zweier  Seiten  und  drei  Radien  bildet,  ist 

= sin  (y  — a)  . sin  (y  — b)  . sin  (y  — c)  . sin  (4  — d) 

• . / . j -f 

— sin  a . sin  & .siq  c . sin  d . cos  ( — j — ) . cos  ( — g — ), 


*)  Die  Anwendung  des  eben  initgetlieiiten  Satzes  fuhrt  auch  zu  einem 
leichten  Beweise  der  sogenannten  Umkehrung  des  Ptolemäiscben  Lehr* 

satzes. 

28* 
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wenn  «,  b,  c.  d die  auf  einander  folgenden  Seiten  des  Vierecks,  * 
die  Summe  aller  Seiten,  H den  von  a und  A,  D den  von  c und  d 
eingeschlosscnen  Winkel  bedeutet. 

Gewiss  giebt  es  for  das  sphärische  Viereck  einen  Ausdruck 
von  (lang  \F)2,  der  deu  1, c x e 1 1 sehen  Ausdruck  der  Fläche  des 
sphärischen  Kreisvierecks  als  einen  besonder»  Fall  enthält.  Bis 
jetzt  habe  ich  diesen  S^tZ’  nicht  gefunden. 

2.  Quadratur  des  hyperbolischen  Sektors. 

Für  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxon  a und  b ist  bekanntlich  der 
Sektor  zwischen  der  grossen  Halhnxc,  dem  aus  dem  Mittelpunkte 
nach  einem  Funkte  (.*•,  y)  gezogenen  Radius  Vektor  und  dein 
elliptischen  Bogen 

= lab  . arc  (sin  = ~). 

Da  nun  1/ — 1 . & = log  . (cos  ö--|-  \/ — 1 .sin  &),  so  ist  für 
eine  Ellipse  mit  den  llalhaxen  a und  Al/ — I oder  eine  Hyperhel 
mit  deu  Haihaxen  a und  b der  entsprechende  hyperbolische  Sektur 

= lab.  log.(^--t-  f). 

3.  Cnbatur  der  dreiseitigen  Pyramide. 

Wenn  man  in  einem  Tetraeder  eine  beliebige  Kante  in  n 
gleiche  Theilc  theilt,  und  durch  die  Tlieilungspunkte  parallele  Ebe- 
nen zu  einer  an  die  cetheiltc  Kante  anstossenden  Dreiecksfläche 
des  Tetraeders  legt,  und  aus  den  Durchsrlinitlspunkten  der  Ebenen 
und  Kanten  Gerade  parallel  zu  der  gclheilten  Kante  zieht,  so  ist 
der  Gesammt-Cubikinhalt  aller  dreiseitigen  äussern  Prismen  (durch 

Hülfe  der  Summation  der  Uuadratzahlcn)  =F.  h . (y  ^ -+• 

wenn  F die  Dreiccksflache  und  h die  Höhe  des  Tetraeders  auf 
diese  Fläche  bedeutet.  Die  Betrachtung  der  Gränze  dieses  Aus- 
drucks führt  zum  cuhischen  Inhalte  der  dreiseitigen  Pyramide. 

(Die  Fortsetzung  folgt  im  nächsten  Hefte.) 


LVI. 

Misecllcn* 


ln  dem  22sten  Bande  des  Crclle’sche  n Journals  hat 
Gauss  einen  neuen  sehr  sinnreichen  Beweis  für  das  aus  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  bekannte,  für  die  Geodäsie  so  wichtige  Ec- 
gcndre’sche  Theorem  gegeben,  den  wir  im  Folgenden  mit 
einigen  uns  hier  uötliig  scheinenden  Erläuterungen  mittheilen 
wollen. 
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Bezeichnen  wir  den  sogenannten  sphärischen  Excess  eines 
sphärischen  Dreiecks,  dessen  drei  Seiten  <r,  b,  c sind,  durch  3 tu, 
und  die  den  Seiten  «,  b,  c gegenüberstehenden  Winkel  dieses 
Dreiecks  respectivc  durch  A tu,  B~ 4- tu,  C-4- tu,  so  ist  offenbar, 
wenn  jt  seine  gewöhnliche  Bedeutung  hat,  A -f-  B -f-  C=nt  weil 
bekanntlich 

3n»  = (z#  -4-  tu)  -4-  (Z?  tu)  -4-  ( C’-\-  tu)  — 71 

ist.  Bezeichnen  wir  nun  die  halbe  Summe  der  drei  Winkel  .Y-f-tu, 
B — 4-  tu,  6’-|-tu  durch  Ä,  so  ist,  wie  man  (eicht  findet, 

Ä=>jr  + »tu, 

8 — (A-t-w)  = \it — (A  — £u>), 

S—(B  4-tu)  = ^w  — (B—{tu), 

Ä — ( r,'4- tu)  = )7T  — (C— itu) ; 

und  folglich 

cos  S = -r-  sin  }tu, 
cos  |Ä  — (.4-4- tu) j = sin  (A  — Jtu), 

< cos  j S — (/V-4-  tu) | — sin  ( B — ^tu), 

cos  |Ä' — ( C-4-  tu)|  = sin  (C — Jtu). 

Also  ist  nach  zwei  sehr  bekannten  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie 

. sin  (tu  sin  (.4 — 4W) 

sin  ,#  ,j„  sin  (£,'-4-0»)’ 

Pll,  ,,  sin  iß -jo,)  sin  (C-jot) 
sin  (ß  - 4-iu)  sin  (C-4-iu)  ’ 


und  folglich,  wie  man  hieraus  leicht  findet, 

sin  ‘ja sin  *}tu  sin  *(.4  — jtu) 

cus  sin  .sin  4o»)  sin  3(C-4-<u)  sin  (C — Jiu)‘ 

Ganz  eben  so  ist  aber 


sin  *4* sin  ’f o»  sin  x(ß  4^*) 

cos  J4 b sin  *(,4-4-0»)  sin  (4 — fu»)  sin  *(t'-4-o»)  sin  (V — 4“)' 
Dividirt  man  jetzt  mit  dem  zweiten  der  beiden  vorhergehenden  Aus- 
drücke in  den  ersten , und  zieht  aus  den  erhaltenen  gleichen  ((uo- 
tienten  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  die  Quadratwur- 
zel aus;  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

sin  ‘4«  cos  ih  sin  (.4-4-0»)  sin  *(.4— 401) 

cos  4«  "sin  ‘\b  sin  (ß -f-w)  sin  *(Ä—  4«*)’ 


die  man,  wenn  der  Kurze  wegen 

a‘  cosjnr  Ssin’J/»  sin(.4-4-o»)  sin *(4 — 4<u) 

__ 


'8  sin  ‘4«  ’ b‘  C0S4A  " sm 

gesetzt  wird,  auch  unter  der  Form 


h sin  H K 


sin  lB 

* sin  (B-t-ü))  sin  \B — $<u) 


schreiben  kann. 
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Die  vier  Factoreu  der  («rosse  I)  wollen  wir  nun  etwas  näher 
betrachten. 

Weil  zuerst  noch  einer  bekannten  goniometrischcu  Formel 
sin  *J«=1(3  sin  J« — sin  J«) 

ist,  so  ist 

8 sin  — «’  cus  ‘«  = 2(3  sin  J« — sin  \a)  — «'  cos  j«. 

Entwickelt  man  nun  siu  sin  J«,  cus  J«  auf  bekannte  Weise 
in  Reiben,  so  erkält  man  nach  leichter  Rechnung; 

8 sin  * j a — r/1  cus  ^«  = 4^0«'  — . . 

und  siebt  also,  dass  in  Bezug  auf  a als  eine  Grosse  der  ersten 
Ordnung 

8 sin  *j«  — «*  cos  J a 
eine  Grösse  der  siebenten,  folglich 

n 3 cos  4« 

8 siu  'ja 

eine  Grösse  der  eierten  Ordnung,  also  der  Factor 

«’  cos  jg 
N sin  ’)« 

der  Grösse  D Von  der  Einheit  um  eiue  Grosse  der  vierten  Orduuug 
verschieden  ist. 

Ganz  auf  ähnliche  Art  zeigt  mau,  dass  der  Factor 
8 sin  * )A 
Aa  cos  \h 

der  Grösse  D von  der  Einheit  in  llczug  auf  h als  eine  Grösse  der 
ersten  Ordnung  um  eine  Grösse  der  vierten  Ordnung  verschieden  ist. 

. Nach  bekannten  guniometrischcii  Formeln  ist  terner 

sin  ’A — sin  (.7 -4- tu)  sin  ’(.7 — Jtu) 

= sin  * A — | sin  (A  tu)  )l — cos  (2 A — tu)) 

= sin  * A — ^ sin  (./  tu)  -J-  -{  sin  (j/-f-tu)  cos  (2 .7 — tu) 

= 8in  ’A  — { sin  (.7 -4- tu) -4- i siu  3-7 — J siu  (A — 2ut). 
und  folglich,  weil  hckanntlich 

sin  ’A=\  sin  A — J sin  'SA 
ist, 

•in  ’A — sin  (.7  -f-  tu)  sin  *(A — {tu) 

= | sin  A — i sin  (.7-1- tu)  — J sin  (A  — 2tu) 

• =1  sin  A — | sin  -7(cos  tu-f- j cos  2tu) — | cos  A{ sin  tu — ) siu  2tu). 

Entwickelt  man  jetzt  cos  tu,  cos  2tu,  sin  tu,  sin  2to  auf  be- 
kannte Weise  in  Reihen,  so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung 

sin  ’A  — sin  (-7  tu)  sin  ’(A  — jtu)=Jut5  sin  A — . . . ., 

und  sieht  also,  dass  in  Bezug  auf  tu  als  eine  Grösse  der  ersten 
Ordnung  die  Grösse 

sin  ‘A  — sin  (-7-4- tu)  sin  ’(A — jtu) 
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eine  Grosse  der  zweiten,  folglich 

1 sin  (A-t-u>)  stn  ’m-j  w) 
sin  *A 

ebenfalls  eine  Grösse  der  zweiten  Ordnung,  also  der  Factor 

sin  s±  -4-  mj)  sin  *(,<  — 4°^ 
sin  *A 

der  Grösse  I)  von  der  Kinheit  um  eine  Grösse  der  zweiten  Ord- 
nung verschieden  ist. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  überzeugt  inan  sich,  dass  der  Factor 

sin  */V 

sin  (B  f-  f - ) sin 


der  Grosse  D von  der  Kinheit  um  eine  Grösse  verschieden  ist, 
welche  in  Bezug  auf  tu  als  eine  Grösse  der  ersten  Ordnung  von 
der  zweiten  Ordnung  ist. 

In  der  sphärischen  Trigonometrie  *)  wird  aber  folgender  merk- 
würdige Ausdruck  fiir  den  sphärischen  Kxcess  3ui  bewiesen: 

lang  J(0  = l//fung  ’2s  tang  — a)  lang  j(a  — b)  tang  — e), 

wo  s = ‘(ir-f- A -f- c)  ist.  Aus  diesem  Ausdrucke  erhellet  sehr 
leicht,  dass  in  Bezug  auf  die  Seiten  «,  //,  c als  Grössen  der  er- 
sten Ordnung  die  Grösse  iu  jederzeit  eine  Grösse  der  zwei- 
ten, also  tu 3 eine  Grösse  der  vierten  Ordnung  ist,  und  wenn  man 
dies  nun  mit  dem  Obigen  Zusammenhalt,  so  ergiebt  sieb  auf  der 
Stelle,  dass  jeder  der  vier  Factoren  der  Grösse  I)  von  der  Einheit 
um  eine  Grösse  verschieden  ist,  welche  in  Bezug  auf  die  Seiten 
des  sphärischen  Dreiecks  als  Grössen  erster  Ordnung  von  der  vier- 
teil Ordnung  ist. 

Weil  nun  nach  deui  Obigen 


a sin  A 

h sin  B 


l /» 


ist,  so  kann  offenbar  in  Bezug  auf  die  Seilen  des  sphärischen 
Dreiecks  als  Grössen  erster  Ordnung  mit  Vernachlässigung  von 
Grössen  der  viertou  Ordnung 

a sin  A 

* b sin  B' 

und  iiberhaupt  also  in  Bezug  auf  die  Seiten  //,  c des  sphärischen 
Dreiecks  als  Grössen  erster  Ordnung  mit  Vernachlässigung  von 
Grössen  der  vierten  Ordnung 

n sin  A h sin  //  c sin  C 

h sin  //'  c sin  6’’  n sin  A 


gesetzt  werden,  wo  nach  dein  Obigeu 

J - 4-  Zf-h  C'=Jf 


ist. 


*)  M.  s.  z.  B.  des  Herausgebers  Elemente  der  ebenen,  sphärischen 
und  sphäroidischeu  Trigonometrie.  Leipzig.  1837.  S.  180. 


✓ 
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Nimmt  man  nun  liierzu,  dass  A-\-ut,  H -+-m,  C~\-  ut  die  Win- 
kel des  sphärischen  Dreiecks  sind,  und  durch  u>  der  dritte  Theit 
des  sphärischen  Excesscs  desselben  bezeichnet  worden  ist,  so  er- 
giebt  sich  unmittelbar  das  folgende  merkwürdige  und  wichtige 
Theorem: 

Jedes  sphärische  Dreieck,  dessen  Seiten  gegen  den 
Halbmesser  der  Kugel,  auf  welcher  es  liegt,  sehr  klein 
sind,  kann  n äh crungs weise,  und  zwar  nur  erst  mit  Ver- 
nachlässigung von  Grössen,  welche  in  Bezug  auf  die 
Seiten'des  sphärischen  Dreiecks  als  Grössen  ersterOrd- 
liung  von  der  vierten  Ordnung  sind,  als  ein  ebenes 
Dreieck,  dessen  Seiten  den  Seiten  des  sphärischen 
Dreiecks  gleich,  und  dessen  W’inkel  die  um  den  dritten 
Theil  des  Excesscs  des  sphärischen  Dreiecks  vermin- 
derten Winkel  des  letztem  sind,  betrachtet  und  als  ein 
solches  ebenes  Dreieck  berechnet  werden. 

Diesen  merkwürdigen , besonders  für  die  Geodäsie  so  überaus 
wichtigen,  von  Legeiidrc  gefundenen  Satz  hat  Gauss  in  der 
wichtigen  Abhandlung:  Disquisitinncs  generales  circa  super- 
ficies curvas.  Gottingac.  1828.  auf  Dreiecke,  die  auf  einer 
beliebigen  krummen  Fläche  von  Bogen  kürzester  Linien  eingc- 
schlossen  werden,  erweitert,  worüber  inan  auch  das  fünfte  Kapitel 
in  des  Herausgebers  Spbär oid  ischer  Trigo  nometrie.  Berlin. 
1833.  4.  nachschen  kann. 


Die  allgemeine  Gleichung  des  Kreises  zwischen  rechtwinkligen 
Coordinaten  ist 

Cr-«)’ -l-(y -£)’=»■> 

oder 

r*  -4-  y’  — ‘M.ax-  -+-  Oy)  -f-  «’  -f-  0*  = r’. 

Ist  nun  aber  der  Anfang  der  Coordinaten  seihst  ein  Funkt  des 
Kreises,  so  wird  diese  Gleichung  auch  durch  r = 0,  y=0  erfüllt, 
und  es  ist  folglich  io  diesem  Falle 

= r1, 

also 

•r1  -t-y’  = 2(«.r  -+-  Oy). 


Seien  jetzt  m,  n\  m , , m2,  «,  die  Coordinaten  dreier  be- 

liebiger Punkte  des  Kreises,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

(«o’-l-»’)  (mln2 — tn2ni) 

-f-  C*»i  ’ -I-»,’)  (rntn  — *»/>,) 

-+-  (»,’  + **’)  (*»»,  — w,s) 


\ 
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= 2(/7»>  //»)  («,»,  — »»3»,) 

2(o//i | -f-  f>n | ) ( m , n — m/i-2) 

+ 2 («tot, -4- £*,)  (ns, — «,*). 

Weil  nun,  wie  man  lcielit  findet,  die  Grösse  auf  der  rechten 
Seile  des  Gleichheitszeichens  verschwindet,  so  findet  zwischen  den 
rechtwinkligen  Conrdinaten  dreier  beliebiger  Punkte  eines  Kreises, 
wenn  der  Anfang  der  Conrdinaten  selbst  ein  Punkt  des  Kreises  ist, 
jederzeit  die  Relation 

0 = ((M*  -+•»’)  (««,»,  — «»,»,) 

2 -+-  ».  ’ ) (w,#-swi,) 

-4-  (m,1  + z»,3)  (»»,—  m,n) 

Statt. 


Für  die  im  zweiten  Hefte  dieses  Theils  S.  219  durch  Rechnung 
aufgelöste  Aufgabe : 

Wenn  zwei  Punkte  der  Gage  nach  gegeben  sind,  so 
soll  man  die  Lage  zweier  andern  Punkte  durch  blosse 
Winkelmessungen  an  deu  letztem,  ohne  diese  von  den 
gegebenen  Punkten  aus  zu  beobachten,  bestimmen; 
hat  Clausen  in  dem  neuesten  bis  jetzt  erschienenen  Stücke  der 
astronomischen  Nachrichten  (Kd.  XVUI.  Nr.  430.  S.  367)  die 
folgende  geometrische,  auch  bei  der  Messtischpraxis  anwendbare 
Auflösung  gegeben. 

ln  der  unten  stehenden  Figur 
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seien  M und  K die  beiden  bekannten,  A und  U die  beiden  unbe- 
kannten l'unkte , deren  Lage  bestimmt  werden  soll.  Du  man  nach 
der  durch  die  Aufgabe  gestellten  Bedingung  die  unbekannten 
Punkte  A,  U nicht  von  den  bekannten  Punkten  M,  A,  sondern 
bloss  die  letzteren  von  den  ersteren  aus  beubachten  soll . so  kann 
mau  nur  in  dem  Punkte  A die  Winkel  MASz=a  und  M.lU=ß, 
in  dem  Punkte  11  die  Winkel  MUS  = y und  SUAz=3  messen, 
und  diese  W'iukel  sind  daher  nebst  der  bekannten  Lage  der  Punkte 
Hl  und  A die  einzigen  Data,  mittelst  welcher  die  Punkte  A und 
11  bestimmt  werden  müssen. 

Beschreibt  man  um  das  Dreieck  MAS'  einen  Kreis,  welcher 
die  Linie  AU  in  A'  schneiden  mag,  und  zieht  die  Linien  MA' 
und  SA',  so  ist  der  Winkel  MAA'  — ß,  und  die  Lage  der  Linie 
SA'  also  bekannt,  weil  die  Lage  von  MS  und  der  Winkel  ft  be- 
kannt ist;  zieht  man  ferner  un  den  um  das  Dreieck  MAS  be- 
schriebenen Kreis  durch  M die  Tangente  KK',  so  ist  der  Winkel 
A'.VA'=u,  der  Winkel  K'MA'  = ß,  und  es  ist  folglich  sowohl 
die  Lage  von  KK',  als  auch  die  Lage  von  MA'  bekannt,  weil  die 
Lage  von  MS,  der  Winkel  « und  der  Winkel  ß bekannt  ist;  also 
ist  auch  die  Lage  des  Punktes  A'  bekannt,  weil  man  die  Lage  der 
Linien  SA'  und  MA'  kennt.  Auf  ganz  ähnliche  Art  beschreibe 
man  um  das  Dreieck  MUS  einen  Kreis,  welcher  die  Linie  AU  in 
U'  schneiden  mag,  und  ziehe  die  Linien  MW  und  SW,  so  ist  der 
Winkel  SMW  = <J,  und  die  Lage  der  Linie  MW  also  bekannt, 
weil  die  Lage  der  Linie  MS  und  der  Winkel  S bekannt  ist;  zieht 
mau  ferner  an  den  um  das  Dreieck  MUS  beschriebenen  Kreis 
durch  S die  Tungcnte  LL’,  so  ist  der  Winkel  IjSM  = y,  der 
Winkel  WSW  = 6,  und  es  ist  folglich  sowohl  die  Lage  von  jLW 
als  auch  die  Lage  von  SW  bekannt,  weil  die  Lage  von  MS',  der 
Winkel  y,  und  der  W'inkel  6 bekannt  ist;  also  ist  auch  die  Lage 
des  Punktes  W bekannt,  weil  man  die  Lage  der  Liuien  MW  und 
SW  kennt.  Weil  man  nun  die  Luge  der  beideu  iu  der  Linie  AU 
liegenden  Punkte  A'  und  W kennt,  so  kennt  man  auch  die  Lage 
der  Linie  AU  selbst.  Der  Punkt  A ist  der  andere  üurchschnitts- 
punkt  der  Linie  A'W  und  des  um  das  bekannte  Dreieck  MA'S 
beschriebenen  Kreises,  und  eben  so  ist  der  Punkt  U der  andere 
Durchschnittspunkt  der  Linie  A'W  und  des  uin  das  bekannte  Drei- 
eck MWS  beschriebenen  Kreises. 

Aus  dieser  Analysis  lässt  sich  nun  unmittelbar  die  folgende 
Construction  ahlciten.  Durch  den  gegebenen  Punkt  M lege  man 
die  Linie  KK',  welche  mit  der  gegebenen  Linie  MS  den  W'in- 
kel KMS  = u cinschlicsst,  und  mache  hierauf  den  Winkel 
MS'A' = K'MA' — ß , so  erhält  man  den  Durchschnittspunkt  A' 
der  Linien  MA'  und  SA'.  Auf  ähnliche  Art  lege  man  durch  den 
gegebenen  Punkt  S die  Linie  L1J,  welche  mit  der  gegebenen  Li- 
nie MS  den  Winkel  KSM=  y cinschlicsst , und  mache  hierauf 
den  Winkel  SMU'=WS  U'=o,  so  erhält  man  den  Durchschnitts- 
punkt W der  Linien  MW  und  SW.  Zieht  man  nun  die  Linie 
A'W  und  beschreibt  um  die  bekannten  Dreiecke  MA’S  und  MWS 
Kreise,  so  sind  die,  von  A'  und  W verschiedenen,  Durchschnitts- 
punkte dieser  Kreise  mit  der  nötbigenfalls  gehörig  verlängerten 
Linie  A’W  die  beiden  gesuchten  Punkte  A und  U. 

Bei  der  Messtischpraxis  kann  man  von  dieäer  Auflösung  den 
folgenden  Gebrauch  machen,  wobei  wir  die  auf  dem  Messtische  gc- 
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„ geben»,  der  Linie  MX  uuf  dem  Felde  entsprechende  Linie  durch 
mn  bezeichnen  wollen.  Mau  begehe  sich  mit  dem  Messtische  auf 
den  Funkt  A , stelle  m vertikal  über  A , lege  die  Kippregel  an  mn, 
orientire  das  Tischblatt  auf  X,  richte  die  an  m liegende  Kipprcgel 
auf  den  Funkt  M,  und  ziehe  au  der  Scharfe  des  Lineals  der  Kipp- 
rcgel eine  Linie,  so  ist  diese  Linie  die  der  Linie  KK'  ent- 
sprechende Linie  kk‘  auf  dem  Messtische.  Hierauf  lege  inan  die 
Kippregel  in  umgekehrter  Lage  an  XX',  so  dass  das  Ocular  auf 
die  Seite  des  Objectivs  kommt,  orientire  das  Tischblatt  uuf  M, 
richte  die  nu  m liegende  Kipprcgel  nach  B , und  ziehe  an  der 
Schärfe  des  Lineals  der  Kippregel  eine  Linie,  so  ist  diese  Linie 
die  der  Linie  MA ' entsprechende  Linie  ma'  auf  dem  Messtische. 
Jetzt  stelle  man  n vertikal  über  A,  lege  die  Kippregel  an  nm, 
orientire  das  Tischblatt  auf  M,  richte  die  an  n liegende  Kipprcgel 
mich  B,  und  ziehe  an  der  Schärfe  des  Lineals  der  Kippregel  eine 
Linie,  so  ist  diese  Linie  die  der  Linie  SA'  entsprechende  Linie 
na'  auf  dem  Messtische,  und  der  Durchschnittspunkt  a'  der  Linien 
ma'  und  na'  ist  der  dem  Funkte  A’  entsprechende  Funkt  auf  dem 
Messtische.  Indem  man  sich  jetzt  mit  dem  Messtische  auf  den 
Funkt  B begiebt,  und  hier  auf  gauz  ähnliche  Art  wie  vorher  auf 
dem  Funkte  I nperirt,  erhält  mau  den  dem  Funkte  B'  entsprechen- 
den Funkt  b'  auf  dem  Messtische.  Jetzt  ziehe  man  die  Linie  a’b', 
lege  die  Kippregel  un  dieselbe  und  orientire  das  Tiscbblatt  auf  den 
Funkt  A;  dann  lege  man  die  Kippregel  an  m oder  n und  visire 
nach  M oder  X,  so  giebt  der  Durcbschnittspunkt  der  an  der  Schärfe 
des  Lineals  gezogenen  Linie  mit  der  Linie  a'h'  den  gesuchten 
Funkt  b,  welcher  dem  Funkte  B auf  dem  Felde  entspricht,  und  du 
man  durch  Anlegung  der  Kippregel  au  m und  n zwei  Gestimmun- 
gen  für  den  gesuchten  Funkt  b erhält,  so  hat  man  in  deren  Ueber- 
einstimmung  mit  einander  zugleich  ein  Kriterium  für  die  Richtig- 
keit der  Operation.  Den  dem  Funkte  A auf  dem  Felde  entsprechen- 
den Funkt  a auf  dem  Messtische  kann  man  auf  ganz  ähnliche  Art 
bestimmen,  wenn  man  sieb  mit  dem  Messtische  wieder  nach  A be- 
giebt. Wenn  die  Funkte  a'  und  b'  nabe  mit  einander  zusammen- 
tailen,  wird  die  Auflösung  unsicher. 

Bemerken  wollen  wir  bei  dieser  Gelegenheit  noch , dass  schon 
in  dem  1825  erschienenen  Ilten  Bunde  der  astronomischen 
Nachrichten.  Nr.  02.  S.  2-Sd  von  Gerling  die  folgende  trigo- 
nometrische Auflösung  unsers  Froblcms  gegeben  worden  ist. 

Man  setze  der  Kürze  wegen  in  obiger  Figur  den  Winkel 
AMXz=x,  den  Winkel  BXM=.y,  so  ist 

AB sin  (n -f- /? -t- J)  AN  -sin  x 

AN  sin  d ’ JUX  sin  « 

und  . ••» 

A/i  sin  (fl  -f-  y -4-  d*)  B itf sin  y 

Bii  sin  fl  * MN  sin  y 

Folglich  ist 

AB  . sin  («  -|- fl  -f-  d1)  . sin  M-t -v-z-,r) 

MN  sin  a sin  J J sin  fl  sin  y 1 

also 

sin  x sin  « sin  J sin  (fl  -t-  y -p-  d) 

sin  y sin  fl  sin  y sin  (« fl  -f- d)'  u 
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Kerechnet  man  nun  den  Hülfswinkel  <p  mittelst  der  Formel 

sin  u sin  d sin  (ß  y -f-  J) 

SP  gjy  ß sju  y sin  -f—  /S  — 1/>5 

so  ist 

sin  x 

^l=tans 

und  folglich 

sin  x — sin  y 1 — tang  y 

«in  .r-t-sin  y 1 -f-  tang  y’ 

d.  i. 

tang  i(-r~  y)  cot  |(or  + y)  = — tang  (45°  — y), 

also 


tang  \(x  — y)  = — tang  ^(.r  •+-  y)  tang  (45“—  y). 

Nun  ist  aber  offenbar  x -3-  y = ß 3,  und  folglich 

tang  *(.zr  — y)  = — tang  i(ß  -J-  3)  tang  (45“  — y). 

Weil  man  jetzt  x-\-y  und  x — y kennt,  so  kann  man  auch 
x und  y selbst  finden.  Hat  man  aber  x und  y,  so  ergeben  sich 
.131,  Ja,  1131,  HA  mittelst  der  folgenden  Formeln: 


.431- 


sin  (n  - 


. 3ix,  aa=V±£ 

mn  rt 


3IK  j 


1131= üü 

sin  y 


31  A,  HA  — 


sin  (y-h>/) 


. 31  A, 


und  auf  diese  Weise  ist  nun  die  Lage  der  Punkte  A und  11  gegeu 
31  und  A bestimmt,  wie  verlangt  wurde. 


Einfache  Beweise  zweier  Lehrsätze.  Von  dem  Herrn 
Doctor  Rad  eil  zu  Berlin. 

1)  In  einem  jeden  Dreieck  ist  das  Quadrat  einer  Seite 
gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  beiden  andern  Sei- 
ten weniger  dem  doppelten  Produkte  dieser  beiden  Sei- 
ten multiplicirt  mit  dem  Cosinus  des]  von  ihnen  einge- 
scblossenen  Wiukels. 

Beweis.  Es  seien  a,  b , c die  drei  Seiten  des  Dreiecks  und 
a,  ß,  y die  ihnen  gegeniiberstebenden  Winkel;  dann  ist  nach  einer 
Grundformel  der  Dreiecksmesskunst 

a = b cos  y -t-  c cos  ß, 
b = a cos  y-3-c  cos  a, 
c = b cos  « + « cos  ß. 

Multiplicirt  man  nun  die  erste  Gleichung  mit  a,  die  zweite  mit  b 
nnd  die  dritte  mit  — c und  addirt  die  Produktengleichungen,  so  er- 
hält man 
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a1  - \-f>* — c1  = ‘Iah  cos  y, 

indem  sieb  die  übrigen  Glieder  als  identisch  und  mit  entgegenge- 
setzten Zeichen  behaftet  aufheben.  Hieraus  folgt  nun  unmittelbar 
c*  = «r*  -+-  A*  — slah  cos  y. 

2)  Jede  harmonische  unendliche  Reihe,  in  welcher 
alle  Glieder  dasselbe  Vorzeichen  haben,  ist  divergent. 

j 

Beweis.  Ist  'a  irgend  ein  Glied  der  harmonischen  Reihe, 

so  kann  man  immer  voraussetzen,  dass  n und  d ganze  Zahlen  sind, 
weil  man  entgegengesetzten  Falles  Zähler  und  Nenner  dieses 
Bruches  mit  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  Vielfachen  der  Neu- 
ner von  u und  d multipliciren  könnte  und  dadurch  a lind  d,  folg- 
lich auch  a -\- d,  a + 'id,  a-\-%d  u.  s.  w.  in  guuzc  Zahlen  über- 
gehen würden. 

Betrachtet  man  die  unendliche  harmonische  Reihe 


S — 


a ' a-\-d  1 a-\-2d  a + 3d'  , 

so  kann  man  sic  zerlegen  in 

A a \ !t  -t- a-t-2d  a-t-3d  ' ' * * a(l  -+-d) ! 

~^~\a[\-^.d)-4-d~^~  0(1  -+-</) -+-2d  0(1  -+-//) -+-  3d  ' 


_l_ — ! — ' 

^o(i  +dr 


+ 1 o(l  -f- d)*  + d o(l-t-rf)* -t-2rf‘+_  a(l  + d)' + 3d~*~ 

1 


■+ 


a(l-+-d)‘{ 


Da  nun  der  zweite  Theil  der  onetidlichen  Reihe  aus  o,  der 
dritte  ous  o(l  — |—  r/) , der  vierte  aus  o(l-J-e/)’  Gliedern  u.  s.  w. 
besteht,  so  sieht  tnun  leicht,  duss  jeder  einzelne  Theil  grösser  ist, 

als  folglich 

, !_  . _i_  . L_ 

a 1 d l + r/+  1 -t-rf"*- 

und  da  nun  die  Reihe  rechts  gewiss  divergirt,  so  wird  die  unend- 
liche harmonische  Reihe  um  so  mehr  dtvergiren.  Hierdurch  ist 
nun  aber  zugleich  auch  die  Divergenz  der  Reihe 

A A 4 A A 

a ' a ~\-  (t  a id'  a 3 d'  a \d?  * ’ ’ * 

bewiesen. 

Anmerkung.  Dieser  Beweis  ist  eine  Verallgemeinerung  des- 
jenigen, welchen  Caucby  in  seinem  (’ours  d’ Analyse  T.l.  p.  127  fiir 
die  Reihe  l+j  + } + J + ....  gegeben  hat. 
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Nachtrag  zu  dein  Aufsatze  XIV.  im  Archive  der  Ma- 
then. und  Phjs.  I.  Theil  I.  Heft.  (Auflösung  des  Pothenot'- 
seben  Problems).  Vom  Herausgeber. 

Kino  zur  Rechnung  bequeme  Auflösung  des  Pntbenot’scben  Pro- 
blems, über  welches  die  Leser  auch  einige  Bemerkungen  in  einem 
iui  3tcn  Hefte  S.  335  auszugsweise  abgedruckten  Briefe  des  Herrn 
Majors  und  Ritters  l)r.  (!.  W.  Müller  zu  Hannover  an  den  Heraus- 
geber linden,  lag  nicht  im  Zwecke  des  oheu  genannten  Aufsatzes. 
Da  sich  über  aus  den  in  demselben  aufgcstellten  Gleichungen  leicht 
eine  sehr  elegante  Auflösung  dieses  Problems,  die  mit  der  bekann- 
ten von  Guuss  gegebenen  Auflösung  grosse  Achnlicbkeit  bat,  ab- 
leiten lasst,  so  mögen  als  Nachtrag  zu  den  in  dem  genannten  Auf- 
sätze gegebenen  Entwickelungen  hier  noch  die  folgenden  Bemer- 
kungen Platz  finden. 

Wir  buben  a.  a.  0.  2.  die  folgenden  sechs  Gleichungen  ge- 
fuudeu: 

Ijr1  = .V  -+■  p COS  y,  V—y- +-  q sin  9; 

x\  =x-i-Q,  cos  (y-|-  a),  y7,  = y p , sin  (y-+-a); 

&'■,  = * + <>*  c»s  (y-f-i?),  y'J  = y-4-e,  »i«  (sp -+- /?) ; 

• welche,  wenn  inan  jetzt  der  Kürze  wegen  y-4-a=y,,  y-|-/S=y, 
setzt,  die  folgende  Gestalt  erhalten: 

Iy=r  + { cos  < p,  1/  = y-+- Q sin  y; 

•r7,  = :r-f-  p,  cos  y,,  y7,  = y-t-  p,  sin  y , ; 

•z-7  1 = ■*•-!-  P,  cos  y,,  y7,=y-|-Ps  sin  y,. 

Durch  Subtraction  des  zweiten  und  dritten  Paars  von  dem  ersten 
erhält  man 

( ar1 — a/,  —Q  cos  y — p,  cos  y,,  y7 — y',  ==p  sin  y — p,  sin  y , ; 
«5.  \ . . 

/•r7 — a^,  = p cos  y — p,  cos  y,,  y7 — y',  = p sin  y — p,  sin  y,  ; 

wodurch  die  Koordinaten  .v  und  y climinirt  sind.  Eliminirt  man 
nun  ferner  sowohl  aus  deu  beiden  ersten  Gleichungen  die  Grösse 
p,,  als  auch  aus  den  beiden  letzten  die  Grösse  p,,  so  erhält  mau 
die  beideu  Gleichungen 

4 t(V  — ar7,)  sin  y,  — (y7  — y7,)  cos  y,  =p  sin  (y,  — y), 

((.z-7  — A-7,)  sin  y,  — (y7  — y7,)  cos  y,  = p sin  (y,  — y); 
d.  i.  nach  dem  Obigen 

r t(^y  — ■&’,)  sin  y,  — (y7  — y',)  cos  y,  =p  sin  a, 

I (ar’  — ar’J)  sin  y,  — (y7  — y7,)  cos  y,  =p  sin  ß. 

Nun  bestimme  man,  was  bekanntlich  immer  durch  leichte  Rech- 
nung möglich  ist  °),  die  Uülfsgrössen  r,  uud  u,  so,  dass  dieselben 
den  beiden  Gleichungen 


*)  Sollen  nämlich  überhaupt  die  Grössen  R und  K den  beiden  Gleichungen 
A — R cos  JV,  Jl  = R sin  iV 

gemäss  bestimmt  werden,  so  rechnet  man  am  besten  nach  folgendem 
Schema: 
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, 6.  x’ — x’ , = r , cos  tu,,  y — y,=r,  sie  tu,, 

und  die  Hülfsgrüsscn  r,  uud  tu,  so,  dass  dieselben  den  beiden 
Gleichungen 

7.  x’ — x’^  = r,  cos  tu,,  y — y',  = r,  sin  tu. 


genügen;  dann  erbalten  die  beiden  Gleicbuugen  5,  welche  noch  die 
unbekannten  Grossen  y , , y,,  p enthalten,  offenbar  die  einfache 
Form  . 


8.  r,  sin  (y,  — tu,)  = p sin  a,  r,  sin  (y,  — tu,)  = p sin  ß-, 
und  führen  durch  Division  zu  der  Gleichung 

g r,  sin  (y, — tu,) sin  « 

r,  sin  (y,  — tu,)  sin  ß 

oder  . 


10  *in  (Ti  — tu,) r^sin  “ sin  n . r, 

sin  (y, — tu,)  r,  sin  ß r,  ' sin  ß‘ 

die  nun  p nicht  mehr  enthält.  Berechnet  man  den  Hülfswiukel  § 
mittelst  der  Formel 


11. 


lang  $ = ^ 


sin  (t 
sin  ß 


sin  a r7 
r,  * sin  ß * 


so  wird  die  Gleichung  10. 

12.  lini3L---^  = tang  l 

sin  (y,  — tu,)  8 *’ 

und  vcrwundelt  sich,  wenu  man  auf  beiden  Seiten  die  Einheit  sub- 
trnhirt  und  uddirt,  und  dann  dividirt,  in  die  Gleichung 

sin  (y, — oi,)  — sin  (y,  — tu,) 1 — taug  { 


13. 


sin  (y,  — tu,)+sin(y,  — tu,)‘ 


1 taug  J* 


d.  i.  in  die  Gleichung 

14.  tang  j|(y,  — y,)  — (tu,  — tu,)|  cot  j|(y, -+-9>,)  — (tu, -+-tu,)| 

= — fang  (45°— £), 


aus  der  sich 

15.  tang  4!(y, +y,)  — (tu, -t-tu,)|  = 

— cot  (45“  — 5)  tang  it(9>i  — S>»)  — — **»*)} 

oder 


log  . Ä cos  TV  = log  A 
log  . R sin  .V  = log  ß 

log  cot  A'  = logzf — log  U 
K—  .... 

log  A=il0g  ",-log  cosN 
/ log  ß — log  sin  IV 

R= 
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16.  tang  4KSP»  -+-9>»)  — (<".  +w,)|  = 

— fang  (45°  + ?)  fang  i|(y,  — — (w,  — w,)!> 

oder,  weil  nach  dem  Obigen 

«Pi  — S r>2=a~ß,  <f,+9>t=a  + ß + 
ist, 

17.  fang  J!(a  ■+•  ß)  — (in.  +tü,)-+-  2g>J  = 

— fang  (45° -f- 5)  taug  i|(a  — /?)  — (u,  — w,)| 

ergiebt,  in  welcher  Gleichung  nun  bluss  noch  die  eine  unbekannte 
Grösse  <p  enthalten  ist,  die  also  mittelst  derselben  gefunden  wer- 
den kann. 

Hut  man  <p  gefunden,  so  ergiebt  sich  g mittelst  eines  der  bei- 
den aus  $.  fliessenden  Ausdrücke:  * 


18. 


h 


r,  sin  (y  | — w,) r,  sin  (y  -f-  n — iu,) 

sin  « sin  « 1 

r , sin  (y,  — in,) r,  sin  Up-t-fl-w,) 

sin  fl  sin  fl 


Die  U'oordinatcn  x und  y liefern  hierauf  die  aus  2.  sieb  erge- 
benden Formeln 


19.  x = x’ — g cos  (p , y — y1 — g sin  y; 

und  die  Entfernungen  p,  und  g , können  dann  auch  leicht  mittelst 
der  aus  1.  folgenden  Ausdrücke 

I _ r' , ~ x _ !/,  —y 

2U  ]e‘  «os  (?•  + «)  sin  (t -t- «)’ 

Io  _ x’->~ x — y'i -y 

cos  (f-i-fl)  sin  (p-i-fl) 

berechnet  werden. 

Zu  bemerken  hat  man  noch,  dass  die  Formel  17.  für  tp  jeder- 
zeit zwei  360°  nicht  übersteigende  Werthe  liefert,  und  dass  man 
von  diesen  beiden  Wertheu  immer  denjenigen  zu  wählen  hat,  wel- 
chem in  Folge  der  Formeln  18.  ein  positiver  Werth  von  g ent- 
spricht, worüber  wir  weiterer  Bemerkungen  uns  hier  um  so  mehr 
enthalten  können,  da  von  diesem  Gegenstände  schon  auf  S.  93.  im 
ersten  Hefte  dieses  Tbeils  die  Rede  gewesen  ist. 


Berichtigungen. 

Der  Name  des  Herrn  Vfs.  des  Aufsatzes  I,.  in  diesem  Hefte  ist  nicht 
Fleschl,  sondern  Flescb.  Der  Fehler  ist  durch  Undeutlichkeit  des  Mscpts. 
entstanden. 

Die  Nummer  der  ersten  Abhandlung  in  diesem  Hefte  muss  XLVI.  statt 
XLI.  sein. 


Digitized  by  Google 


L 

Literarischer  Bericht*). 


(Die  Herren  Autoren  und  Verleger,  namentlich  die  Verfasser  und 
Verleger  von  Dissertationen.  Programmen  u.  s.  w.,  welche  eine  recht 
baldige  Anzeige  ihrer  Schriften  in  diesem  literarischen  Berichte 
wünschen,  werden  um  recht  schleunige  Einsendung  derselben  an 
die  Buchhandlung  des  Herrn  Koch  zu  Greifswald  ersucht.  Der  Her- 
ausgeber wird  sich  bemühen,  diesem  Berichte  eine  immer  grössere 
Vollkommenheit  und  Vollständigkeit  zu  geben;  dieses  Mal  war  noch 
so  manche  frühere  Erscheinung  nachzutragen,  dass  absolute  Voll- 
ständigkeit nicht  zu  erreichen  war.) 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


A.  S.  de  Montferrier:  Dictionnaire  des  Sciences  matbd- 
matiques  pures  et  appliqudes,  tome  3,  suppldment  conte- 
nant  plusieurs  articles  snr  lagdometrie,  la  trigon o md- 
tric  et  l'astronomie,  pur  le  colonel  Puissant.  Brux.  4. 
5 Thlr.  16  gGr. 

A System  of  Practical  Mathemntics,  containing  Elements  of  Al- 
gebra and  Geometry.  With  a Collection  of  Accurate  Stercotyped 
Tables,  comprising  ihe  Logarithms  of  Numbers,  of  Sines,  Tangents 
and  Secants;  Natural  Sines,  the  requisite  Nautical  and  Astronomi- 
cal  Tables,  and  Tables  of  Compound  Interest  and  Annuitics.  By 
J.  Davidson,  A.  M.  With  numerous  Cuts  and  Copperplates.  4tb. 
edition,  greatly  improved  and  enlarged.  8.  15  s.  boards. 

Vorlesungen  über  reine  Mathematik  von  J.  Fux,  Prof,  zu  01- 
mütz.  Olmütz  1839.  8.  2 Tblr.  (Enthält  die  gewöhnlichen  Ele- 
mente.) 


°)  Der  Herausgeber  bemerkt,  dass  diese  literarischen  Berichte  theils  von 
ihm,  theils  von  andern  Mitarbeitern  verfasst  werden. 

Bud  I.  1 
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Saigey:  Probleme»  d'A  ri th  m e ti  qu  e et  exercices  de 
calcul  sur  les  q u e s t i o n s ordidaires  de  la  vie,  sur  I a g d o- 
metrie,  la  mdcanique,  l’aatro  a om i e,  la  gdogruphie,  la 
physique,  lachimiectlamdtrnlogieancicnncet  modern  e. 
».cd.  Bruxelles.  8 ggr.  So  1 ut  i o ns.  4 ggr. 

J.  Jaclot  et  Arbeit  Rdcrdations  arithmdtiq  ucs  ou  dix- 
liuit-cents  problcmes  dont  les  rdsultats  prescntent  des 
faits  numdriqucs  pris  dans  l’histeire,  la  gdographie,  la 
physique,  la  cliimic,  l’as  tro  no  mic  etc.  2 vol.  in  18.  Brux. 
1 Thlr.  16  ggr.  ' 

Die  Elemente  der  Zahlenlchre  in  System  und  Bei- 
spielen von  Traugott  Frauke,  Dr.  ph.,  Professor  an  der 
technischen  B ild  ungsan  stal  t zu  Dresden.  Erster  Tbeil. 
Die  Zahlen  -Ycrbin düngen  und  Zahlen - Veränderungen. 
Dresden  und  Leipzig.  1810.  8.  12  ggr. 

Ist  eigentlich  als  eine  systematisch  geordnete  Sammlung  von 
Beispielen  zur  Buchstabenrechnung  und  niedcrn  Algebra  zu  betrach- 
ten. die  den  Lehrern  an  hohem  llnterrichtsanstaltcn  erwünscht  sein 
wird,  da  man  an  solchen  Beispielen  nicht  Vorrath  genug  haben 
kann.  Die  Beispiele  sind,  wie  der  Vcrf.  in  der  Vorrede  bemerkt, 
so  geschaffen,  dass  sie  die  folgenden  Gesetze  vorhcrciteu,  theilweise 
andere  für  die  Folge  wichtige  Gesetze  enthalten  , und  überhaupt 
unter  detp  Scheine  grosser  Schwülst igkeit  auf  einfache,  dem  Auge 
gefällige  oder  dem  Gedächtnisse  leicht  hehalthare  Können  führen, 
um  dadurch  die  Liehe  zur  Sache,  welche  bei  der  nhstracten  Form 
sonst  bald  verschwindet,  in  dem  Lernenden  zu  wecken  und  zu  er- 
halten. Die  Resultate  beizugeben  hat  der  Verf.  unterlassen.  Er 
beabsichtigt  eine  ähnliche  Sammlung  für  die  unbestimmte  Analytik, 
die  Lehre  von  den  Gleichungen  höherer  Grade  und  die  Diffcrential- 
und  Integralrechnung  folgen  zu  lassen,  liier  namentlich  möchte  es 
doch  manchem  Lehrer  wüuschenswerth  sein  , wenn  auch  die  Resul- 
tate beigegeben  würden. 

Stufenmässig  geordnete  algebraische  Aufgaben  des 
ersten  Grades  mit  einer  oder  mehreren  unbekannten 
Grössen,  durch  in  Worte  gefnsste  Schlüsse  und  durch 
Gleichungen  auf  möglichst  verschiedene  Weise  aufge- 
löst von  1.  llufsclimiilt.  Essen.  18-11.  8.  18  ggr. 

Die  .Auflösung  algebraischer  Aufgaben  ohne  Gleichungen  durch 
blosses  Raisonnement.  welcher  der  1 erf.  in  der  Vorrede  mit  Recht 
das  Wort  redet,  hat  schon  Lhuilier  in  seiner  Anleitung  zur 
10 1 e men tar- Algebra.  Tübingen.  1709.,  als  eine  treffliche 
l’ehung  des  Scharfsinnes  empfohlen  und  neben  der  eigentlichen  al- 
gebraischen Auflösung  in  Anwendung  gebracht. 

Analysis,  bearbeitet  von  Carl  Holtxmann,  Professor 
an  der  Grossherzoglich  Badischen  polytechnischen 
Schule.  Karlsruhe  1840.  8.  2 Thlr. 
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Bloss  die  sogenannte  Analysis  des  Endlichen.  Aufmerksam 
machen  wir  uuf  den  auf  S.  375  ff.  gegebenen  auf  geometrischen  Be- 
trachtungen im  Raume  beruhenden  Beweis  des  Fundamentnlsntzes 
der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen , auf  den  wir  vielleicht 
später  in  diesem  Archive  zurückkonimen  werden. 

Kavier:  Rdsumddeslegonsd’analysedonndesärdcole 
polytechnique.  2 Vol.  8.  4 Thlr. 

Duhamel:  Cours  d'tinalvse  de  l’dcole  polytechnique. 
Seconde  partie.  8.  2 Thlr. 

In  Nr.  405  der  astronomischen  Nachrichten  (Bd.17.  S. 
326.)  giebt  Herr  Th.  Clausen  einen  Beweis  des  Fundamcntalsatzes 
der  Theorie  der  Gleichungen  in  einem  „Beweis,  dass  die  alge- 
braischen Gleichungen  Wurzeln  von  der  Form 
haben“  übcrschriebeuen  Aufsätze.  Dieser  an  sich  sehr  sinnreiche 
Beweis  ist  jedoch  nicht  von  allein  Zweifel  frei , weil  er  auf  der 
Theorie  der  Keiben,  insbesondere  auf  dem  Lagraoge'srhen  Theoreme 
beruhet,  die  bis  jetzt  bekannten  Beweise  des  letzteru  Theorems 
aber  in  so  fern  als  mangelhaft  bezeichnet  werden  müssen,  weil  sic 
die  Convergenz  und  Divergenz  der  Reihe  völlig  unberücksichtigt 
lassen.  In  einem  der  folgenden  Hefte  dieses  Archivs  werden  die 
neuesten,  höchst  wichtigen  Untersuchungen  Caucliy’s  über  die  La- 
graoge’sebe  Reihe  mitgrtheilt  werden,  welche  den  Zweck  haben, 
den  Beweis  dieser  wichtigen  Reihe  io  der  angedeuteten  Beziehung 
gehörig  zu  vervollständigen. 

ln  Nr.  406.  der  astronomischen  Nachrichten  (Bd.17.  S. 
351.)  theilt  Herr  Th.  Clausen  den  folgenden  merkwürdigen  Satz 
über  die  Bernoulliscben  Zahlen  ohne  Beweis  mit: 

Der  Bruch  der  «ten  Bernoulliscben  Zahl  wird  so  gefunden: 
Mun  addire  zu  den  Tbeilern  von  2m  ... . 1,  2,  a,  a",  ....  2«  die 
Einheit,  wodurch  man  die,  Reibe  Zahlen  2,  3.  «-+-1,  a'-pl, ....  2»-+-I 
bekommt.  Aus  dieser  nimmt  man  bloss  die  Primzahlen  2,  3,  p,  p', 
u.s. w.  und  bildet  den  Bruch  der  «ten  Bernoulliscben  Zahl: 

=F  + + 7-»-  ••••)• 

Das  obere  Zeichen  gilt  für  ein  ungerades,  das  untere  für  ein  gera- 
des ». 

J.  J.  Jaclot:  Traitd  et  table  d’addition,  enseignant 
les  proeödes  des  calculateurs  les  plus  habiles  pour  faire' 
cette  opdration  avec  promptitude  et  prdeision.  Bruxell. 
18.  6 ggr. 

Marlow»  Tables  of  squares,  cuhes,  square  roots, 
cube  roots,  reciproenls  of  all  integer  numbres  up  to 
10000.  Stereotype  edition,  examined  and  correctcd. 
Royal  12.  8s.  sewed. 

Arithmetical  Tables.  By  William  Frott.  18.  6d.  sewed. 


*)  «•= Z-1. 
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Sammlung  mathematischer  Tafeln.  Als  neue  und 
völlig  umgearheitete  Auflage  vun  Georg»  Freiherr»  von 
Vega  grösseren  I o ga rith mi seh  - trigonometrischen  Ta- 
feln herausgegehen  von  l)r.  I.  A.  IIu/»»e.  Stereotyp-Aus- 
gabe.  Erster  Abdruck.  Leipzig.  W eidmun  n'sch  e Buch- 
handlung. 1840.  3 Tlilr.  12  ggr. 

Diese  neue  Ausgabe  der  in  ihrer  frühem  Gestalt  aus  zweiThei- 
len  bestehenden  grössern  Vega’scben  Tafeln  halten  wir  für  ein  in 
jeder  Beziehung  sehr  verdienstliches  Unternehmen , und  empfehlen 
dieselbe  allen  Mathematikern  und  ullen  l’rnktikeru,  denen  die  Ausfüh- 
rung logurithmisch-trigunometrischer  und  anderer  Rechnungen  obliegt. 

Die  gänzliche  Ausschliessung  der  in  der  altern  Ausgabe  enthal- 
tenen astronomischen  'Unfein  ist  dadurch  vollständig  gerechtfertigt, 
weil  diese  Tafeln  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Astronomie 
als  völlig  veraltet  bezeichnet  werden  müssen , und  durch  die  ver- 
vollkommnete  Gestalt,  in  welcher  jetzt  die  astronomischen  Epbeme- 
riden,  namentlich  das  Berliner  astronomische  Jahrbuch,  die  Coo- 
naissance  des  tems,  die  Effemeridi  astronomiche  di  Milano  und  der 
Nauticnl  Almanac  erscheinen,  in  der  That  auch  völlig  entbehrlich 
gemacht  werden.  Durch  diese  AusschliessuDg  der  astronomischen 
Tafeln  ist  es  vorzüglich  möglich  gemacht  worden,  die  Tafeln  in 
der  neuen  Ausgabe  auf  einen  weit  kleinern  Raum  zu  reduciren,  und 
auch  den  Ureis  bedeutend  zu  ermässigen , da  die  ältere  Ausgabe 
öThuler,  die  neue  nur  3 Thaler  uud  12  gute  Groschen  kostet,  und 
überdies  bähen  die  Käufer  für  die  weggelassenen  astronomischen 
Tafeln  durch  Hinzufügung  einiger  in  der  altern  Ausgabe  nicht  ent- 
haltenen. sehr  nützlichen  Tufeln,  die  wir  nachher  besonders  nam- 
haft machen  wollen,  sehr  reichlichen  Ersutz  erhalten. 

Die  folgende  Angabe  des  Inhalts  wird  am  besten  zur  Empfeh- 
lung dieser  schönen  Unfein  dienen. 

Einleitung  über  Einrichtung  und  Gcbraurh  der  Tafeln 

I.  Tafel  iler  gemeinen  oder  briggischen  Logarithmen  aller  na- 
türlichen Zahlen  von  1 bis  108000. 

Die.  Einrichtung  dieser  Tufel  ist  die  gewöhnliche.  Beigefügt 
ist  noch  eine,  kleine  Hüifstnfel  zur  Verwandlung  der  gemeinen  Lo- 
garithmen in  natürliche,  und  eine  Uülfstafcl  zur  Verwandlung  der 
natürlichen  Logarithmen  in  gemeine. 

II.  Tafel  der  briggischen  Logarithmen  für  die  Sinns,  Cosinus, 
Tangenten  und  Cotangenten  von  ff  bis  90  Grad. 

Auch  diese  Tufel  bat  im  Ganzen  die  gewöhnliche  Einrichtung, 
ln  den  5 ersten  Graden  schreiten  die  Winkel  von  10  zu  lOSecundeo, 
nachher  von  Minute  zu  Minute  fort.  Wir  bedauern  sehr,  dass  der 
Herausgeber  nicht  durch  den  ganzen  Quadranten  die  Winkel  von 
10  zu  10  Sccunden  wie  z.  B.  in  den  Callet’schen  Tafeln  hat  fort- 
schreitcn  lassen.  Wäre  dies  der  Fall,  so  würden  seine  Tafeln  allen 
übrigen  vorziehen. 

Angehängt  ist  eine  Tafel  der  Längen  der  Kreisbogen  für  die 
einzelnen  Grade.  Minuten  und  Seeunden. 

III.  Tafel  der  wirklichen  Länge  der  trigonometrischen  Linien. 

In  dieser  Tafel  schreiten  die  Winkel  ganz  zweckmässig  von 

Minute  zu  Minute  fort. 

IV.  Scbnentafel  für  den  Halbmesser  500  von  0 bis  125  Grad. 

Hiilfstafel  zur  Verwandlung  der  Centesiroalbogen  in  Scxagesi- 

mulbogen. 
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Hülfstafel  zur  Verwandlung  der  Sexagesimalbogen  in  Bruclitbcile 
des  Quadranten. 

V.  Tafel  aller  eiufaclien  Factoren  der  durcli  2,  3,  5 nicht  theil- 
baren  Zahlen  von  1 bis  102000  und  der  Primzahlen  von  102000  bis 
•100000. 

VI.  Tafel  der  natürlichen  Logarithmen  für  alle  auf  einander 
folgenden  Zahlen  von  1 bis  1000  und  für  alle  Primzahlen  von  1000 
biB  10000. 

Die  Logarithmen  sind  in  dieser  Tafel ' in  acht  Decimalstellen 
angegeben.  Angchäugt  sind  noch  die  Potenzen  von  2 von  der  lsten 
bis  zur  lösten,  die  Potenzen  von  3 von  der  lsten  bis  zur  30stcn, 
die  Potenzen  von  5 von  der  lsten  bis  zur  27stcn. 

VII.  Potenzen  der  Grundzahl  e des  natürlichen  Lognrithmen- 
Systems  für  alle  Hundertel  von  0,01  bis  10  nebst  den  briggischen 
Logarithmen  dieser  Potenzen:  oder  umgekehrte  Tafel  der  natürli- 
chen Logarithmen,  welrbe  für  alle  Hundertel  der  natürlichen  Loga- 
rithmen von  0,01  bis  10,00  die  zugehörigen  Zahlen  nebst  ihren  ge- 
meinen Logarithmen  enthalt. 

VIII.  Tafel  der  Quadrat-  und  Cubikwurzeln  aller  ganzen  Zah- 
len von  1 bis  10000. 

Die  Quadratwurzeln  sind  auf  12,  die  Cubikwurzeln  auf  7 De- 
cimalstellen  berechnet. 

Angeliängt  sind  einige  in  Deciinalbrüche  verwandelte  oft  vor- 
kommendc  Coeflicicntcn  unendlicher  Keilien  nebst  ihren  Logarithmen. 

IX.  Potenzen-Tafel,  enthaltend: 

A.  Die  ersten  11  Potenzen  aller  Zahlen  von  0.01  bis  1,00. 

B.  Die  ersten  0 Potenzen  oller  Zahlen  von  1 bis  100. 

C.  Die  ersten  3 Potenzen  aller  Zahlen  von  1 bis  1000. 


D.  Die  ersten  100  Potenzen  von  1,01;  1,02;  1,025;  1,0275;  1,03; 
1,0325;  1.035;  1,0375;  1,04;  1,045;  1,05  und  1,06. 

E.  Die  ersten  100  Potenzen  von  ^ ^ 5 


_1 _1_  _1 1 _1_  . 1 

1,0325  5 1,035  ’ 1,0375  5 1,0*  5 1,0*5  ’ 1,05  “““  1,06  ‘ 

' F.  Die  .'Summationen  der  auf  einander  folgenden  Wertbe  der  Tafel  D. 
G.  Die  Summationen  der  auf  einander  folgenden  Wertbe  der  Ta- 
fel E. 


Angchängt  ist  eine  Tafel  der  Zeiten , in  denen  sich  ein  durch 
zusammengesetzte  Zinsen  wachsendes  Kapital  vervielfältigt. 

X.  Mortalitäts- Tafeln. 


Angehängt  sind  zwei  Hülfstafeln  zur  V erwandlung  des  Duode- 
cimalmuasses  in  Decimalmanss,  und  des  Decimalmausses  in  Duode- 
cimalmaass. 


XL  Tafeln  zur  Vergleichuug  der  gebräuchlichen  Maussc  uud 
Gewichte. 


XII.  Erweiterte  Ganssische  Tafel  zur  Berechnung  eines  Loga- 
rithmen der  Summe  oder  Differenz  zweier  Zahlen,  deren  Logarith- 
men nur  gegeben  sind. 

Angebängt  ist  endlich  noch  eine  Tafel  zur  Erleichterung  des 
Einschaltens  oder  lnterpolirens  unter  der  Ueberschrift  Interpolations- 
Tafel,  und  den  Beschluss  macht  eine  Tafel  einiger  oft  vorkommen- 
den Zablenwerthe  und  der  Logarithmen  derselben,  wie  z.  B.  der 
Werth  von  w,  log  vnlgzr,  log  nat  n,  der  Werth  von  e,  log  vulg  e, 
log  nat  e,  und  mehreres  Andere. 
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Die  Tafeln  IV,  VIII,  ein  Theil  der  Tnfel  IX,  die  Tafeln  X,  die 
Tafeln  XI  und  vor  allen  die  Tafeln  XII  sind  neu  hinzugekommen. 

Nimmt  man  hierzu  nun  noch , dass  diese  Tafeln  auf  schönes 
Papier  mit  nicht  zu  kleinen,  scharfen  und  deutlichen  Lettern  ge- 
druckt sind,  wodurch  sie  sich  namentlich  vor  den  Callet’schen  Tafeln, 
deren  Druck  viel  kleiner  und,  wie  Jeder,  der  diese  Tafeln  oft  und 
viel  gebraucht  hat,  aus  Erfahrung  wissen  wird,  angreifeud  für  die 
Augen  ist,  sehr  vortheilhaft  auszeiclinen , so  wird  man  gewiss  un- 
sere oben  ausgesprochene  Ueberzengung.  dass  diese  Tafeln  ein  sehr 
verdienstliches  und  der  Empfehlung  sehr  würdiges  Unternehmen 
sind,  thcilen,  und  auch  den  Preis  jedenfalls  sehr  massig  finden. 

Für  möglichst  genaue  Correctur  haben  ausser  dem  Herausgeber 
die  Uerren  Dr.  Brundes  und  Michaelis  Sorge  getragen. 

Logarith  m ische  Tafeln  der  Num  mer  - Logarithmen 
(1  — 100ÜÜ),  der  Sinus  und  Tangenten  in  Graden  und  Mi- 
nuten. der  Tabelle  zur  Findung  des  Log.  der  Summe 
oder  Differenz  zweier  Zahlen,  welche  selbst  nur  durch 
ihre  Log.  gegeben  sind,  und  einiger  anderer  Hülfsta- 
feln.  Auf  eine  neue  Weise  geordnet  und  herausgegeben 
von  A.  Mcldo/a , Lehrer  des  kaufmännischen  Rechnens 
und  der  mathematischen  Wissenschaften.  Mit  einer 
Vorrede  vom  Conferenzrath  Schumacher.  Altona.  1840. 
8.  10  ggr. 

Herr  Conferenzrath  Schumacher  spricht  sich  in  seinem  Vor- 
worte über  diese  Tafeln  auf  folgende  Art  aus:  „Herr  Mcldola 
wollte  die  Logarithmen  mit  5 Drrimulen  in  einen  kleinern  Raum 
bringen,  und  sic  dadurch  bequemer  zum  Gebrauche  und  wohlfeiler 
machen.  Da  gerade  diese  Logarithmen  sehr  häufig  Anwendung 
finden,  so  kann  ein  solches  Unternehmen,  gut  nusgetiihrt,  nur  den 
Rechnern  angenehm  sein,  und  dass  er  es  gut  ausführen  und  vor- 
züglich für  correcten  Abdruck  sorgen  werae,  verbürgt  sein  F'lciss 
und  sein  Streben  noch  Genauigkeit.  Die  G au ssi  sehe  n Tafeln 
um  den  Logarithmen  der  Summe  oder  Differenz  zweier  Zahlen  zu 
finden,  die  seihst  nur  durch  ihre  Logarithmen  gegeben  sind,  bat  er 
uuf  den  Wunsch  des  Herrn  Geheimeraths  Itessel  hinzugeffigt.“ 
Dem  Urthcile  eines  so  competenten  Richters,  wie  Herr  Confercnz- 
ratli  Schumacher  ist,  bähen  wir  nur  noch  binzuzufiigen  , dass 
diese  Tafeln  auf  gutes  Papier  mit  scharfen  und  deutlichen  Lettern 
gedruckt  sind,  und  gewiss  verdienen,  von  den  Rechnern  häufig  und 
tfeissig  gebraucht  zu  werden. 

« 

Tabeller  i Mathematiska  Am  neu.  Utgifne  uf  E.  A. 
Björkman.  I Twenne  Delar.  Förra  Deleti.  Logarit  b inisk  a 
och  trigonometriska  Tabeller.  Stockholm.  1840.  16, 

1 Rdr.  30  8k.  (Tafeln  über  mathematische  Gegenstände,  herausg. 
von  E,  A.  Björkman.  lu  zwei  Thcilen.  Erster  Theil.  Logaritbnu- 
sche  und  trigonometrische  Tafeln). 

Populationistik  od er  Bevö I k erungswissenschaft  von 
Ch.  Hcrnoulli , Professor  zu  Basel.  Erste  Hälfte.  Allge- 
meine Bevölkeruugssta  tistikoderV  erbiltnisseder  Lebe  n- 
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den.  Gehörnen;  Verehelichten  und  Sterbenden.  Olm  1840. 
8.  t Tlilr.  21  girr. 

(Gehört  der  Politischen  Arithmetik  wegen  hierher.) 


Geometrie. 


Kurlids  Elemente  fünfzehn  Bücher,  aus  deinGriechi- 
schen  übersetzt  von  J.  F.  Lorenz.  Aufs  neue  herausge- 
gehen  nebst  einem  Anhänge  von  M.  C.  Hippe.  Sechste 
verbesserte  Ausgabe.  Halle  1840.  8.  1 Tlilr.  8 ggr. 

The  Elements  of  Euclid:  viz.  the  first  six  Books, 
together  with  the  Eleventh  and  Twclfth.  Printed  with  a 
few  Variations,  and  additional  References,  from  the 
Text  of  II.  Simto» , M.  I).  t'urefully  corrected  by  S.  May- 
nartl.  New  edit.  18.  6s.  bound. 

The  Elements  of  Euclid:  the  first  six  Books  and  the 
Eleventh  and  Twclfth.  Edited.  in  the  Symbolical  Form, 
by  It.  II lakelock,  M.  A.  18.  6s.  6d.  hoards;  7s.  bound. 

The  first  six  Books  of  the  Elements  of  Euclid,  with 
a Commentary  and  Geomctrical  Exercises.  To  which  are 
annexed  aTreatise  on  sol  i d Geo  mctry  , and  short  Essays 
on  the  Ancient  Geomctrical  Analysis,  and  the  Tbeory 
of  Transversals.  For  the  use  of  Schools  aud  Uni- 
versities.  By  IJionyiius  Larduer , LL.  D.  7th.  edit.  8.  7s. 
hoards. 

Euclidis  Proportions  lära  med  für  klarin  gar;  ut  gif  weg 
a f P.  N.  E k m a n . Docena  i Mathematiken  w i d Up s a Ta  ü n i- 
versitet.  Stockholm  1840.  8.  16  Sk.  (Euclids  Proportions- 

lehre mit  Erklärungen;  herausgegebcn  von  P.  N.  Ekmau,  Docent  der 
Math,  an  der  Uuiv.  zu  Upsala). 

Lehrbuch  der  Geometrie  als  Leitfaden  beim  Unter- 
richte an  hohem  Bürgerschulen  uud  ähnlichen  Lehran- 
stalten, von  H'.  Mink,  Lehrer  der  Mathematik  an  der  hohem 
Stadtschule  zu  Krefeld.  Crefeld  18-40.  20  ggr. 

Ein  für  seinen  Zweck  sich  recht  wohl  eignendes  elementares 
Lehrbuch,  welches  übrigens,  was  der  Titel  unerwähnt  lässt,  auch 
die  Elemente  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  enthält. 

Lehrbuch  der  Geometrie  für  technische  Lehranstal- 
ten und  Gymnasien  von  II.  Rose.  Erster  Theil.  Uie  ebene 
Geometrie.  Nürnberg  1840.  8.  1 Thlr.  6 ggr. 
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System  der  Geometrie.  Lehrbuch  für  akademische 
Vorträge  und  höhere  Unterrichts  - An  stal  ten  v on  Dr.  A. 
Arneth.  Von  den  geraden  Linien  in  der  Ebene.  Erste 
und  zweite  Abtheilung.  Stuttgart  1840.  8.  1 Thlr.  6 ggr. 

Hauptsächlich  den  Ansichten  von  Schweins  folgend  beabsich- 
tigt der  Verf.  ein  vollständiges  System  der  Geometrie  zu  liefern, 
klmdet  dieselbe  aber  gleich  vom  Anfänge  an  in  ein  rechnendes  Ge- 
wand, wodurch  freilich  ihr  schöner  synthetischer  Character  ganz  ver- 
loren geht,  wenn  auch  auf  der  andern  Seite  nicht  zu  leugnen  ist, 
dass  durch  den  von  dem  .Verf.  betretenen  Weg  allerdings  eine  Ver- 
einfachung des  Systems  erreicht  wird. 

Geometrische  Ontersuchungen  zur  Theorie  der  Pa- 
rallcllinien  von  N.  Lobatschewsky.  Berlin  1840.  12  ggr. 

Anleitung  zur  Auflösung  geometrischer  A ufguben 
von  Dr.  Ch.  Nagel.  Olm.  1840.  10  ggr. 

Geber  die  symmetrischen  Kreisvielecke  von  ungera- 
der Seitenzahl  von  J.  H.  T.  Müller.  Gotha  1840.  4.  0 ggr. 

Eine  sehr  lesenswerthe  Abhandlung. 

Betrachtungen  über  verschiedene  Gegenstände  der 
neueren  Geometrie  von  C.  T.  Anger,  Professor  am  Gym- 
nasium und  Direktor  der  Königlichen  Gewerbeschule 
zu  Danzig.  Erstes  Heft.  Einleitung.  Theorie  der  Aebn- 
lichk eitspu n k te.  Danzig  1830.  4.  8 ggr. 

Der  Gedanke,  welchem  diese  Schrift  ihre  Entstehung  verdankt, 
kann  ein  sehr  glücklicher  genannt  werden.  Herr  Professor  und  Di- 
rector  Anger  in  Danzig  beabsichtigt  nämlich,  in  einzelnen  nach 
und  nach  erscheinenden  Heften  verschiedene  Gegenstände  der  soge- 
nannten neuern  Geometrie  auf  eine  möglichst  elementare  Weise  zu 
behandeln,  und  so  die  merkwürdigen  Entdeckungen  von  Gergonne, 
Poncelet,  Steiner  u.  A.  einem  grossem  Publicum  auf  möglichst 
leichte  Art  zugänglich  zu  machen,  wodurch  Herr  Professor  Anger 
sich  unstreitig  ein  wesentliches  Verdienst  um  die  grössere  Verbrei- 
tung dieses  schönen  Theils  der  Mathematik , und  dessen  sehr  zu 
wünschende  Einführung  in  den  geometrischen  Elementarunterricht 
erwerben  wird.  Zweckmässig  würden  wir  übrigens  die  völlige 
Ausschliessung  der  Anwendung  der  Lehren  der  analytischen  Geo- 
metrie aus  diesen  Heften  finden , deren  schnelles  Aufeinanderfolgen 
jedenfalls  sehr  wünsebenswerth  ist 

Lefebure  de  Fourcy:  Leqons  de  Gdometrie  unaly- 
tique.  4.  ödit.  8.  2 Thlr.  21  ggr. 

Analytische  Geometrie  im  Raum,  enthaltend  dieFlä- 
chen  zweiter  Ord nun g,  nebst  der  allgemeinen  Theorie 
der  krummen  Flächen  und  der  Linien  von  doppelter 
Krümmung  von  C.  F.  A.  Leroy , übersetzt  nach  der  zwei- 
ten, verbesserten  und  vermehrten  Auflage  von  E.  F. 
Kauffmann.  Stuttgart  1840.  1 Thlr.  9 ggr. 

In  Nr.408.  der  astronomischen  Nachrichten (Bd,17.S.374). 
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befindet  sieb  ein  büchst  lesenswerter  Aufsatz  des  Herrn  S.  Lö- 
wenstern  Uber  die  Transformation  der  rechtwinkligen 
Co  vrdi  nuten . welcher  den  Zweck  hot,  das  Auflinden  der  übuck- 
sten  Transformationen  der  rechtwinkligen  Coordinateu  zu  erleichtern. 


Praktische  Geometrie. 


Francoeur:  Gdo  desie,  on  truitd  de  lafiguredc  la terre 
et  de  ses  parties.  2.  edit.  8.  2 Thlr.  21  ggr, 

Clerc:  Kssai  sur  les  elemens  de  la  pratique  des levers 
topographiques.  1.  volume.  8.  ö Thlr. 

Duhousset:  Application  de  la  gdomdtrie  ä la  topogra- 
phie.  2.  ddit.  Paris.  8.  10  Fr. 

An  Introduction  to  Mensuration  and  Practical  Geometry:  with 
Notes,  containing  the  Reason  of  every  Rule.  By  J.  Bo  nny  cnstle, 
late  Professor  of  Matliematics  in  tbc  Roval  Military  Academy,  IVool- 
wich.  18.  edit.  corrected  and  improved  by  S.  Maynard.  4s.  6d. 
bound. 

In  Nr.410  der  astronomischen  Nachrichten  (Bd. 18.  S.26.) 
befindet  sich  ein  Aufsatz  des  Herausgebers  dieses  Archivs:  Bemer- 
kungen über  trigonometrische  Nivellements,  insbeson- 
dere über  die  terrestrische  Strahlenbrechung,  von  Dr. 
J.A.Gruncrt,  in  welchem  dcrV'ersuch  gemacht  wird,  eine  Methode 
anzugeben,  mittelst  welcher  man  genauere  und  zuverlässigere  Be- 
stimmungen des  Coefficienten  der  terrestrischen  Strahlenbrechung 
erhalten  kann,  als  durch  die  bisherigen  Methoden. 

//.  L.  Smalian* , König).  Preuss.  Oberforstmeisters  etc. 
Baninhöhenmesser  nnd  einfaches  Verfahren  der  Baum- 
messung und  H o Izberech  nu  og  für  Forstmänner,  Bau- 
herrn und  Holzhändler.  Stralsund  1840.  12  ggr. 

Enthält  die  Beschreibung  eines  sehr  einfachen  Baumhühenmcs- 
sera,  der  zugleich  auch  als  Kreuzscbcibc  gebraucht  werden  kann, 
und  den  der  Herausgeber  aus  eigener  Keuntniss  und  nach  selbst 

femachtem  Gebrauche  empfehlen  kann.  Er  ist  in  der  Löfller'scken 
crlagshandiung  zu  Stralsund  für  den  sehr  geringen  Preis  von 
1 Thlr.  15Sgr.  zn  haben,  und  dürfte  selbst  ein  für  Schulen  instruc- 
tives,  sinnreich  eingerichtetes  Instrument  seyn.  Seine  Theorie  setzt 
nur  die  Lehre  von  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  voraus  und  der 
obigen  Beschreibung  wird  ein  Exemplar  auf  starkem  Kartenpapier 
beigegeben. 
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Trigonometrie. 


Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  und  Polygono- 
metrie  von  Fried ric h P ross,  Professo r der  Mathematik 
an  der  Königlichen  pol  v technischen  Schule  xu  Stutt- 
gart. 1840.  8.  1 Tblr.  6 ggr. 

Eine  recht  vollständige  uud  sehr  deutliche  Darstellung  der  ebe- 
nen Trigonometrie  und  Polygonometrie  mit  vielen  Anwendungen 
auf  Geodäsie  und  einer  grossen  Anzahl  vollständig  ausgerechneter 
numerischer  Beispiele,  die  zum  Theil  aus  wirklich  ausgeführten 
Messungen  entnommen  sind  , iu  welcher  Beziehung  daher  das  Buch 
insbesondere  Praktikern  empfohlen  zu  werden  verdient.  Die  gonio- 
metriseben  und  cyclometrischeu  Reihen  hat  der  Verf.  auch  aufge- 
nommen, dabei  aber  nie  die  Bedingungen  der  ('ouvergeuz  und  Di- 
vergenz berücksichtigt,  weshalb  die  Behandlung  dieser  wichtigen 
Lehre  keineswegs  dem  neuern  Zustande  der  Mathematik  und  den 
jetzigen  Anforderungen  entspricht.  Aber  auch  abgesehen  hiervon 
müssen  wir  den  auf  S.  56  und  57  gegebenen  Beweis  der  bekannten 
Reihen  für  sin  x und  cosj:  für  völlig  ungenügend  uud  verfehlt  er- 
klären. Von  der  Reihe 


e*  = 1 


x_ 

1 


1.2 


1.2.3 


die  als  aus  der  Analysis  bekannt  angenommen  wird,  ausgehend, 
zeigt  nämlich  der  Verf.,  dass  die  Ausdrücke 


e *V—\  _t_  e—xV—\ 
2 


und 


eA/-l  — c-aV-l 

2P=1  ’ 


die  er  der  Kürze  wegen  durch  M und  Ai  bezeichnet,  uud  die  Func- 
tionen cos  x und  sin  x gewisse  Eigenschaften,  wie  z.  B. 

M*  -+- A’*  = 1 und  cos  x*  -+-  sin  x'  = 1, 

ferner  M=\ , A'=0  für  jr=0,  und  cos.r  = l,  siu.r =0  für 
■*•=0,  mit  einander  gemein  haben,  und  schliesst  daun  auf  S.  57 
auf  folgende  Art: 

,,Die  Ausdrücke  M und  A'  haben  also  ganz  die  Eigenschaften 
von  cos oc  uud  sin^r,  woraus  demnach  folgt,  dass: 


eA/—\  -f-  e—  1 

= cos  x und 

eA/-l  — c-iV-i 

2 

2V^— 1 

Man  hat  also: 

X * X * 

*'  . 

S1D  JC  JC  — 

2.»  "**2.».4.S 

2. 3. 4.8. 0.7  

COS  X — 1 ■ 

2 2.3.4  2. 3. 4. 5. 6“* 

Daraus  aber,  dass  Functionen  gewisse  Eigenschaften  mit  ein- 
ander gemein  haben,  kann  man  doch  wohl  nicht  auf  ihre  Gleichheit 
im  Allgemeinen  scbliessen!  Solche  falsche  Schlüsse  verwirren  nur 
den  Anfänger  und  erzeugen  falsche  Begriffe. 
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Wir  können  nicht  umhin,  dem  Herrn  Verfasser  rücksichtlich 
der  Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen  die  weiter  unten  an- 
geführte Stelle  aus  einem  Briefe  des  leider  zu  früh  verstorbenen 
trefflichen  Abel  an  seinen  Lehrer,  deu  Professor  liolniboe  iu 
Christiunia  recht  dringend  an’s  Herz  zu  legen. 

ln  der  im  Eingänge  namhaft  gemachten  Rücksicht  wird  das 
Buch  nber  doch  Nutzen  stiften. 

Die  sphärische  Trigonometrie  in  analytischer  Dar- 
stellung nebst  einem  Au  hange  grössten  Thcils  neuer  go- 
niometriseber  Formeln  von  Carl  Breymaon.  Wien  1 810. 
8.  12  ggr. 

Die  Schrift  kann  Anfängern  wegen  ihrer  deutlichen  und  voll- 
ständigen Darstellung  empfohlen  werden.  Die  Lehre  vom  sphäri- 
schen Excess  hätte  der  Verf.  aber  doch  auch  aufnehmen  sollen,  da 
dieselbe  für  die  Geodäsie  so  höchst  wichtig  ist. 

(Die  trigonometrischen  Tafeln  s.  unter  Arithmetik.) 


Mechanik. 


De  inotu  corporum  libere  cadentium.  Purticuln  1. 
historiam  hujus  scientiae  continens.  Scripsit  Dr.  C.G.  A. 
Becker.  Vratislaviae  1840.  4.  8 ggr. 

Boucharlat:  Eldmcns  de  Mdcanique.  3.  ddit.  8.  3Thlr. 


Praktische  Mechanik. 


Die  Mechanik  oder  Anleitung  zur  praktischen  Ma- 
schinenkunde und  zur  Beurtheilung  und  Leitung  be- 
wegender Kräfte.  Aus  dem  Engl,  nach  Chambers  Erzie- 
h u ii gs-Cursus  übers,  vom  Professor  Dr.  Mensing.  Erfurt. 
Gr.  12.  12  ggr. 

Allgemeine  Maschinen-Encyclopädie,  im  Verein  mit 
G.  Al t miil  1 er  und  A.  B ur g (Pro ff.  am  po lyt.  I nst.  zu  Wien), 
Th.  Fischer  (Maschinenmeister)  und  M.  F.  Gätzschmann 
(Prof,  an  der  Bergakademie  in  Freiberg),  C.  G,  Hummel 
(Lector  an  der  polytechn.  Lehranstalt  in  Copenbagen), 
K.  Karinarsch  (Director  der  Ge  wer  lisch  ule  in  Hanover), 
F.  Reich  (Professor  an  der  Bergakademie  in  Freiherg), 
J.  Schneider  (Prof,  am  Coli.  Carol.  in  Braunschweig),  J. 
A.  Schubert  (Prof,  an  der  technischen  Bilduugsanstalt) 
und  E.  Weinlig  (Ingenieurlieutenant  in  Dresden),  Dr.  A. 
Weinlig  (in  Leipzig),  J.  Weisbach  (Prof,  an  der  Bergaka- 
demie in  Freiberg)  herausgegeben  von  Dr.  hl.  Ambr. 
Huhne.  Leipz.  1840.  8. 1.  u.  2,  Lief,  mit  Atlas  in  Folio  5Thlr.8ggr. 
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Von  diesem  Werke,  welches  für  praktische  Mechanik  wichtig 
zu  werden  verspricht,  sind  uns  bis  jetzt  zwei  Lieferungen  zngegan- 
gen,  die  schon  mehrere  sehr  ausführliche  und  lehrreiche  Artikel 
enthalten. 

Poncelet:  Introduction  ä la  mdcanique  industrielle 
physique.  2.  edit.  8.  2 Thlr.  lö  ggr. 

Lanz  et  Betancourt:  Essai  sur  la  coniposition  des 
machines.  3.  edit.  4.  6 Thlr. 

, D’Aubuisson  de  Voisins:  Trai  te  d’hydraulique  a 

l’usage  des  iDgenieurs.  2.  ddit.  Paris.  8.  9 Frcs. 

Piobert  et  Turdy:  Expdriences  sur  les  roues  hydrauliques 
a axe  vertical,  et  sur  l'ccoulement  de  l’eau.  8.  1 Thlr.  14  ggr. 

< 

Andraud:  I)e  l’air  comprime  et  dilatd  comme  motcur. 
Paris.  8.  3 Frcs. 

Urban  Jürgensens  allgemeine  Grundsätze  der  ge- 
nauen Zeitmessung  durch  Uhren  oder  Zusammenfassung 
der  Grundsätze  des  Uhrenbaues  zur  sorgfältigsten  Zeit- 
messung, mit  einem  Anhänge  versehen,  enthaltend  zwei 
Abhandlungen  über  die  Uhrmacherkunst  und  Beschrei- 
bung eines  sehr  genau  gehenden  >1  etal I tlicrm o meter s. 
Nach  der  zweiten  durch  Ludwig  Urban  Jürgcusen  be- 
sorgten und  vermehrten  Ausgabe  deutsch  bearbeitet. 
Leipzig  1840.  4.  3 Thlr.  12  ggr. 


Astronomie. 


Traitd  dllmentaire  de  Physique  cdleste,  ou  Precis 
d’Astronomie  thdorique  et  pratique,  servant  d’introduc- 
tion  a l’dtude  de  cette  Science,  par  O.  tle  PontfcoulmU. 
Our  rage,  destind  aux  personn  es  peu  versdesdans  l'dtude 
des  Sciences  mathematiques  T.  I.  II.  Paris  1840.  8.  4J  Thlr. 

Ein  gut  geschriebenes  populäres  Lehrbuch  der  Astronomie,  das 
nur  die  elementarsten  mathematischen  Kenntnisse  voraussetzt,  und 
für  die  Liebhaber  der  französischen  Literatur  eine  willkommene 
Erscheinung  seyn  wird,  da  cs  die  Uauptlehren  der  Astronomie  deut- 
lich und  ziemlich  vollständig  vorträgt.  Etwas  mehr  hätten  wir  je- 
doch in  einem  solchen  Buche  über  die  Fixsterne  zu  finden  geglaubt, 
denen  nur  das  bloss  drei  Seiten  lange  dreizehnte  Kapitel  gewidmet 
ist.  ln  Deutschland  besitzen  wir  schon  mehrere  sehr  vorzügliche 
Schriften  ähnlichen  Inhalts.  Dem  zweiten  Theilc  sind  einige  Noten 
mathematischen  Inhalts  über  die  Verwandlung  der  Rectascension  nnd 
Declination  in  Länge  und  Breite  nnd  umgekehrt , über  die  Parall- 
axenrechnung, über  die  Bestimmung  der  grössten  Mittelpunktsglei- 
chung der  Sonne  durch  Beobachtungen,  über  die  elliptische  Bcwc- 
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gütig1,  über  die  Berechnung  der  Planetenbahnen,  über  das  Gesetz 
der  allgemeinen  Gravitation , über  die  Werthe  der  Massen  der  Pla- 
neten, über  die  Gestalt  der  Erde,  über  die  Veränderung  der  Schwere 
und  der  Länge  des  Secundenpendels  beigefügt,  in  denen  wir  nichts 
Neues,  was  liier  einer  besondcrn  Mittheilung  wertb  wäre,  gefun- 
den haben. 

H andbok  i Pr  actiska  Astronomien  af  S.  A.  Lro  ns  trnn  d. 
Pörstu  Haftet.  Till  ledning  under  forel  äsn  in  ga  r n a wid 
det  högre  Militär- Lärowerket  pä  Marieberg.  Stockholm. 
1840.  8.  lKdr.  32  sk.  (Handbuch  der  praktischen  Astronomie 
von  S,  A.  Cronstrand.  Erstes  Heft.  Zum  Leitfaden  bei  den  Vorle- 
sungen an  der  hohem  Militärunterrichtsanstalt  auf  Marieberg). 

Jahrbuch  für  1840.  Herausgegeben  von  if.  C.  Schu- 
macher, mit  Beiträgen  von  Settel,  Kr  man , Mir  Hier  und 
OU/ert.  Stuttgart  und  Tübingen.  1840.  8.  2 Thlr. 

Die  Einrichtung  des  astronomischen  Tbeils  dieses  Jahrbuchs 
kann  als  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Die  Aufsätze,  welche  die- 
ser Jabrgung  enthält,  sind  folgende: 

Leber  Maass  und  Gewicht  im  Allgemeinen  und  das  preussische 
Längenmnuss  im  Besonderen  von  F.  VV.  Beseel. 

Leber  die  Weltstellung  der  Körper  unseres  Sonnensystems  von 
M ä d 1 e r. 

Leber  die  neuern  Sternbilder  von  Olbers. 

Lntersurhungen  über  den  Einfluss  des  Monds  auf  die  Witte- 
rung von  Mädler. 

Leber  meteorologische  Beobachtungen  auf  einer  Seereise  um 
die  Erde  von  A.  Er  man. 

Besonders  machen  wir  auf  den  Aufsatz  von  Bessel  aufmerk- 
sam, in  welchem  ausführliche  Nachricht  über  die  Mnassregeln  er- 
theilt  wird,  welche  vor  kurzem  in  Preusscn  zur  Festsetzung 
der  Einheit  des  preussischeu  Längeomaasses  und  Behufs  der 
leichten  Erlangung  sehr  genauer  Copien  derselben  ergriffen 
worden  sind.  Leber  diesen  wichtigen  und  allgemein  interessanten 
Gegenstand  verbreitet  sich  auch  ein  Aufsatz  von  Bessel  in  den 
Astronomischen  Nachrichten.  Band  17.  Nr.  307. 

Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für  1842.  Berlin. 
1840.  8.  2 Thlr.  H>  ggr. 

Enthält  folgende  Abhandlungen: 

Leber  die  Einrichtung  des  Jahrbuchs.  Geographische  Lage  der 
Hauptsternwarten,  zusammengestellt  von  Dr.  \\  olt'ers. 

Leber  die  Vorausberechnung  der  Planetendurchgänge. 

Leber  zwei  nautische  Aufgaben.  1.  Berechnung  der  nautischen 
Aufgaben  nach  den  Grundsätzen  der  runden  Schifffahrt.  2.  Die  ge- 
wöhnlichen Methoden  der  Seefahrer  zur  Keduction  der  Monddistanzen. 

In  dem  letzten  Aufsatze  sind  fünf  verschiedene  Methoden  zur 
Reduction  der  Monddistanzen  zusammengestellt  und  bewiesen;  die 
beiden  ersten  sind  völlig  genau  , die  drei  letzten  sind  Näherungs- 
methoden. 

In  der  Hoffnung,  dass  vielen  Lesern,  die  dieses  treffliche  Jahr- 
buch nicht  besitzen,  dadurch  ein  angenehmer  Dienst  geleistet  wer- 
den wird,  wollen  wir  im  Folgenden  das  von  Herrn  Dr.  Wolfers  mit 
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grosser  Sorgfalt  und  kritischer  Genauigkeit  zusammengestellte  Ver- 
zeichniss der  Hauptsternwarten  nehst  ihrer  geographischen  Lage 
mittbeilen,  da  dies  die  Punkte  auf  der  Erdoberfläche  sind,  deren 
geographische  Positionen  gegenwärtig  als  am  genauesten  bestimmt 
angesehen  werden  können.  , 


Name  des  Orts. 


Geograph.  Breite 
-+-  nördlich 


Länge  v.  Berlin  in 
Zeit.  westlich  I 


Ost).  Länge 
von  Ferro 


— südlich 


— östlich 


in  Bogen. 


Abo  . 

+ 

60“ 

26' 

56", 

8 



04 

35' 

33", 

3 

39“ 

56' 

49", 

5 

Altona 

+ 

53 

32 

45, 

3 

0 

13 

48, 

9 

27 

36 

16, 

1 

Berlin 

4- 

52 

30 

16, 

0 

0 

0 

0 

31 

3 

30, 

0 

Bonn 

4- 

50 

44 

8, 

6 

0 

25 

8, 

5 

24 

46 

22 

5 

Bremen 

4- 

53 

4 

36, 

0 

-1- 

0 

18 

19, 

7 

26 

28 

34, 

5 

Breslau 

4- 

51 

6 

30, 

0 

0 

14 

34, 

4 

34 

42 

6, 

0 

Brüssel 

4- 

50 

51 

10, 

8 

0 

36 

7, 

0 

22 

l 

45, 

0 

Cambridge  . . . 

4- 

52 

12 

51, 

8 

-+- 

0 

53 

12, 

0 

17 

45 

30, 

0 

Christianin  . . . 

4- 

59 

54 

42, 

4 

0 

10 

35, 

7 

28 

24 

34, 

5 

Copenhugen  . . . 

4- 

55 

40 

0 

-4- 

0 

3 

16, 

3 

30 

14 

24, 

8 

Cracow 

4- 

50 

3 

50, 

0 

0 

26 

15, 

5 

37 

37 

22, 

5 

Dorpat 

4- 

58 

22 

47, 

1 

— 

0 

53 

19, 

5 

44 

23 

22. 

5 

Dublin 

4- 

53 

23 

13, 

« 

1 

18 

57, 

5 

11 

19 

5 

Edinburg  .... 

4- 

55 

5* 

•23. 

2 

-4- 

1 

6 

19, 

i 

14 

28 

43, 

5 

Florenz  

4- 

43 

46 

40, 

8 

-4- 

0 

8 

32, 

0 

28 

55 

30. 

0 

Gotha  ...... 

50 

56 

2 

-4- 

0 

10 

39, 

1 

28 

23 

43, 

5 

Güttingen  .... 

+ 

51 

31 

47. 

9 

-4- 

0 

13 

49, 

0 

27 

36 

15, 

0 

Green«  ich  .... 

4- 

51 

28 

39, 

0 

-4- 

0 

53 

35. 

5 

17 

39 

37, 

5 

11  um  bürg  .... 
Helsingtürs  . . . 

4- 

33 

33 

5, 

0 

-4- 

0 

13 

40. 

9 

27 

38 

16. 

5 

4- 

60 

9 

42, 

3 

0 

46 

16, 

0 

42 

37 

30. 

0 

Königsberg  . . . 
Krrinsmünster.  . 

4- 

54 

42 

50, 

4 

— 

0 

28 

25, 

0 

38 

9 

45, 

0 

4- 

48 

3 

24. 

0 

— 

0 

2 

56, 

9 

31 

47 

43, 

5 

Mannheim  .... 

4- 

49 

29 

13, 

7 

-4- 

0 

19 

44, 

1 

26 

,7 

28. 

5 

Marseille  .... 

4- 

43 

17 

49, 

0 

-4- 

0 

32 

6, 

9 

23 

2 

0, 

0 

Mailand 

4- 

45 

28 

0, 

7 

-4- 

0 

16 

49. 

2 

26 

51 

12. 

0 

München 

4- 

48 

8 

45, 

0 

-4- 

0 

7 

9, 

0 

29 

16 

15, 

0 

Neapel 

Nicoiajew  .... 

4- 

40 

51 

46. 

6 

0 

3 

24, 

8 

31 

54 

42, 

0 

4- 

46 

58 

20. 

6 

— 

1 

14 

19. 

6 

49 

38 

24, 

0 

4- 

45 

24 

2, 

0 

-4- 

0 

6 

5, 

7 

29 

32 

4, 

5 

Palermo 

4- 

38 

6 

44, 

0 

-4- 

0 

0 

9, 

9 

31 

1 

1, 

5 

Parumattu  .... 

— 

33 

48 

49, 

8 

9 

10 

30, 

8 

168 

41 

12, 

0 

Paris 

4- 

48 

50 

13, 

0 

-4- 

0 

44 

11, 

0 

20 

0 

o, 

0 

Petersburg  . . . 

4- 

59 

56 

31. 

0 

1 

7 

44, 

0 

47 

59 

30, 

0 

Pulkuwn 

4- 

59 

46 

18, 

0 

— 

1 

7 

49, 

2 

48 

0 

48, 

0 

Prag  

4- 

30 

5 

18, 

5 

— 

0 

4 

9, 

3 

32 

5 

49, 

5 

Rom 

+ 

41 

53 

54, 

0 

-4- 

0 

3 

40, 

8 

30 

S 

18, 

0 

Speyer  

+ 

49 

18 

55, 

2 

4” 

0 

19 

49, 

0 

26 

6 

15. 

0 

Stockholm  .... 

-4- 

59 

20 

31, 

0 

0 

18 

39, 

3 

35 

43 

19, 

5 

Turin 

4- 

45 

4 

6, 

0 

-4- 

0 

22 

47, 

I 

25 

21 

43. 

5 

Upsala 

4- 

59 

51 

50, 

0 

0 

16 

59, 

3 

35 

18 

19, 

5 

Vorgeh.  d.  g.  H.  . 

— 

33 

56 

3, 

0 

— 

0 

20 

19, 

5 

36 

8 

2*2 

5 

Warschau  .... 

4- 

52 

13 

1, 

0 

— 

tr 

30 

17, 

0 

38 

7 

45, 

0 

Wien 

4-48 

12 

0 

— 

0 

11 

56, 

4 

3-4 

2 

36, 

0 
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Jahrbach  der  K.  Sternwarte  bei  München  für  1840. 
Herausgegeben  von  J.  Lamont.  München.'  1840.  12.  1 Tblr. 

Astronomisches  Jahrbuch  für  physische  nnd  natur- 
historische  Himraelsforscher  und  Geologen  u.s.w.  Her- 
ausgegeben  von  Fr.  v.  P.  Oruithuiten,  ordentlichem  Prof, 
der  Astronomie  zu  München.  Drittes  Jahr.  München  1840. 
8.  2 Thlr.  16  ggr. 


Physik. 


Laml:  Cours  de  Physique  de  l’deole  polytechnique. 
2.  ödit.  3 Volum  cs.  6 Thlr.  10  ggr, 

Peyrd:  Cours  de  Physique.  2.ddit.  8.  4 Tlilr. 

C.  Despretz:  Traitd  dlcmentuire  dcPhysiquc.  6.  ödit. 
Bruxelles.  8.  3 Tblr.  6 ggr. 

Pouillet:  Eiemens  de  physique  expdrimentale  et  de 
mdtdorologie,  ouvrage  aaoptd  par  le  conseil  royal  de 
l’instruction  publique,  pour  l’e  nseignemcu  t de  ln  physi- 

3ue  duns  les  etablissemcns  de  l’universitd.  4.  ed.  Bruxelles. 
. 2 Thlr.  18  ggr. 

Becquerel:  Traite  expdrimcntal  de  l'dlectricitd  et  du 
mngndtisme,  et  de  leurs  phenomenes  u a t u r e I s.  T.  V. 
2.  Partie.  T.  VI.  1.  Partie.  12  Thlr. 

Matteucci:  Essai  sur  les  phdnomenes  dlectriques  des 
animaux.  8.  . 1 Thlr.  3 ggr. 

Dr.  G.  Delffs:  De  con*ditione  columnae  voltaicae 

electro  - statica.  Disscrtatiu  physico  - mathemutica.  Ki- 
liae.  4 ggr. 

Die  Galvanoplastik,  oder  das  Verfahren  cohärentes 
Kupfer  in  Platten  oder  nach  sonst  gegebenen  Formen, 
unmittelbar  aus  Kupferauflösungen,  auf  galvanischem 
Wege  zu  producireu.  Von  Dr.  M.  H.  Jncobi,  Kaiserl. 
Buss,  ilofrathe  u.s.w.  St.  Petersburg.  1840.  8.  1 Thlr. 

Einem  Jeden,  welcher  die  durch  Herrn  Hofrnth  M.  H.  Jacobi 
gemachte  höchst  wichtige  Erfindung  der  Galvanoplastik  genau  ken- 
nen zu  lernen  wünscht . kann  der  Herausgeber  diese  Schrift  aus 
voller  Uebcrzeugung  empfehlen.  Sie  ist  sehr  deutlich  verfasst,  und 
enthält  auch  , gewissermassen  als  Einleitung  für  weniger  mit  der 
Physik  und  Chemie  bekannte  Leser,  eine  Darstellung  der  Lehre  vom 
Gulvanismns,  welches  der  sehr  zu  wünschenden  weitern  und  allge- 
meinem Verbreitung  derselben  gewiss  sehr  förderlich  seyn  wird. 
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Atlas  des  Erdmagnetismus  nach  den  Elementen  der 
Theorie  entworfeu.  Herausgegeben  von  C.  F.  Gauss  und 
W.  Weber.  Leipzig.  1840.  4.  3 Tblr.  8 ggr. 

Dieses  wirblige  Werk  enthält  eine  Reibe  magnetischer  Karten, 
die  durch  Herrn  Professor  Wilhelm  Weber  und  Herrn  Dactor 
Goldschmidt  allein  nach  der  von  Gauss  im  dritten  Jahrgänge 
der  Resultate  des  mngnetisrhen  Vereins  bekannt  gemachten  Allge- 
meinen Theorie  des  Erdmagnetismus  entworfen  worden  sind.  Die 
Anzahl  der  Karten  ist  18. 

Theorie  der  Wolken  oder  Nepbeleologic  nach  ihrem 
neuesten  Standpunkte  bearbeitet.  Voo  Anton  Gundin- 
gcr.  Wien.  1840.  8.  12  ggr. 

Enthält  eine  populäre  Darstellung  der  bekanntenTkeorie  derWolken. 

Ueber  die  nicht  periodischen  Aenderungen  der  Tem- 
peraturvertheilung  auf  der  Oberfläche  der  Erde  in  dem 
Zeiträume  von  1789  bis  1838.  Eine  in  der  Akademie  der 
Wissenschaften  gelesene  Abhandlung  von  H.  IV.  Dort, 
Mitgliede  der  Akademien  der  Wissenschaften  zu  Berlin 
u.  s.  w.  Berlin  1840.  4.  2 Thlr. 

Wichtig  für  die  Meteorologie. 

Garnier:  Traitd  de  Mdtdorologie  ou  physique  du 

glohe.  2 Vols.  8.  4 Thlr. 

Peltier:  Meteorologie.  Observations  sur  la  forma- 
tion  des  trombes.  Paris.  8.  8 Frcs. 

H.  Lecoq:  Elements  de  gdographie,  physique  et  de 
mdteorologie,  edition  beige  pur  J.  W.  Schmitz.  Bruxel- 
les. 8.  3 Thlr.  18  ggr. 

Voyage  autour  du  monde  exdcntd  pendant  lesanndes 
1836  et  1837  sur  la  enrvette  la  Bonite  commandee  par 
Vaillant.  0 bser vatio  ns  mdtdoro logiques.  8.  6 Thlr. 

L.  F.  Wartmann:  Memoire  sur  les  dtoiles  filantes 

observdes  ä Geneve,  duns  la  nnit  du  10  au  11  aoüt  1838. 
Bruxelles.  8.  16  ggr. 

Arago's  Unterhaltungen  aus  dem  Gebiete  der  Natur- 
kunde. 4.  Theil.  Aus  dem  Franz,  von  Dr.  C.  F.  Grieb. 
Stuttgart.  1840.  1 Thlr.  18  ggr. 

Ueber  die  Berechnung  der  beiWägungen  vorkommenden 
Reductionen,von  Etattrat  h Schumacher.  Hamb.  1838.  4.  16  ggr. 

Diese  den  wissenschaftlichen  Theil  des  Jahresberichts  der  mathe- 
matischen Gesellschaft  zu  Hamburg  fiir  1837  bis  1839  bildende  Ab- 
handlung scheint  erst  jetzt  in  den  Buchhandel  gekommen  zu  sein, 
weshalb  wir  hier  auf  dieselbe  wegen  ihres  höchst  lehrreichen  Inhalts 
besonders  aufmerksam  machen.  Alles  was  bei  der  Ausführung  ge- 
nauer Wägungen  dem  Physiker  und  Chemiker  zu  wissen  nötbig  ist, 
findet  er  nebst  zwölf  Hiillstafeln  zur  Erleichterung  der  auszuführen- 
den Rechnungen  in  dieser  trefflichen  Abhandlung  beisammen.  - 
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I 

Vermischte  Schriften. 


OeuvreB  complhtes  de  A.  H.  Abel,  Mathdmaticieu, 
avec  des  notes  et  döveloppcments,  rddigdes  par  ordre 
du  Jloi  par  R.  Holmboe,  professeur  de  mathdmatiqucs  ä 
l'universitd  de  Christiania,  ete.  Tome  premier,  conteuant 
lcs  oeuvrea  de  l’auteur  qui  out  ete  publides  auparavant. 
Tome  second,  contenant  les  oeuvres  de  l’anteur  qui 
a’ont  pas  dtd  publides  auparavant.  Christiania.  1839. 
4.  16  Tlilr.  16  ggr. 

Dieses  Werk  gehört  unstreitig  zu  den  wichtigsten  Erzeugnissen 
der  neuern  mathematischen  Literatur,  und  alle  Mathematiker  sind 
Seiner  Majestät  dem  Könige  von  Schweden  zu  dem  wärmsten  Danke 
verpflichtet,  dass  Er  den  Herrn  Professor  Holmboe  zu  Christiania, 
durch  welchen,  was  gewiss  hier  besonders  bemerkt  und  hervor- 
gehoben zu  werden  verdient,  Abel  zuerst  auf  die  Laufbahn,  die 
er  nachher  mit  so  grossem  Ruhme  verfolgt  hat,  geführt  worden  ist, 
in  den  Stand  gesetzt  hut,  die  Arbeiten  "eines  der  ersten  Mathema- 
tiker der  neuern  Zeit  zu  sammeln , Und  in  einer  ihrem  trefflichen 
Inhalte  völlig  entsprechenden  äussern  Gestalt  der  gelehrten  Welt 
vor  Augen  zu  legen,  eine  Aufgabe,  welcher  sich  Herr  Professor 
Holmboe  mit  einer  Liebe  and  Sorgfalt  entledigt  hat,  die  der 
grössten  und  wärmsten  Anerkennung  werlh  ist. 

Der  erste  Theil  enthält,  wie  schon  der  Titel  besagt,  lauter 
Abhandlungen,  die  schon  früher,  tlieils  in  dem  Crelle’schen 
Journal,  Theil  I — IV,  theils  in  Nr.  138  und  147  der  Astrono- 
mischen Nachrichten  abgedruckt  worden  sind;  alle  sind  aber 
hier  von  dem  Herrn  Herausgeber  in  französischer  Sprache  geliefert 
worden,  wodurch  sich  derselbe  um  die  .grössere  und  allgemeinere 
Verbreitung  dieser  wichtigen  Schriften  ein  wesentliches  Verdienst 
erworben  hat.  Ausserdem  sind  in  diesem  ersten  Tlieile  noch  Nach- 
richten Uber  Abels  Leben  enthalten,  die  sich  zum  Theil  auch 
schon  in  Crcllc’s  Journal,  Tbeil  IV.  S.  402  finden,  und  daher 
hier  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  können.  Bemerken  wollen 
wir  jedoch,  dass  Herr  Professor  Holmboe  einen  an  diesem  Orte 
sich  findenden  Irrthum  jetzt  berichtigt.  A.  a.  0.  wird  nämJich  der 
25.  August  1802  als  Abels  Geburtstag  angegeben,  welches  aber 
nach  des  Herrn  Professor  Holmboe  Angabe  dahin  zu  berichtigen 
ist,  dass  Abel  vielmehr  am  5.  August  1802  zu  Findöe  in  der 
Diöcese  Christiansand,  wo  sein  Vater  Soren  Georg  Abel  Predi- 
ger war,  das  Licht  der  Welt  erblickt  bat. 

Der  zweite  Theil  enthält,  mit  Ausnahme  einiger  wenigen,  die 
früher  in  dem  Magazin  for  Naturvidcn  skaberne  für  1823  und 
1825,  in  Det  kongelige  norske  Videnskabersselskabs 
Skritter.  Trondhjem.  1827.,  und  in  dem  5ten  und  fisten 
Theile  des  Crelleschen  Journals  erschienen  sind,  bis  jetzt  noch 
ungedruckte  Abhandlungen,  weshalb  wir  dessen  Inhalt  hier  voll- 
ständig aogeben  wollen : 

I.  Sur  les  maximums  et  minimumi  des  integrales  aux  dififd- 
rences. 

B*nd  I.  £ 
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II.  Sur  les  conditions  ndcesaaires  pour  que  l’intdgrale  finie 
d'une  fonction  de  plusieurs,  variables  et  de  leur  differences  suit 
integrable  etc. 

III.  De  la  fonction  — 


2(i)  ex- 


IV.  Les  fooctions  transcendantes  X(^),  -^(^5) 
primdes  pur  des  integrales  definies. 

V.  Snr  l’intdgrale  definie £ «**->  (1 — .*■)  (/^)  *.  dx. 

VI.  Sommation  de  la sdriey=:<p(o)  -f- <p(l)  . .r  -+-  y( 2)  .x’+... 
•+•  <p(«)  . .r",  n dtant  un  nombre  cntier  positif  fini  ou  infini  et  y>(») 
une  fonction  algdbrique  rationelle  de  m. 

VII.  L’integrale  finie  2i“  <f(.x)  exprimee  par  une  integrale  de- 
finie  simple. 

VIII.  Proprictds  remarquablcs  de  la  fonction  y = y(.r)  dd- 
terminde  par  rdquation  fy  . dy — tix  \/\(a  — y)(a,—  y)  («, — y) 
...  (a„ — y)j  =0,  fy  dtant  une  fonction  quclconque  de  y qui  ne 
devient  pas  zero  ou  infinie  lorsque  y = a.  tr,,  ...  a„. 

IX.  Sur  une  propridtd  remarquable  d’une  classe  tres  dtendue 
de  fonctions  transcendautes. 

X.  Extension  de  la  thdorie  prdcedcnte. 

XI.  Sur  la  comparnison  des  fonctions  transcendantes. 

XII.  Sur  les  fonctions  gdneratrices  et  (eure  determinantes. 

XIII.  Sur  quelques  integrales  definies. 

XIV.  Thdoric  d es  transcendantes  elliptiques. 

CAapitre  I.  Rdduction  de  Pintdgrale  j\ 
par  des  fonctions  algebriques. 

l*rmrf-r 

Rddnction  de  l’intdgrnle J 
Rdduction  de  Pintdgrale/J 

Cfmpitrt  II.  Rdduction  de  Pintdgrale  P»r  des  fonctions  lo- 

garitbmiques. 


Probleme  I.  Exprimer  l’intdgrale <lx  par  le  plus 
petit  nombre  possible  d’intdgrales  de  la  forme  /%r~ 


/ 


' (j —a)\/R' 

Probleme  II.  Trouver  les  condilions  nöccssaircs  pour  que 


1) . 


-4-  Hx  ■+■  k 

T 


VT«— A.log (jaZüft/A)- 


-+-...  -f-  fx  - 

Probleme  III.  Trouver  toutes  les  integrales  de  la  forme 
i*(t  t—  x)  dx  . . . 

J " — \sR — “ 1BI  pextvent  et  re  exprtmees  psr  la  fonctioo 

Probleme  IV.  Trouver  toutes  les  integrales  de  la  forme 

/j  l Je  dje 

(^Ij)  [77c  1U‘  PeuveDt  s’exprimer  pur  la  fonction  lo- 
garitbmique  A . log(ffi|^jg). 
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Chapitre  III.  Sur  une  relation  rcmarquable  qui  existe  eulre 
plusieurs  integrale*  de  la  forme 

/'dg-  /*,r-  <Lc  f dx 

l/Ä  v (j  — a)  l/^E 

Reductions  des  transcendantes  elliptiquea  de  troi- 
sieme  espece  per  rapport  au  parametrc.  Methode 
de  trouver  uue  infinite  de  formulea  de  rcductiun  pour 
lea  tranacendnotea  elliptiquea  de  la  troisieme  espece. 

XV.  Sur  la  rlsolution  algäbrique  des  öquations. 

§.  1.  Determination  de  la  forme  gdndrale  d’une  expreasioa  algd- 
brique. 

§.  2.  Determination  de  l’equation  la  moius  clevee  ä laqiielle  peut 
satisfaire  une  expreaaion  atgdbrique  donnde. 

§.  3.  Sur  la  forme  de  l’expression  algdbriquc  qui  peut  aotiafaire 
a uue  dquation  irrdductible  d’un  ddgre  ilonnr. 

XVI.  Demonstration  de  quelques  formulea  elliptiquea. 

XVII.  Methode  generale  de  trouver  des  fonctioua  d’une  seule 
quautite  variable  lorsqu’une  propridtd  de  ces  fonctions  est  exprimäe 
par  une  equution  entre  deux  variables  inddpendantes. 

XVIII.  Rdsolution  de  quelques  problemea  a l'aide  d’integrales 
ddfinies. 

1.  F.a  valeur  de  l’expression  <p(x-\-y\/ — I )-{-rp[x — y \/ — 1), 
2.  I.es  nombrea  de  Hernoulli  exprimds  par  des  integrales  dd- 
finies, d’ou  l’ou  u ensuite  ddduit  l’expression  de  l’intdgrale 
linie  •S’ipj.z-l. 

XIX.  Sur  l’equation  differentielle  dy—(p-\-qy-\-ry"‘)dx  oil 
p,  q et  r sont  des  fonctions  de  x seul. 

XX.  Sur  l’dquntiou  differentielle  (y-\-*)dy-\-{p-\rqy-\~ry1)dx 

XXI.  Determination  d’une  fonction  au  moyeu  d’une  dquatiou 
qui  ne  contient  qu’uue  seule  variable. 

XXII.  Note  sur  la  fonction 


j*  JT* 

ipx= x-+-  jr  -f-  jr  -4- 


XXIII.  Kxlraits  de  quelque  lettrea  de  l’auteur  a Mr.  Grelle. 

XXIV.  Lettre  de  l’auteur  a Mr.  Legendre. 

XXV.  Kxtruits  de  quelques  lettrea  de  l’auteur  a l’dditeur.  No- 
tes et  developpements  de  l’dditeur. 

Für  jetzt  möge  diese  lnbaltsanzeige  des  vorliegenden  wichtigen 
Werks  genügen.  Jedoch  können  wir  nicht  umhin,  die  folgend« 
Stelle  aus  einem  unter  dem  16.  Januar  182(5  von  Berlin  aus  an  den 
Professor  Holm  ho e geschriebenen  Briefe  Abels  hier  auszuheben, 
weil  dieselbe  als  ein  gewiss  sehr  wahres  und  im  höchsten  Grade 
zu  beherzigendes  Crtheil  aus  dem  Munde  eines  der  ernten  Mathema- 
tiker der  neuern  Zeit  über  einen  der  wichtigsten  Theile  der  Ana- 
lysis die  grösste  Beachtung  verdient,  und  es  sehr  Notli  timt,  den- 
selben immer  besser  und  schärfer  zu  begründen,  obgleich  von  meh- 
reren neuern  Mathematikern  allerdings  schon  manches  Treffliche  in 
dieser  Beziehung  geleistet  wordeu  ist. 

Ueber  die  Lehre  von  den  unendlichen  Reiben  lässt  sieb  näm- 
lich Abel  auf  folgende  Art  aus: 

2* 


Digitized  by  Google 


20 


Les  sdries  divergentes  sunt  en  gdndral  quelquc  chose  de  bieo 
fatal,  et  c’est  une  Lunte  qu’on  se  aoit  avisd  d’y  fonder  aucune  de- 
monstration.  On  peut  ddmontrer  tnut  ce  qu’on  veut  en  les  em- 
ployant,  et  ce  sont  elleg  qui  ont  fait  tant  de  matheurs  et  qui  ont 
entante  tant  de  paradoxes.  I’eut-on  imaginer  rien  de  plus  korrible 
que  de  ddbitcr 

0 = 1 — 2*  -+-  3"  — 4"  etc. 

OÜ  n est  un  nomhre  entier  positif?  Kniin  mes  yeux  se  sont  des— 
sillds  d’une  maniere  frappante,  car  b l'exception  des  cas  les  plus 
simples,  par  exemple  les  sdries  gdometriques . il  ne  se  trouve  dans 
les  matbdmatiques  prcsque  aucune  sdrie  infinie  dont  U somme  est 
determinde  d’une  manierc  rigoureuse.  c’csLb-dire,  In  partic  la  plus 
essentielle  des  matbdmatiques  est  gans  fondement.  Pour  la  plus 
grande  partie  les  rdsultats  sont  justes,  il  est  vrai.  mais  c’est  la  une 
chose  bien  dtrunge.  Je  m’occupe  a en  cbercber  la  raison,  probleme 
tres  interessant.  Je  ne  crois  que  tu  pourras  me  proposer  qu'uti 
tres  petit  nombre  de  problemes  ou  de  thdoremes  contenant  des 
sdries  infinies,  b la  ddmoustration  desqucls  je  ne  pourrais  faire  des 
objections  bien  fonddes.  Fuis  cela,  et  je  te  repondrai.  Pas  mime 
la  formule  binöme  n’est  encore  rigoureusement  ddmontrde.  J’ai 
trouve  qu’on  a 

(l  -1-  ar)”  = 1 -+-  m x-\ j — 'T  "+"  ... 

pour  toutes  valeurs  de  »»,  lnrsque  x est  moindrc  que  l’nnitd.  Lors- 
que  x est  #gal  a -+-  1 , la  mime  formule  a lieu . mais  seuleineot  si 
m est  plus  grand  que  — 1,  et  lorsque  x est  dgal  a — 1,  In  formule 
n’a  lieu  que  pour  des  valeurs  positives  de  m.  Pour  toutes  les 
nutres  valeurs  de  .ret  de  m la  sdrie  1 -+-  m x -+-  etc.  est  divergente. 
Le  tbdorcme  de  Taylor,  base  de  tout  le  calcul  infinitesimal,  n’est 
pas  mieux  fonde.  Je  n’en  ai  trouve  qu’une  seule  ddmonstration 
rigoureuse,  et  celle  ci  est  de  Mr.  Caucby  dans  son  Rdsumd  de» 
leqons  sur  le  calcul  infinitesimal,  oü  il  a ddmoutrd  qu’on 
aura 

(fl 

<p(X'-\-a.)  = (px  -1- a . (p'x-h—  . <p"x -h  . .. 

tant  que  la  sdrie  est  convergente;  mais  on  l’emploie  a Pordinaire 
saus  faqon  dans  tous  les  cas. 

La  tlieorie,  des  sdries  infinies  en  gdndral  est  jusqu’a  present 
trbs  mal  fondde.  On  appliquc  aux  sdries  intinies  toutes  les  opern- 
tions,  commc  si  eiles  etaient  finies;  mais  cela  est-il  bien  permis? 
je  crois  que  non.  Oü  est  il  ddmontrd  qu’on  obtient  la  differentielle 
d'unc  Serie  infinie  en  en  prennnt  la  differentielle  de  ckaque  teruie? 
Rico  n’est  plus  facilc  que  de  douncr  des  cxemples  oü  ceia  n’est  pas 
juste;  par  exemple 

~ = sin  x — J sin  2.r  -+-  sin  3a;  — etc. ; 

en  diffdrentiaut  on  obtient 

| = cos  x — cos  Ix  cos  3x  — etc. 

rdsultat  tout  faux,  car  cette  sdrie  est  divergente. 

La  mime  cbose  a lieu  par  rapport  a la  multiplication  et  a la 
division  des  sdries  infinies.  J’ai  commencd  a examiner  les  regles 
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les  plus  importantes  qoi  (k  present)  sont  ordinairement  approuvdes 
a cet  egard , et  k montrer  en  qucls  cas  eiles  sont  justcs  uu  non. 
Cela  vu  assex  bien  et  m’intdresse  iniiniment. 

Die  Mittheilung  dieses  bemerkcnswerthen  Drtbeils  Ab  ela  über 
den  Zustand  des  grössten  Tbeils  der  Theorie  der  Reihen  geschieht 
hier  aus  einem  doppelten  Grunde:  eines  Theils,  weil  es  dein  Her- 
ausgeber dieses  Archivs  wie  aus  der  Seele  geschrieben  ist,  und 
derselbe  ganz  ähnliche  Ansichten  schon  in  mehreren  seiner  Schrif- 
ten, wie  z.  B.  in  der  Vorrede  zu  den  Elementen  der  ebenen, 
sphärischen  und  sphäroidischen  Trigonometrie.  Leip- 
zig. 1837.  geäussert  hat;  andern  Theils.  weil  nichts  mehr  als  diese 
Morte  Abels  geeignet  ist,  die  Ansichten  deutlich  zu  bezeichnen, 
welche  den  Herausgeber  bei  den  die  Lehre  von  den  Reihen  be- 
treuenden Artikeln  diesesArchivs  in  der  Folge  beständig  leiten  werden. 

* Beiträge  zur  reinen  und  angewandten  Mathematik 
von  J.  A.  Gruncrt.  Zweiter  Theil.  Brandenburg.  1840. 
4.  3 Th  Ir. 

Dieser  2te  Theil  enthält  die  folgenden  Abhandlungen: 

lieber  eine  Aufgabe  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten. 

Heber  die  Bestimmung  der  Brechungsverhältnisse. 

Analytische  Untersuchungen  über  die  continuirlichcn  Brüche. 
(Erste  Abtheilung). 

Völlig  elementarer  und  strenger  Beweis  des  Satzes  vom  Paral- 
lelogramme der  Kräfte  und  des  Gesetzes  des  Hebels. 

Bestimmung  der  Polhöbe,  der  Zeit  und  des  Azimuths  ohne  Uhr 
bloss  mittelst  eines  Azimuthnl-Thcodoliten. 

lieber  die  höliern  Differentiale  der  Kreisfunctionen. 

Nachtrag  zu  der  Abhandlung  über  die  Beschreibung  eines  Ke- 
gelschnitts durch  fünf  gegebene  Punkte,  und  über  die  Berechnung 
der  Bahnen  der  Doppeisterne.  (Tbl.  I.  S.  109). 

Elementare  Entwickelung  der  Theorie  des  einfachen  Pendels. 

Ueber  das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

Ueber  das  Problem  von  Douwcs. 

Bestimmung  der  Polhöhe  durch  das  Passageu-lnstrument. 

Ueber  die  Lehre  vom  Eiuschalten. 

J obres  - Berich  t der  Hamburger  Gesellschaft  zur  Ver- 
breitung mathematischer  Kenntnisse.  Vom  3.  März  1839 
bis  zum  3.  März  1840.  4. 

Enthält  als  wissenschaftlichen  Theil  die  beiden  folgenden  le- 
senswerthen  Aufsätze: 

Aufgabe.  Ein  gegebenes  hohles  Ellipsoid  ist  zum  Theil  mit 
einer  gegebenen  Masse  Wasser  gefüllt.  Es  soll  die  Gleichung  der 
Curvc  gefunden  werden,  in  welcher  die  Horizuntalebene  der  Ober- 
fläche des  Wassers  das  Ellipsoid  bei  jeder  beliebigen  Lage  desselben 
schneidet.  Der  Verfasser  hat  sich  nicht  genannt. 

Aufgabe.  Es  wird  eine  Reibe  vun  « + 1 Zahlen  gesucht, 
von  der  Eigenschaft,  dass,  wenn  sämmtlichc  Glieder  der  Reihe,  jedes 
Glied  für  sich,  quadrirt  werden,  jede  beliebige  Summe  der  quadrir- 
ten  Glieder  vom  ersten  Gliede,  inclusive  desselben  angerechnet,  wie- 
der eine  rationale  Quadratzabl  werde.  Von  Herrn  Hauptmann 
Wertbeim. 

Meinoircs  (nouveaux)  de  l’Academie  royale  des 
Sciences  et  belles-lettres  de  Bruxelles.  Tome  XII,  un 
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Dieser  neueste  Band  enthält  die  folgenden  mathematischen  und 
physikalischen  Abhandlungen: 

l’agani:  Memoire  sur  quelques  transformations  gdndrales. 

Quetelet:  Sur  la  longitude  de  l’Observatoire  ä Bruxelles. 

— Sur  I etat  du  magndtisme  terreatre. 

— Catalogue  des  principales  apparitions  d’etoiles  filantes. 

— Resumc  des  observntions  meteorologiques  et  des  observa- 
tions  sur  les  teupdrnturcs  de  la  terre,  faites  cn  1838,  ä l’obser- 
vatoire  de  Bruxelles. 

Grab uv:  Rüsuine  des  ohservations  meteorolugiques  faites  k 

Louvain  en  1838. 

Stink elers:  Ohservations  meteorologiques. 

Martens:  Mdmoirc  sur  la  pile  galvanique.  . 

Vermischte  Schriften  von  Friedrich  Theodor  Schu- 
bert. Neue  Folge.  Erster,  Z-weiter  und  Dritter  Band. 
Leipzig.  1840.  8. 

Die  Art  und  Weise,  wie  diese  Schriften  eines  verstorbenen  be- 
rühmten Mathematikers  und  Astronomen  verfasset  sind,  kann  aus 
den  früher  erschienenen  vier  Theilcn  derselben  als  hinreichend  be- 
kannt vorausgesetzt  werden.  Auch  die  jetzt  erschienenen  neuen 
drei  Theile  enthalten  in  klarer  und  fliessender  Sprache  geschriebene 
populäre  Aufsätze  über  Gegenstände  der  Astronomie  und  Physik, 
wie  z.  B.  über  die  Kometen;  über  das  Planetensystem;  über  die 
Fixsterne;  über  die  Milchstrasse;  über  die  Nebelflecke,  veränder- 
lichen Sterne,  neue  Sterne  und  die  Doppelsterue;  über  den  Kalen- 
der; über  den  Schall,  über  die  Blitzableiter  und  über  den  Schlaf. 
Dem  ersten  Theile  ist  das  Bildniss  des  Verfassers  beigegehen. 

Gebildete  Leser  werden  gewiss  auch  aus  diesen  wie  aus  den 
früher  erschienenen  Theilen  amnnigfaltigc  Belehrung  und  Unterhal- 
tung schöpfen  können. 

Für  Mathematiker,  namentlich  für  Lehrer  an  hohem  T'nterricbts- 
anstalten,  dürfte  insbesondere  der  im  dritten  Theile  befindliche,  vor- 
her absichtlich  noch  nicht  namhaft  gemachte  Aufsatz  „Geher  den 
„Nutzen  der  Matbemntik,  “ der  uns  manche  gute  nnd  pädago- 
gisch wichtige  Bemerkungen  zu  enthalten  scheint,  von  Interesse 
seyn.  Zur  Ergötzlicbkeit  unserer  Leser  führen  wir  aus  diesem  Auf- 
sätze an,  wie  sich  der  berühmte  Joseph  Scaliger,  voll  Neid  und 
Ingrimm  gegen  den  als  Mathematiker  besonders  \lurch  seinen  (Kom- 
mentar zu  den  Elementen  des  Enclides  berühmten  und  verdienten 
Jesuiten  Clavius,  dem  die  Verbesserung  des  Kalenders  aufgetrn- 
gen  war,  nach  welcher  Mcaligcru  selbst  gelüstet  hatte,  über  die- 
sen nnd  in  seinem  ungezügelten  Zorn  über  die  Mathematiker  über- 
haupt auslässt.  Seine  eignen  Worte  lauten  folgenderinnssen : ,,Pu- 
tabam  Clavitim  esse  aliquid:  il  est  conlit  en  mathdmatiqnes,  sed  nihil 
alind  seit.  Teuto  est,  bene  bibit.  Asinus  qui  praeter  Euclidem  nihil 
seit.  C’est  un  gros  ventre  d’Allemnnd.  Est  Germanus,  un  esprit  lourd 
et  patient;  et  tales  esse  debent  muthematici;  nraeelarum  ingenium  non 
potest  esse  magnus  mathematiens.“  Schubert  fügt  ganz  richtig 
hinzu:  „Solche  Angriffe  verdienen  keine  Widerlegung,  sie  be- 

schimpfen nur  den,  der  sie  macht.“ 
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II. 

Literarischer  Bericht. 


Geschichte  der  Mathematik. 


Id  den  Höllischen  Jahrbüchern  für  deutsche  Wissenschaft  und 
Kunst  1841.  Nr.  67.  findet  man  sehr  lesenswertbc  Erinnerungen 
an  B.  K.  Thibaut  von  A.  Tel  (kämpf. 

In  den  Blättern  aus  der  Gegenwart  für  nützliche  Unterhaltung 
und  wissenschaftliche  Belehrung  von  Diezmann.  1841.  Nr.  12. 
S.  113.  findet  man  interessante  a!üge  aus  Arago's  Leben,  beson- 
ders über  seine  Erlebnisse  auf  Mnjorcu  im  Jahre  1808  bei  Gelegen- 
heit seiner  Grndmessung. 

Nclla  solenue  inaugurazionn  della  statua  di  Galileo,  rimc  degli 
arendi  della  colonia  nlfea,  Offerte  in  omaggio  agli  scienziati  italiaui 
nel  lor  primo  congresso  in  Pisa  ncli’  ottobre  1839.  Pisa.  8. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


D.  P.  Hecht:  Lehrbuch  der  Arithm.  und  Geom.  Zum 
Gebrauche  hei  dem  Unterr.  an  den  Bergschulen.  Erster 
Cursus.  Gemeine  Arithm.  2te  Auflage.  Freiberg.  1841. 
8.  8 ggr. 

Lehrbuch  d er  Mathematik  nndPhysik  für  staats-  und 
landwirtschaftliche  Lehranstalten  und  Kameralisten 
überhaupt,  von  (J.  A.  Grunert.  Leipzig.  1841.  Erster 
Tlieil.  Erste  Abth.  Elemente  der  theoretischen  und  prak- 
tischen Arithmetik.  Zweite  Abth.  Politische  Arithmetik, 
gr.  8.  3 Tblr.  1 ggr. 

Baad  I.  3 
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Der  «weite  Tbeil  wird  in  zwei  Abtheilungen  die  Geometrie  mit 
Einschluss  der  Stereometrie,  die  ebene  Trigonometrie  und  die  Geo- 
däsie, der  dritte  ebenfalls  in  zwei  Atheilungen  die  Physik,  insbe- 
sondere auch  die  Meteorologie  enthalten. 

Le^ons  de  mathcmatiques.  Par  l’Abbd  Bordes.  Poris.  8. 

Cours  de  mathcmatiques  pures.  Par  N.  Didiez.  Paris.  4.  10  Fr. 

Le^ons  Clementaires  de  mathcmatiques,  comprenant  nrithmetiquc, 
algebre,  geometrie,  trigonometrie,  statique.  ParPoirrier.  2 Vol.  8. 

Elements  de  mathcmatiques  et  de  cosmograpfaie.  Par  Coince. 
8.  4 Fr. 

Cours  d’arithmdtique,  de  gdometrie  et  de  trigonometrie,  ä l’usage 
des  sous-ofüciers  du  corps  royal  de  l’artil lerie.  12.  Poris.  4 Fr. 

Cours  de  mathdmatiquea,  ä l’usage  de  l’ingenicur  civil.  Par 
Adhdmar  (Application  de  geomdtrie  descriptive.  Ombres).  8.  15  Fr. 

Corso  di  Matematica.  Di  Picardi.  Napoli.  1839.  8. 

Dizionario  dclle  scicnze  mntematichc  pure  ed  applicafe,  com- 
pilato  da  una  socicta  di  autichi  allievi  della  scuola  politccnica  di 
Parigi,  sotto  la  direzione  di  A.  S.  de  Montferricr.  Prima  ver- 
aione  italiana  con  numero.se  aggiunte  c corrczioni  del  dottor  Giu- 
seppe Gasbarri  e di  Giuseppe  Francois.  F'irenze.  1840.  8. 


Arithmetik. 


A.  Kummer:  Die  Zahlen  rech  n u n g in  Beispielen  und 
Aufgaben.  Für  Bürger-  und  Volksschulen  bearbeitet. 
2te  Au  fl.  Dresden.  l8i0.  8.  16  ggr. 

Eine  recht  sehr  zu  empfehlende,  äusserst  reichhaltige  Sammlung 
arithmetischer  Aufgaben  bis  zu  den  Propnrtionsrechnungen,  die  sich 
fast  immer  auf  eine  sehr  zweckmässige  Weise  an  naturwissen- 
schaftliche, historische,  geographische,  statistische,  technische  und 
andere  ähnliche  Gegenstände  unschlicssen , weshalb  wir  auf  diese 
gewiss  recht  sehr  beacht ungswerlhe  Sammlung  alle  Bürger-  und 
Volksschulen , so  wie  auch  die  Gymnasien  zum  Gebrauch  in  den 
untern  Klassen  besonders  aufmerksam  machen.  Die  Resultate  sind, 
was  auch  zweckmässig  ist,  von  den  Aufgaben  abgesondert  und  kön- 
nen in  ein  besonderes  lieft  gebunden  werden. 

Anweisung  zur  Berechnung  einer  Zahl,  in  Zeit  von 
einer  .Stunde  bis  auf  20  Ziffern,  als  Quadrat  oder  als 
Quadratwurzel,  als  Cubus  oder  als  Cubikwurzel,  sowohl 
in  Decimal-  als  Dundecimalzuhlen,  nebst  anderweitigen 
Vergleichungen  und  Beispielen.  Von  Dr.  J.  H.  Suhr.  Bremen. 
1840.  4.  10  ggr. 
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Man  stosse  sich  nicht  an  den  etwas  prunkenden  Titel.  Die 
kleine  Schrift  verdient  wohl  gelesen  zu  werden. 

Questions  in  Arithmetic,  comprising  Exnmples  in  all  the  Rules 
of  that  Science,  with  an  Appendix,  containing  Problems  in  those 
branchcs  of  Mechnnics  and  Hydrostatics  which  ore  required  for  the 
ordinär?  B.  A.  Degrce.  By  James  Harris.  Cambridge.  1840. 
12.  3 s.  6 d. 

Hotson’s  Principles  of  Arithmetic,  containing  n vnriety  of 
cxamples  for  Practicc.  Sccond  edition.  12.  4 s.  Camb.  1840. 

Hind’s  Principles  and  Practicc  ofArithmetic,  comprising  the  Natnre 
and  üse  of  Logarithmsetc.  Third  edition.  12.  4s.  6 d.  Camb.  1840. 

White’s  praeticnl  System  of  mental  Arithmetic;  or  a New  Me- 
tbod  ef  making  calcnlations  by  the  Action  of  a Tbougbt.  3d  Kdit. 
12.  3 s.  6 d.  bonnd. 

» 

A Manual  of  Logaritbms  and  Practiral  Mathematics  by  James 
Trotter.  Edinburgh.  1840.  12.  4 s.  6 d.  half-bound. 

Trattato  elementare  di  Aritmetira.  Edizione  seconda  messa  in 
un  nuovo  ordine  ad  uso  degli  allievi  de’  fratelli  delle  scuole  cri- 
stiane.  Torino.  1840.  12. 

M.  Rühlmann:  Logarith misch -trigon o metrische  und 
andere  nützliche  Tafeln.  Zunächst  für  Schüler  gewerb- 
licher Bildungsanstalten,  so  wie  für  praktische  Rechner 
überhaupt.  2te  Stereotyp- Ausgabe.  Dresden  u.  Leipzig. 
1840.  12.  12  ggr. 

Alle  Logarithmen  auf  ö Decimalen ; die  Logarithmen  der  Zahlen 
bis  10080;  die  Logarithmen  der  trigonometrischen  Linien  für  die 
Winkel  von  Minute  zu  Alinute;  überall  mit  Beifügung  der  Differen- 
zen. Natürliche  trigou.  Linien  von  10  zu  10  Aliuuten.  Länge  der 
Kreisbogen.  Tafeln  für  das  Höhenmessen  mit  dem  Barometer  von 
Gauss.  Specifische  Gewichte.  Trigonometrische  Formeln.  — Guter 
Druck  und  wohlfeiler  Preis  empfehlen  dieses  kleine  Buch  zu  dem 
beabsichtigten  Zwecke. 

Tables  of  the  Logarithms  of  numbers,  and  of  Sincs,  Tangents 
and  Secants,  to  six  Placcs  of  Decimals.  By  Edward  Ri  adle. 
8.  2 s.  6 d.  clotli. 

Memoire  relatif  a la  thenrie  des  nombres.  Loi  rdeiproque.  Par 
Brennecke.  Paris.  4. 

Whcwell’s  doctrine  of  Limits,  with  its  applications . namelr, 
the  first  three  seetfons  of  Newton,  conic  sections,  the  differential 
calculns.  Camb.  1841.  9 s. 

J.  A.  Arndt:  Beispiele  und  Aufgaben  aus  allen  Theilcn  der 
Arithmetik  und  Algebra.  Leipzig.  18i0.  8.  1 Thlr.  6 ggr. 

Ein  für  Lehrer  der  Mathematik  an  Gymnasien  etc.  recht  sehr 
zu  empfehlendes  Buch. 

3* 
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E.  Heis:  Sammlung  von  Beispielen  und  Aufgaben  aus 
der  allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra.  2teAufl.  Kolo. 
1840.  8.  1 Thlr. 

Diese  Sammlung  erstreckt  sieb  ungefähr  über  denselben  Kreis 
wie  Meier  Hirsch. 

A.  Hartrodt:  Lehrbuch  der  in  den  G y m n asial -Un te r- 
richt  gehörenden  allgemeinen  Arithmetik.  Leipzig.  1840. 
8.  21  ggr. 

Die  den  einzelnen  Abschnitten  beigefügten  L’ebungsbeispiele 
und  auch  die  ganze  Behandlung  empfehlen  dieses  Buch.  I eher  die 
Convrrgenz  der  Keilten  kommt  indess  nichts  nur  eioigerntassen 
Genügendes  vor.  und  Bemerkungen,  wie  z.  B.  die  auf  S.  209:  „Ob 
„einige  der  obigen  Binomiulformen  zur  annähernden  Berechnung 
„irgend  eines  bestimmten  Zahieuwerthcs  zu  gebrauchen,  müssen  die 
„Keilten  convergent  sein,  d.  h.  die  nachfolgenden  Glieder 
„immer  kleiner  und  kleiner  werden,”  wären  lieber  ganz  zu 

unterdrücken  gewesen,  da  z.  11.  die  Reihe  1,  y,  y,  J,  deren 

Glieder  auch  immer  kleiner  und  kleiner  werden,  bekanntlich  keine 
convergirende , sondern  vielmehr  eine  divergirende  Reihe  ist. 

P.  J.  E.  Finck  (Prof,  zu  Strassburg):  System  der  nie- 
der n und  hohem  Algebra  für  höhere  polytechnische  Lehr- 
anstalten. Leipzig.  1841.  8.  2 Thlr. 

Ein  sehr  gutes  Buch,  das  manche  auf  eigcnthümliche  Weise 
dargestcllle  Lehren  enthält.  6h  dasselbe  eiue  I'ebcrsetznng  aus 
dem  Französischen  ist,  ist  nicht  gesagt;  cs  scheint  aber  so,  insbe- 
sondere wenn  man  einige  Noten,  namentlich  die  auf  S.  245  vor- 
kommende am  Ende,  berücksichtigt.  Jedenfalls  war  das  Buch  einer 
Oehcrsetzung  wertli.  Eine  Sammlung  zweckmässiger  Leitungsauf- 
gaben ist  auch  beigegeben,  auf  S.  465  — 474. 

Mavcr  et  Choquct:  Traite  elementaire  d’algchrc.  3me  öd. 
Paris.  1 840.  8.  7 Fr.  50  c. 

Wood’s  Elements  of  Algebra  Eleventh  edition,  with  Notes, 
additional  Prupusitious  and  Kxamplcs  hy  Lund.  Cumb.  1841.  8. 
12  s.  ü d. 

H i it  d ’s  Iutroduction  tu  the  Elements  of  Algebra,  being  a Se- 
qucl  to  the  Principlcs  und  Pruclice  of  Arithmctic.  Cumb.  1810.  12.  5 s. 

The  Elements  of  Algebra,  designed  for  the  use  of  Schools. 
By  J.  II.  Cu  len  so.  2d  Ed.  London.  1840.  12.  7 s.  cloth. 

Elements  of  Algebra.  By  Robert  Wallace.  New  edition. 
London.  1840,  8.  2 s.  6 d.  cloth. 

Uall’s  (Rer.  J.  G.)  Elements  of  Algebra,  for  Schools  and  Col- 
leges. Lomi.  1840.  8.  6 s.  6 d. 

Elements  of  Algebra,  to  the  end  of  simple  equutioos,  for  the 
use  of  Hurrow  sebool,  1840.  12.  3 s.  6 d. 
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Wrirhfi  Supplement  to  Elementary  Algebra.  1840.  12  sew- 
rd.  2 s.  6 d. 

A.  van  Be  in  in  eien:  Lessen  oyer  de  Algebra  of  Stclkunst, 
ten  gebruikc  der  Latijnsche  Scbolen  en  Gymnasien.  Amsterdam. 
1840  8. 

Paal zo w:  Die  Gleichungen  des  dritten  Grades  mit 
einer  Unbekannten,  methodisch  abgehandelt.  Prenzlau. 
1841.  4.  (Programm  des  Gymnasiums  zu  l'renzlau  von  Ostern  1841 
von  dem  Director  des  Gymnasiums,  Herrn  Puulzow). 

M.  A.  Stern;  Leber  die  Auflösung  der  transcendcnten 
Gleichungen.  Eine  von  der  K.  Dänischen  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  gekrönte  Preisschrift.  (Besonders 
abgedr.  aus  Crelle’s  Journal  für  die  Mathcm.  Bd.  XXII.) 
Berlin.  1841.  4.  16  ggr. 

Schon  der  Umstand,  dass  dieser  Schrift  von  der  K.  Dänischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  der  Preis  zuerkannt  worden  ist, 
spricht  hinreichend  für  die  Wichtigkeit  der  dafiu  enthalteneu  Un- 
tersuchungen. 

Hymers’s  Treatise  on  the  Theory  of  algebraical  Equations. 
Second  edition.  Camb.  1840.  8.  9 s.  6 d. 

Sülle  equazioni  di  terzo  e quarto  grado,  memoria  di  Vittorio 
de  la  La sa.  Ad  uso  dei  geometri  pnncipianti.  Padova.  1840.  4. 

Nuovc  ricerche  sulla  risoluzione  generale  dellc  equazioni  alge- 
briche  del  p.  Girelamo  Bndano  carmelitano  scalzo  professore 
di  raatematica  nella  regia  universita  di  Genova.  Genova.  1840.  4. 

Sni  Prnblemi  di  Analisi  indeterminnta;  osservazioni  analiticbe 
dell’  abate  G.  A.  Longoni.  Illonza.  1840.  4. 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  zu  bestimm- 
te n Su mmc o aus  ein  er  od er  mehreren  beliebig  beschränk- 
ten Eiern  en  ten  - Reiben  nebst  ihrer  Anwendung  auf  Ana- 
lysis und  W ahr sch e i n I ich kei  ts- Rech nu ng  von  L.  Oettin- 
ger.  Preiburg.  1840.  16  ggr. 

Für  die  weitere  Ausbildung  der  combinatorischeu  Analysis  und 
für  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  wichtig. 

Dobson's  Illustration  of  the  Binomiat  Theorem.  Cambridge. 
1840.  4.  1 s.  6 d. 

Die  Hauptsätze  der  Differenzialrechnung  nach  einer 
neuen,  elementaren  Methode  dargestellt  von  J.  W.  Scbei- 
bert.  Berlin.  1840.  8.  16  ggr. 

Da  der  Vf.  die  grossen  Fortschritte,  welche  in  ucueslcr  Zeit  vor- 
züglich durch  Caucliy  und  Andere  in  Bezug  auf  die  schärfere  Begrün- 
dung der  Differenzialrechnung  gemacht  worden  sind,  gaBzignorirt,  ins- 
besondere auf  die  Bedingungen  der  Convergenz  und  Divergenz  der 


Digitized  by  Google 


28 


Reihen  auch  nicht  die  mindeste  Rücksicht  nimmt,  so  kann  dieses 
Buch  auf  einen  wissenschaftlichen  Werth  keinen  Anspruch  ma- 
chen. Auch  wissen  wir  nicht,  worin  die  neue  elementare  Me- 
thode, von  der  auf  dem  Titel  die  Rede  ist,  bestehen  soll,  da  von 
der  Entwickelung  einer  Function  in  eine  Reihe  nach  der  so  unge- 
nauen und  einer  (Jnzuhl  von  Zweifeln  unterliegenden  Methode  der 
unbestimmten  Coefticienten  ausgegangen  wird,  und  die  in  §.  I.  ge- 

« ebene  Erklärung  des  Differentials  im  Wesentlichen  ganz  mit  dem 
agrangc’schen  Begriffe  oder  vielmehr  dem.  welchen  Lacroix  in 
seinem  bekannten  grösseren  Werke  gebraucht,  zusammenfällt. 

Legons  de  calcul  diffdrentiel  et  de  calcul  integral, 
redigdes  d’apres  les  methodes  et  les  ouvrages  publies  ou 
inddits  de  M.  A.  L.  Caucliy.  Par  M.  l’Abbd  Moigno.  Tome  1. 
Calcul  diffdre ntiel.  Paris  1SA0.  8.  2 Thlr.  20  ggr. 

Wir  halten  dieses  Werk,  dessen  Zweck  durch  seinen  Titel  hin- 
reichend bezeichnet  wird,  für  eine  sehr  wichtige  und  sehr  zu  beach- 
tende Erscheinung  auf  dem  Gebiete  der  Literatur  der  hohem  Ana- 
lysis, weil  man  die  neuen  wichtigen  Untersuchungen  Cauchy’s,  vor- 
züglich über  die  schärfere  Begründung  der  höheren  Analysis  und 
ihrer  Anwendung  auf  die  Geometrie  im  Allgemeinen,  über  die  Con- 
vergenz  und  Divergenz  der  Reihen,  über  den  Rest  der  Taylor’schen 
und  Maclaurin'schen  Reihe,  über  die  Convcrgenz  der  Lagrange’schen 
Reibe  etc.  nirgends  so  vollständig  und  gehörig  systematisch  geord- 
net beisammen  findet,  als  in  diesem  Werke,  und  empfehlen  dasselbe 
daher  einem  Jeden  aus  vollster  Ueberzeugung,  wer  sich  über  diese 
neuen  wichtigen  Fortschritte  der  Wissenschaft  möglichst  vollständig 
zu  belehren  wünscht.  Freilich  aber  erfordert  das  Studium,  wenn 
mun  noch  nicht  an  diese  Betrachtungsweisen  gewöhnt  ist,  sondern 
sich  früher  immer  an  Lagrange  und  Lacroix  gehalten  hat,  Zeit, 
Ausdauer,  Anstrengung  uud  Mühe,  und  mit  der  Methode  der  unbe- 
stimmten Cocfficienteu , wie  z.  B.  in  der  vorigen  Schrift,  kommt 
man  freilich  kürzer  weg.  Wie  unberechenbar  gross  aber  der 
Vortheil  uud  der  Nutzen  ist,  welchen  das  sorgfältige  .Studium  eiues 
Werkes,  wie  z.  B.  das  des  Herrn  Moigno,  gewährt,  und  wie  gross 
die  Klarheit  ist.  zu  welcher  man  bei  gehöriger  Ausdauer  endlich 
gelangt,  wird  eiu  Jeder  an  sich  seihst  bestätigt  linden,  wenn  er 
nur  mit  Muth  und  Kraft  an’s  Werk  geht  und  nicht  ermüdet. 

Principes  de  ('Analyse  infinitesimale.  Par  Finck.  1 Fr.  50  c. 

Couruot:  Truite.  dlementaire  de  la  theoric  des  fonctions  et  du 
calcul  infinitesimal.  2 Yuls.  Paris.  1840.  8.  16  Fr. 

Lezioni  di  Introdnzioue  nl  calcolo  sublime  di  Gaspure  Mai- 
nardi.  Part.  I.  II.  Pavia.  1839. 

C.  Jiirgenscn:  Differential  og  Integral-Regning.  Copeubagen. 
18A0,  8. 

Memoire  sur  les  integrales  definics  Euleriennes,  et  sur  leur 
application  ä la  theoric  des  suites,  ainsi  qu’ä  l’evaluntion  des 
fonctions  de  grands  nombres.  Par  Bi  net.  Paris.  4. 
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Geometrie. 


F.  W.  Looff:  Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gymnasien 
und  höhere  B ür  ger  sch  ul  en.  2r  Cursus.  Stereometrie  und 
(ebene  u.  sphärische)  Trigonometrie.  Berlin.  1840.  8.  8 ggr. 

A.  Huberdt:  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  nebst 
vielen  Aufgaben  für  Gy  m n a sie n und  höhere  Bürger-  und 
Mi  I i tai  rsch  u len.  Berlin.  1841.  8.  1 Thlr. 

Besonders  durch  die  recht  zweckmässigen  Aufgaben  empfeh- 
lungswerth. 

Lehrbuch  der  Geometrie  von  K.  Snctl.  Leipzig.  1841. 
8.  1 Tb  Ir.  4 girr. 

Wir  können  den  Geist,  in  welchem  dieses  Wcrkchcn  geschrie- 
ben ist,  in  der  Kürze  nicht  besser  chnrakterisiren,  als  wenn  wir  es 
der  bekannten  Weise,  in  welcher  11.  K.  Thibuut  die  Elemente  der 
Mathematik  darzustellen  pflegte,  an  die  Seite  stellen.  Dass  der  Vf. 
diese  Methode  für  die  einzig  wahre  und  richtige  hält,  wollen  wir 
ihm  nicht  verarget),  obgleich  unsere  subjective  Ueberzcugung  eine 
völlig  verschiedene  ist,  und  empfehlen  auch  das  Buch  allen  denen, 
welchen  der  Weg  des  Euclidcs  nicht  zusngt,  recht  sehr,  da 
es  in  seiner  Art  gut  geschrieben  ist.  Gewundert  haben  wir  uns 
übrigens  ungemein,  dass  auf  einer  sächsischen  gelehrten  Schule  (der 
Verf.  ist  Lehrer  der  Mathematik  au  der  Kreuzscbule  zu  Dresden), 
auf  denen  ja  immer  das  Studium  der  Alten  mit  Recht  für  die  Grund- 
lage jeder  streng  wissenschaftlichen  Bildung  gegolten  hat,  und  auch 
die  Wissenschaften  in  deren  strengem  uud  sicheren  Geiste  behandelt 
und  vorgetragen  worden  sind,  die  Geometrie  in  einer  von  demsel- 
ben so  sehr  abweichenden  Weise  gelehrt  wird.  Wir  müssen  ollen 
bekennen,  dass  wir  dies  auf  einer  gelehrten  Schule  (auf  einer 
Renl-,  Gewerb-  oder  höheren  Bürgerschule  würde  sich  die  Sache 
anders  gestalten)  nach  unserer  lleberzeugung  für  keinen  Fort- 
schritt des  mathematischen  Unterrichts  halten , lassen  indess  gern 
dem  Vf.  seine  Ueberzcugung.  Eben  so  sehr  aber,  wie  wir  dies  zu 
thun  geneigt  sind,  hätten  wir  gewünscht,  dass  der  Vf.  in  der  Vorrede 
sich  etwas  milder  über  die  Anhänger  der  endidisehen  Methode  aus- 
gesprochen hätte,  indem  er  ja  nur  hätte  bedenken  sollen,  dass  z.  B. 
in  England  letztere  Methode  in  ihrer  strengsten  Form  ganz  allgemein 
und  ohne  alle  Ausnahme  für  die  allein  richtige  und  wahre  gehalten  wird 
und  auch  in  Deutschland  sehr  gewichtige  Natnen  unter  ihre  Anhänger 
zählt.  Ein  Mittelweg  scheint  uns  jedoch  auch  hier  der  beste  zu  sein  und 
hat  sich  uns  durch  langjährige  und  auf  sehr  verschiedenartigen  Lehran- 
stalten gemachte  Erfahrungen  für  die  Belebung  des  mathematischen 
Unterrichts  und  für  die  • — was  wir  hier  ausdrücklich  bemerken  — 
allgemeine  Anregung  aller  nur  cinigermasscn  befähigten  Schüler 
zu  mathematischen  Beschäftigungen  am  zweck  massigsten  erwiesen, 
womit  auch  sehr  viele  andere  erfahrene  Lehrer  iibemnstimmen.  Der 
von  dem  Vf.  in  der  Vorrede  angeregte  Erfolg.  dcnThibaut  durch 
seine  Vorlesungen  bewirkte  (wir  gehörten  im  Jahre  1817  selbst  zu 
seinen  Schülern),  war  allerdings  in  gewisser  Rücksicht  ein 
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sehr  grosser.  Derselbe  bestand  aber,  wie  wir  glauben,  vorzüglich 
in  der  Erweckung  des  Interesses  und  der  Liebe  tiir  die  elementaren 
Lebren  der  Mathematik  (wir  sprechen  hier  bloss  von  einem  elemen- 
taren Gegenstände,  und  fassen  daher  auch  nur  die  dabin  einschla- 
genden Vorlesungen  Thibaut's  in's  Auge)  bei  schon  in  den  Jah- 
ren ziemlich  vorgerückten  jungen  Männern,  vorzüglich  The  - 
ologen.  Juristen  u.  s.  w. , die  grösstcutheils  ohne  alle  strenge  ma- 
thematische Vorbildung  auf  die  Universität  kamen,  durch  eine  aller- 
dings höchst  ansprechende  und  in  jeder  Beziehung  wahrhaft  kunst- 
reiche Darstellung.  Auf  einer  gelehrten  Schule  aber,  wo  die 
Geistesgymnastik,  wenn  wir  so  sagen  dürfen,  der  eiozige  Zweck  ist, 
welchen  der  mathematische  Unterricht  zu  erreichen  suchen  und  im- 
mer vor  Augen  haben  muss,  möchte  nach  unserer  unmaassgeblichen 
Meinung  die  Sache  doch  eine  etwas  andere  Gestalt  annehmen. 

Cahiers  de  gdomdtric  elementaire,  pour  servir  de  complement 
au  Traitd  de  Legendre.  Par  Jules  Planche.  Paris.  8. 

Geometrie  elementaire  basee  sur  da  thdorie  des  inflniment  pe- 
tits.  Par  Pinck.  2e  edit.  in  8.  5 Fr. 

Gcometria  ad  uso  dellc  scuole  della  R.  Militarc  Accadcmia  di 
Sebastiano  Vassulli.  Edizione  seconda.  Torino.  1810.  8. 

Euclid’s  Elements,  Books  I.  to  VI.,  XI.,  XII.  bv  Simson.  New 
edition  by  Muynard.  18.  bound  6 s. ; 8.  bound  0 s.  6 d.  Lon- 
don 1839  et  1841. 

The  same,  in  the  symbolical  form,  by  Blakelock.  18.  bound 
6 s.  6 d.  Lond.  18-10. 

The  Elements  nf  Euclid,  viz  the  First  Six  Books,  together  with 
the  Eleventh  and  Twclfth.  By  William  Rutherford.  London. 
1840.  6 s.  bound. 

F.  Märker:  Theorie  der  Parallellinien.  Meiningen. 
1839.  8.  3 ggr. 

Diese  Ilerru  Prof.  Kries  in  Gotha  zur  Feier  seioes  fünfzigjäh- 
rigen Dienstjubiläums  gewidmete  SÜcbrift  wird  hier  angezcigt.  weil 
sie  jetzt  erst  iu  den  Buchhandel  gekommen  zu  sein  scheint.  Uebri- 
gens  bemerken  wir,  dass  eine  Beurtheilung  von  Tbeorieen  der 
Parallellinien  in  diesem  literarischen  Berichte  in  der  Regel  nicht 
gegeben  werdeu  wird . weil  dazu  eine  dessen  Zweck  nicht  entspre- 
chende zu  sehr  in’s  Detail  gebende  Kritik  erforderlich  sein  würde. 

Essai  sur  la  theoric  des  paralleles.  Par  Huuy.  Paris.  8. 

Betrachtungen  über  verschiedene  Gegenstände  der 
neueren  Geometrie  von  C.  T.  Anger.  Zweites  Heft.  (An- 
wendungen der  Theorie  der  Ae hnlichkeits punkte  auf 
die  merkwürdigen  Punkte  im  Dreiecke  und  die  Apol- 
lonischen Berührungs-Aufgaben.  Fortsetzung  der  all- 
gemeinen Betrachtungen).  Danzig.  1841.  4.  12  ggr. 

Wir  freuen  uns,  schon  jetzt  die  Fortsetzung  dieser  sehr  ver- 
dienstlichen Beiträge  zur  neueren  Geometrie  anzeigen  zu  können. 
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Qnadraturc  du  cercle  et  autres  decouvertes,  par  R.  le  Geay. 

Solution  geometriquc  et  rigoureuse  du  probleme  de  la  quadra- 
ture  du  cercle.  rdsolue  au  moyeo  de  la  gdomdtrie  elemeutaire. 
l'aris.  8. 

Saggio  di  ricerclie  sulla  Poligonometriu  analitica,  di  Pietro 
Calleguri.  lmola.  1839.  8. 

Hymcrs's  Treatise  on  conic  sections  and  tlie  application  of 
Algebra  to  Geomelry.  Second  cdition.  t'amb.  1840.  8.  7 s.  6 d. 

Quadratur»  dell’  Iperbola  e rettificazione  dclla  Parubola,  otte- 
nute  con  mezzi  elemcnturi  e con  furmoje  linite,  memoria  letta  all’ 
nteneo  di  Venezia  dal  dottorc  Pietro  Magrini.  Venezia.  1840.  8. 

Proprietä  principali  di  alcune  curve  trasccndenti,  esposte  da 
Teofrasto  Cerchi.  Milano.  1840. 

Curve  u quattro  centri,  ossia  ovali,  costruite  per  arebi  di  cer- 
ebio;  memoria  dell  dott.  Lorenzo  Tabacchi.  Padova.  1841.  8. 

Traitd  de  la  coupe  des  pierres.  ParAdh^mar.  2e  edit.  Poris.  8. 

Traite  des  ombres.  Par  Adbdmar.  Paris.  8.  20  Fr. 

H.  Simonis:  Application  de  lu  gdometrie  descriptive  ou  truitd 
des  ombres.  Gand.  1840.  4. 

. H.  Strootinan:  Keginselen  der  beschrijvende  Mcetkunst,  be- 
vattende  de  leerwijze  der  projectien,  de  oplossing  van  werkstukken 
betrekkelijk  de  regte  lijn,  bet  platte  vluk  en  den  bol,  beoevens 
eene  körte  verhandeiing  over  de  perspectief  en  de  sebaduwen.  Te 
Breda.  1840.  8. 

L.  S.  Kellner:  Den  beskrivende  (descriptive)  Geomctries  an- 
vendtc  Deel,  3die  Hefte.  Copeohageu.  1840.  8. 


Praktische  Geometrie. 


I.egons  primaires  d’agromdtric  ou  d'arpentage.  Par  G.  Gilliet 
Damitte.  2e  ddit. 

Cours  de  topograpbie  et  de  gdoddsie  du  corps  royal  d’etat-ma- 
jor.  Pur  Salneuve.  8.  8 Fr.  50  c. 

Journal  special  des  gdometres-arpeuteurs , redige  par  Boissiire. 
12.  Prix  annuel  12  Fr. 


Digitized  by  Google 


32 


Bai^me-pantonietre,  ou  Systeme  metrique  applique  a toutes  sur- 
faccs  ct  a tous  solides,  dcpuis  un  centimetre  jusqu’ä  10  metres. 
ParFautras.  Veudöme.  8. 

Geometrie  en  actio«,  ou  EUments  de  gdometrie  appliquee  aux 
arts.  Par  Barrl.  12.  Angers. 

Ergebnisse  der  trigonometriseben  Vermessungen  io 
der  Schweiz.  Nach  Befehl  der  Hohen  Tagsatzung  aus 
den  Protocollen  der  eidgenössischen  Triangulirung 
bearbeitet  und  herausgegeben  von  J.  Esch  manu,  Ober- 
lieutenant im  eidgenössischen  Oberstquartiermeister* 
stab.  Zürich  18-10.  4.  4 Thlr. 

Dieses  für  die  Geographie  der  Schweiz  wichtige  Werk  enthält 
die  Resultate  der  trigonometrischen  Messungen,  welche  in  den  letz- 
ten dreissig  Jahren  iu  der  Schweiz  angestellt  worden  sind.  Zuerst 
wird  eine  geschichtliche  Uebersicht  der  sämmtlichen  in  dem  ge- 
nannten Zeiträume  in  der  Schweiz  ««gestellten  trigonometrischen  Ver- 
messungen gegeben,  aus  welcher  sich  ergiebt,  dass  Trolles,  Fuhr, 
Stabshauptmauu  Pestalozzi,  Professor  Treclisel,  Frey,  Lüt- 
hardt,  Wagner,  Oberst  B uchwalder,  welcher  im  Juhre  1832  auf 
dem  Sentis  nach  einem  7tägigen  Aufenthalte  auf  diesem  Berge  vom 
Blitze  getroflen  und  sein  Gelnilfe  leider  das  Opfer  dieses  Ereignisses 
wurde,  Ingenieur  Sulzberger,  Lieutenant  Bruppacher,  Oster- 
wald, Professor  Hu  ber,  Oherstlieutenant  Merz,  die  Majore  v.  Saus- 
sure und  Delarageai,  Domherr  Bercbtold,  Hofrath  Horner, 
Mechanicug  Oeri,  Generalmajor  Finster,  die  Oberstquartiermeister 
W u rste m berger  und  Dutour,  so  wie  endlich  ganz  vorzüglich 
Oherlieutenant  Esch  mann  zu  verschiedenen  Zeiten  und  io  ver- 
schiedenem Grade  bei  diesem  grossen  Unternehmen  mitgewirkt  ha- 
ben. Daun  folgen  die  Original -Beobachtungen  der  Dreieckswinkei 
erster  Ordnung,  hierauf  die  Messung  der  Grundlinie  bei  Aarberg 
(im  Ganzen  nach  der  von  Scbumaclier  bei  der  Messung  der  Basis 
bei  Brunck  im  Jahre  1820  angewandten  Methode),  dann  das  ler- 
zeichniss  der  Dreiecke  erster  Ordnung,  dann  die  geographischen 
Ortsbestimmungen  der  Dreieckspunkte  erster  Ordnung,  dann  das 
Verzeichniss  der  Dreiecke  zweiter  Ordnung  mit  Einschluss  der  Be- 
stimmungen einiger  Punkte  dritter  Ordnung  und  der  gegenseitigen 
Azimuthc  der  Punkte  zweiter  Ordnung,  hierauf  das  Verzeichniss  der 
geographischen  Positionen  (mit  Einschluss  der  Höhe  über  dem 
Meere)  sämmtlicber  Punkte,  und  zuletzt  die  astronomischen  Beobach- 
tungen und  die  Hnhenbestimmungen , bei  denen  sich  auch  einige 
beachtenswertbe  Bemerkungen  über  die  terrestrische  Strahlenbre- 
chung finden.  Angehängt  ist  eine  schöne  Uebersirhtskarte  sämmt- 
licher  Messungen.  Der"  Anschluss  an  die  französischen  Dreiecke 
ergab  folgende  Vergleichung: 

Seite  Ramel  — Faux  d’Enson. 

Französische  Dreiecke  . r=  35907,22  Meter 
Schweizerische  Dreiecke  = 35997,27 
Unterschied  = 0,05 

Der  Anschluss  an  die  österreichischen  Dreiecke  ergab  folgende  Ver- 
gleicbungcu : 
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Seite  Pizzo  Porno  — Pizzo  Menone  di  Gino. 
Oesterreichische  Dreiecke  = 4-1572,77 
Schweizerische  Dreiecke  = 44572,12 
Unterschied  = 0,65 

Seite  Pizzo  Menone  di  Gino  — Monte  Legnone. 
Oesterreichische  Dreiecke  = 21124,67 
Schweizerische  Dreiecke  = 21121,54 
Unterschied  = 0,13 

Seite  Kumenberg  — Frastenzersnnd. 
Oesterreichische  Dreiecke  = 15985,23 
Schweizerische  Dreiecke  = 15995,81 
Unterschied  s=  0,58 
Seite  Frnstcnzersnnd  — Fundeikopf. 
Oesterreichische  Dreiecke  = 11957,95 
Schweizerische  Dreiecke  = 1 1959,94 

Unterschied  = 1,99  r 

Den  beiden  letzten  Angahen  ist  in  den  Oesterreichischen  Pro- 
tokollen die  Bemerkung  beigt-fügt,  dass  sich  die  definitive  Ausglei- 
chung der  österreichischen  Trinngulirung  noch  nicht  bis  an  diesen 
Theil  der  Provinz  Tyrul  ausgedehnt  habe. 

Aus  den  obigen  schonen  Uebcrciustimmungen  darf  allerdings 
der  Schluss  gezogen  werden,  dass  das  Dreiecksnetz  der  Schweiz 
allen  geographischen  Zwecken  vollkommen  genügt. 

au  bin  ml.  tib  *.v  .-«’ov.'  ■<;  •<  -«oijti  .Vtjiu!  -ii 


Trigonometrie. 


A.  Huberdt:  Elemente  der  ebenen  Trigonometrie 
nebst  jirokt  iseben  Aufgaben  für  Gymnasien  und  höhere 
Bürger-  und  Mi I i tair-Sch ulen.  Berlin.  1841.  6 ggr. 

Die  Anfnngsgründc  der  ebenen  und  sphärischen  Tri- 
gonometrie und  der  Kegelschnitte  für  Gymnasien  und 
Öberrealklassen  vonF.  J. Herr  mann.  Giessen.  1841.  8.  16 ggr. 

llymers's  Treatise  on  Trigonoraetry  plane  and  spherical,  and 
on  Trigooometrical  Tables  and  Logaritlims,  löget  her  with  a Se- 
lectiou  of  Problems  and  their  Solutions.  Secoud  edition.  Camb 
1841.  8 s.  6 d. 

Snowball’s  Plane  and  spherical  Trigonoraetry  together.  Fifth 
edition.  Camb.  1840.  8.  10  s.  6 d. 

Ilewitt’s  Problems  and  Theorems  in  Plane  Trigonomctry. 
Camb.  1840.  6 s. 

Trigonomctry,  and  its  Application  to  Astronomy,  Dialling,  and 
Trigonometrie«!  Survcying.  By  Richard  Abbatt.  New  Mition. 
8.  7 s neatly  bound  in  cl. 
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Elementerna  af  Pinna  Trigonometrien,  Utgifna  af  P.  N.  Ek- 
ain.  Docens  i Mathematiken  wid  Upsala  Uniwersitct.  Stockholm.  1 tisk. 

Grundlinier  litt  Plana  Trigonometrien  jemte  Ett  Försök  att  för- 
tydliga  Interpolations-Methoden  af  A.  0.  Ges  tri  n.  Stockholm.  8. 


Mechanik. 


W.  A.  Rügt:  Die  Mechanik  in  Anwendung  auf  Künste 
und  Gewerbe.  Erste  Abtheilung.  Mechanik  fester  Kör- 
per. Für  Praktiker  bearbeitet.  Berlin.  1840.  8.  IThlr.  12ggr. 

W.  VVhewell:  Elementar  - Lehrbuch  der  Mechanik. 
Zum  Gebruuch  für  technische  Lehranstalten.  Aus  dem 
Engl,  übersetzt  von  C.  B.  Schnuse.  Braunschweig  1841. 
1 Thlr.  16  ggr. 

Beide  vorhergehende  Schriften  haben  gleichen,  durch  ihre  Titel 
hinreichend  bezeichneten  Zweck,  und  erfüllen  denselben,  jedes  in 
seiner  Art,  recht  gut.  Dns  erste  fasst  jedoch  bloss  die  Anwendung 
auf  die  eigentliche  Maschinenlehre  in's  Auge;  das  zweite  berück- 
sichtigt daneben  auch  insbesondere  die  Anwendungen,  welche  die 
Lehren  der  Statik  fester  Körper  in  der  Baukunst  linden.  Das  erste 
wird  in  seiner  zweiten  Abtheilung  auch  die  Mechanik  flüssiger  Kör- 
per darstelleo,  und  in  der  dritten  die  Construction  und  Zusammen- 
setzung einzelner  Maschinen  enthalten.  Das  zweite  enthält  bloss 
die  Mechanik  fester  Körper.  Die  ganz  elementare  geometrische 
(und  trigonometrische)  Darstellung,  in  welcher  ja  überdies  bekannt- 
lich die  Engländer  Meister  sind,  hat  uns  besonders  in  dem  zweiten 
Boche  sehr  augesprochcu,  und  dasselbe  verdiente  daher  eine  deutsche 
Bearbeitung  vollkommen , die  auch  als  eine  völlig  gelungene  zn 
bezeichnen  ist. 

Elements  de  statique  pour  servir  d’introduction  a un  cours  de 
phrsique,  suivis  d’uue  solution  simple  des  triangles  spheriques.  Par 
L.  G.  2 Fr.  50  c. 

Gauhert,  Traitd  de  mdcaniquc  ä l'usage  des  dleves  des  dcolen 
polytechnique  et  normale.  Paris.  1840.  8.  8 Fr. 

Roche:  Traitd  de  balistique  appliqude  k l’artillerie  navale.  Ire 
partie.  Paris.  1840.  8.  5 Fr. 

Whewcll’s  Elementar;  Treatise  on  Mcchanics  for  the  use  of 
students  in  the  University.  Sixth  edition.  Camh.  1841.  8.  7 s.  6 d. 

Corso  elementare  di  Meccanica  ed  Idruulica,  del  dr.  Vincenzo 
Amici.  Vol.  1.  (Meccanica  teorica.)  Firenze.  1840.  8. 

I • * 

Riccrchc  sul  moto  molecolare  de’  solidi,  di  Domenico  Paoli. 
Firenze.  1840.  8. 
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J.  P.  Delprat:  Heginselen  der  Dvnamica,  voor  kadetten  der 
Artillerie  cn  Genie.  Te  Breda.  1840.  8. 


J.  P.  Del  p rat:  Beginselen  der  statica  en  hvdrostatica.  Te 
Breda.  1840.  8. 


C.  F.  Gauss:  Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf 
die  im  verkehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  derEntfer- 
nung  wirkenden  Anziehungg-  und  Abstossungg-Kräfte. 
Leipzig.  1840.  8.  8 ggr. 

Um  den  Inhalt  dieser  wichtigen  Schrift  im  Allgemeinen  mög- 
lichst deutlich  zn  bezeichnen,  wollen  wir  den  ganzen  ersten  Para- 
graphen mittheilen: 

„Die  Natur  bietet  uns  mancherlei  Erscheinungen  dar,  welche 
wir  durch  die  Annahme  von  Kräften  erklären,  die  von  den  kleinsten 
Thcilen  der  Substanzen  auf  einander  nusgeübt  werden,  und  den 
Quadraten  der  gegenseitigen  Entfernungen  umgekehrt  proportio- 
nal sind.  i 

Vor  allem  gehört  hierher  die  allgemeine  Gravitation.  Vermöge 
derselben  übt  jedes  pondcrable  Molecül  ft  auf  ein  anderes  ft'  eine 
bewegende  Kraft  aus,  welche,  wenn  man  die  Entfernung  —r  setzt, 

durch  — — ausgedrückt  wird,  und  eine  Annäherung  in  der  Richtung 

der  verbindenden  geraden  Linie  hervorzubringen  strebt. 

Wenn  man  zur  Erklärung  der  magnetischen  Erscheinungen 
zwei  magnetische  Flüssigkeiten  annimmt,  wovon  die  eine  als  nega- 
tiv betrachtet  wird , so  üben  zwei  derartige  Elemente  ft,  ft’  gleich- 
falls eine  bewegende  Kraft  auf  einander  aus,  welche  durch  ge- 


messen wird  und  in  der  verbindenden  geraden  Linie  wirkt,  aber 
als  Abstossung,  wenn  ft,  ft'  gleichartig,  als  Anziehung,  wenn  sie 
ungleichartig  sind. 

Ganz  Achliches  gilt  von  der  gegenseitigen  Wirkung  der  Tbeile 
der  elektrischen  Flüssigkeiten  auf  einander. 

Das  lincarische  Element  tU  eines  galvanischen  Strouis  übt  auf 
ein  Element  des  magnetischen  Fluidums  ft  (wenn  wir  letzteres  zu- 
lassen) ebenfalls  eine  bewegende  Kraft  aus,  die  dem  Quadrate  der 
Entfernung  r umgekehrt  proportional  ist:  aber  liier  tritt  zugleich 
der  ganz  abweichende  Umstand  ein , dass  die  Richtung  der  Kraft 
nicht  in  der  verbindenden  geraden  Linie,  sondern  senkrecht  gegen 
die  durch  ft  und  die  Richtung  von  dt  gelegte  Ebene  ist,  und  dass 
ausserdem  die  Stärke  der  Kraft  nicht  von  der  Entfernung  allein, 
sondern  zugleich  von  dem  Winkel  abhängt,  welchen  r mit  der 
Richtung  von  d t macht.  Neunt  man  diesen  Winkel  &,  so  ist 

— — das  Maas  der  bewegenden  Kraft,  welche  dt  auf  ft  aus- 

iibt,  und  eben  so  gross  ist  die  von  ft  auf  das  Stromelement  dt  oder 
dessen  pondcrnblen  Träger  ausgeübte  Kraft,  deren  Richtung  der 
ersteren  entgegengesetzt  parallel  ist. 

Wenn  man  mit  Ampere  annimmt,  dass  zwei  Elemente  von  gal- 
vanischen Strömen  dt,  dd  in  der  sie  verbindenden  geraden  Linie 
anziehend  oder  abstossend  auf  einander  wirken,  so  nöthigen  uns 
die  Erscheinungen,  diese  Kräfte  gleichfalls  dem  Quadrate  der  Ent- 
fernung umgekehrt  proportional  zu  setzen,  zugleich  aber  erfordern 
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jene  eine  etwas  verwickelte  Abhängigkeit  von  der  Richtung  der 
Stromelemente. 

Wir  werden  uns  in  dieser  Abhandlung  auf  die  drei  ersten 
Fälle  oder  auf  solche  Kräfte  einschränken,  die  sich  in  der  Richtung 
der  geraden  Linie  zwischen  dem  Klemmte,  welches  wirkt,  und 
demjenigen,  auf  welches  gewirkt  wird,  äussern,  und  schlechthin  dem 
Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  sind,  obwohl  meh- 
rere Lehrsätze  mit  geringer  Veränderung  auch  bei  den  andern  Fäl- 
len ihre  Anwendung  linden,  deren  ausführliche  Entwickelung  einer 
andern  Abhandlung  Vorbehalten  bleiben  muss.” 

In  den  astronomischen  Nachrichten  Nr.  418  findet  sich: 
Beweis  des  von  Jacobi  gefundenen  Lehrsatzes,  dass  ein  flüssiges, 
sieh  um  die  eine  Axe  drehendes  Sphäroid  von  drei  verschiedenen 
Hauptaxen  im  Gleichgewicht  sein  könne,  von  T.  Clausen. 


Praktische  Mechanik. 


Notions  de  stutique  et  mdcaniqne  industrielle.  Par  Pey  rf.  8.  5 Fr. 

Traitö  d’llydruulique,  ä l’usage  des  ingenieurs.  Pard’Aubuis- 
s o n d e V o i s i u s.  2e  cd.  8.  9 Fr. 

Cours  de  desscin  lineaire  applique  au  desseiu  des  machines.  Par 
C.  Armengaud.  4.  6 Fr. 

The  Mcchanics  of  Engineering.  BvWhewell.  London.  1840. 
8.  9 s. 

Memoria  sulla  relazionc  tra  le  acque  dcll’  Arno  e quelle  dclla 
Chiana,  del  conte  Vittorio  Fnsso m brnni,  inserita  nellu  parte 
matematica  del  tnmo  XXII.  dellc  „Memoric  dclla  Societä  italiaoa 
dellc  scienze  residente  io  Modena”.  Seconda  cdizionc.  Firenze. 
1840.  8. 

Hundbok  i Praktisk  Mekania  af  Arthur  Morin.  Ofwcrsntt, 
ander  iakttngandc  af  alla  formier«  och  tahellers  reduktion  efter 
Swenskt  mutt  och  wigt-svstem,  och  med  betydliga  tillägg  försell  af 
J.  S.  Bagge,  Prof,  wid  Bergs-Skolan  i Fahlun.  Stockholm.  8.  3 Rdr. 


Optik. 


Dioptrische  Untersuchungen  von  C.  F.  Gaus«.  Güttin- 
gen. 1841.  4.  8 ggr. 
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Diese  schönen  Untersuchungen  des  berühmten  Vfs.  haben  vor- 
züglich den  Zweck,  bei  den  bekannten  eleganten  Formeln  von  Co- 
" tes,  Euler,  Lagrange  und  Möbius  die  Dicke  des  Glases  zu  berück- 
sichtigen, so  wie  auch  eine  genauere  Feststellung  mehrerer  dioptri- 
schen  Grundbegriffe. 

D.  ürewster,  A treatise  on  fhe  microscope.  London.  8.  6 s. 

Principes  de  perspective  lindairc.  Pur  Bacillon.  4.  5 Fr. 

Bouillon,  Principes  de  perspective  lineoire,  appliquds  d’une 
maniere  methodique  et  progressive  au  trace  des  ligures.  Paris. 
1840.  4.  5 Fr. 

In  den  astronomischen  Nachrichten  Nr.  415  und  Nr.  417  findet 
man  zwei  schöne  Aufsätze  von  Bessel  und  T.  Clausen  über  die 
Grundformeln  der  Dioptrik. 


Astronomie. 


Von  Biots  trefflichem  Trnite  dldmentoire  d’Astronomie  physique 
erscheint  jetzt  eine  dritte  Ausgabe. 

Beiträge  zur  physischen  Kenntniss  der  himmlischen 
Körper  iin  Sonnensystem  von  W.  Beer  und  J.  H.  Mädler. 
Weimar.  1841.  4.  1 Tblr.  16  ggr. 

Theils  neue,  theils  in  Schuinuchcrs  astronomischen  Nachrichten 
schon  veröffentlichte  Aufsätze,  hier  von  Neuem  abgedruckt. 

Hymers’s  Elements  of  the  Tlieory  of  Astronomy.  Second  edi- 
tion.  Camb.  1840.  8.  14  s. 

De  correctione  elenientorum  Veneris  et  Mercurii  ex  observato 
traositu  per  Solem  Ilisquisitio.  P.  1 — IV.  Praes.  Mag.  A.  T.  Ber- 
gius;  Respp.  J.  L.  Kingzell,  J.  W.  Lindblad,  G.  M.  Lund- 
quist  et  J.  0.  Carlsberg.  Upsaliae.  4. 

O’Brien’s  Mathematicnl  Tracts.  Part.  I.,  on  Laplace’s  Coeffi- 
cients,  the  Figure  of  the  Knrtb,  the  Motion  of  a rigid  body  about 
its  Centre  of  Gravity,  and  Precession  and  Notation.  Camb.  1840. 
8.  4 s.  6 d. 

Qnetelet,  Sur  la  loogitude  de  l’Observatoire  royal  de  Bru- 
xelles. 4. 

Descrizione  del  circolo  meridiano  doll’  J.  R.  Osservatorio  di 
Padova,  seguita  da  un  catalogo  di  stelle  fisse  per  l'anno  1840, 
distribuito  in  zone  rapporto  alla  declinazione.  Parte  prima,  conte- 
neute  le  stelle  dell’  equatore  fino  al  10"  di  declinazione  boreale. 
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Di  Giovanni  Santini.  Padava.  1840.  4.  Estrattu  dal  vol.  V.  de 
„Nuori  snggi  dell’  accademia  di  Padova.  ” 

Mcsure  d'un  arc  de  parallele  moyen  cntre  le  pole  et  l’eqoateur. 
Pur  le  colonel  Krousseaud.  Limoges.  4. 

(Jalcul  de  navigation  a I’usage  des  ofGciers  de  la  marine  mar- 
chande  et  des  capituines  au  cakotage.  Nantes.  8. 

A Treatise  on  Navigation  and  Nautical  Astronomy  by  Edward 
Riddle.  3d  Edition.  8.  12  s.  bound. 

J.  Lamont:  Julirliuch  der  Königlichen  Sternwarte 
bei  München  für  1841.  Vierter  Jahrgang.  München.  8. 
1 Th  Ir.  . 

Die  Einrichtung  dieses  Jahrbuchs  kaun  im  Allgemeinen  als  be- 
kannt vorausgesetzt  werden.  Auf  die  astronomische  Ephemeride 
folgt  ein  vorzüglich  in  llezug  auf  Baiern  sehr  vollständiges  Ver- 
zeichniss geographischer  Positionen,  iu  welchem  die  in  Bogen  und 
Zeit  angegebenen  Längen  für  Baiern  von  dem  Meridian  der  Stern- 
warte bei  München,  für  die  übrigen  Punkte  von  dem  Pariser  Me- 
ridian an  gerechnet  sind.  Dann  folgen  gesetzliche  Bestimmungen 
über  das  baierischc  Maass  und  Gewicht,  Zusammenstellung  neuerer 
Maass-  und  Gewichtseinheiten,  Mcilenmaasse , gesetzliche  Bestim- 
mungen über  das  Münzwesen  in  verschiedenen  Ländern  mit  beson- 
derer Rücksicht  auf  den  süddeutschen  Zollverein,  uud  fast  der 
ganze  übrige  Thei)  des  Buchs  von  S.  91  bis  S.  230  ist  der  Meteo- 
rologie gewidmet.  Zuerst  Beobachtungen  der  königlichen  Gerichts- 
ärzte  in  Baiern,  wobei  zugleich  die  von  dem  Vf.  auf  eigentümliche 
Weise  coustruirteu  Barometer  beschrieben  werden , welche  die  Kö- 
niglich Baierschen  Gerichtsärzte  zur  Anstellung  der.jhncn  aufge- 
trugenen,  vierteljährig  au  die  .Sternwarte  cinzusendenden  Beobach- 
tungen nach  und  nach  sämmtlich  erhalten  sollen.  Welche  grosse 
Ausdehnung  schon  jetzt  diese  Beobachtungen  gewonnen  haben,  geht 
daraus  hervor,  dass  schon  an  271  Punkten,  die  in  dem  Jahrbucbe 
namentlich  angegeben  werden,  in  den  verschiedenen  Provinzen  des 
Staates  von  den  Gerichlsärzten  Beobachtungen  ungestellt  werden, 
und  dass  sich  schon  an  78  Orten  neue  oder  verilicirte  Instrumente 
befinden.  Alle  diese  von  dem  thätigen  Vf.  getroffenen  Einrichtun- 
gen verdienen  anderen  Staaten,  wo  von  den  Kreis -Physikern,  oder 
wie  diese  Beamten  sonst  heissen  mögen,  vorschriftsmässig  meteoro- 
logische Beobachtungen  angestellt  werden  müssen,  zur  Nachahmung 
empfohlen  zu  werden.  Nur  wenn  diese  Beobachtungen  überall  zu  so 
viel  als  möglich  mit  einander  übereinstimmenden  Zeiten,  mit  guten 
vorher  gehörig  mit  einander  verglichenen  Instrumenten  angestellt 
und  der  oberen  Leitung  und  G'untrolle  eines  mit  dem  Fache  ganz 
vertrauten  Mannes  wie  in  Baiern  unterworfen  werden,  können  die- 
selben der  Wissenschaft  wahrhaften  Nutzen  bringen.  Ferner  giebt 
der  Vf.  Nachricht  über  einen  noch  besonders  von  ihm  gestifteten 
meteorologischen  Verein,  und  liefert  hierauf  einen  sehr  lesenswer- 
then,  populär  gehaltenen  Aufsatz  über  die  zweckmässige  Anstellung 
meteorologischer  Beobachtungen,  welchen  wir  allen  angehenden 
Beobachtern  aus  l’eberzeugung  empfehlen.  Nach  Mittbeiiung  der 
von  den  Mitgliedern  des  meteorologischen  Vereins  bis  jetzt  un  die 
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Sternwarte  eingesandten  Beobachtungen  und  der  auf  der  Sternwarte 
selbst  in  den  Jahren  1823  — 18-Mi  augestellten  Beobachtungen,  aus 
denen  sieh  die  Höhe  von  München  (Barometer  der  Sternwarte)  über 
dem  Meere  im  Mittel  1576  Pariser  Kuss  ergiebt,  wird  endlich  noch 
von  der  Verbindung  eines  grossen  magnetischen  Observatoriums  mit 
der  Sternwarte  Nachricht  gegeben , welches  durch  die  iMuuificenz 
Seiner  Majestät  des  Königs  und  Seiner  Königlichen  Hoheit  des 
Kronprinzen  mit  den  grössten  Mitteln  ausgestattet  und  in  der  Mitte 
des  vorigen  Jahres  vollendet  worden  ist.  Die  im  August  vorigen 
Jahres  begonnenen  magnetischen  Beobachtungen  werden  täglich  von 
6 Uhr  Morgens  bis  6 Ihr  Abends  jede  Stunde  nach  mittlerer  Göt- 
tinger Zeit  gemacht;  die  Nacht  hindurch  wird  alle  zwei  Stunden 
der  Stand  der  Instrumente  aufgezeiebnet;  jeden  Monut  trifft  ein 
Termintag,  wo  24  Stunden  hindurch  alle  5 Minuten  die  Declination 
und  alle  10  Minuten  die  Horizontul-lntensität  bemerkt  wird,  ln  so 
grosser  Ausdehnung  und  Vollständigkeit  werden  unsers  Wissens 
die  magnetischen  Beobachtungen  noch  nirgends  ungestellt.  Möge  der  so 
thätige  und  kenntnissreiche  Vf.  in  seinem  Eifer  nie  erkalten  und 
immer  durch  die  kräftigste  bei  solchen  Unternehmungen  so  noth- 
wendige  Gesundheit  unterstützt  werden! 

J.  P.  Encke:  Astronomische  Beobachtungen  auf  der 
Sternwarte  zu  Berlin.  Erster  Band.  Berlin.  1840.  5 Thlr. 

Eine  höchst  erfreuliche  und  wichtige  Erscheinung.  Die  Einlei- 
tung enthält  die  Beschreibung  der  neuen  Berliner  Sternwarte  und 
ihrer  wichtigsten  Instrumente,  namentlich  des  neuen  grossen  Me- 
ridiankreises von  Pi  stör,  nebst  trefflichen  Abbildungen  des  Ge- 
bäudes nach  allen  seinen  Theilen,  insbesondere  auch  der  Kuppel 
und  des  Meridiankreises.  Hierauf  folgen:  1.  Beobachtungen  mit 
dem  Pistor’scben  Meridiankreise.  1838.  April  16.  — 1839.  Aug.  31.  — 

2.  Beobachtungen  tun  Durchgangsfernrohr  von  Ost  nach  West.  — 

3.  Meteorologische  Beobachtungen.  (1836  Januar  1.  — 1839.  August 
31.  Thermometer  K.  Barometer.  Wind.  Wolken.  Dreimal  täg- 
lich.) — 4.  Magnetische  Beobachtungen.  (1836.  Mai  11.  — 1839. 
August  31.)  — a.  Beobachtungen  mit  dem  Reffactor  und  den  be- 
weglichen Instrumenten  ( Doppelsterne;  Messungen  der  Planeten- 
durchmesser; .Sternbedeckungen,  Sonnenfinsternisse,  Planetendurch- 
gänge u.  s.  w. ; Beobachtungen  des  Cometen  von  Pons  oder  viel- 
mehr Encke.  1838). 

Connaissancc  des  temps  pour  Pan  1843.  Paris.  8.  7 Fr.  50  c. 

l.’AnnuaSre  du  bureau  des  longitudes  pour  Pan  1840,  augmentd 
de  noticcs  scientiliques  pur  Arugo.  Paris.  12.  1 Fr. 

Atlas  des  phdnomenes  celestes,  donnant  le  trace  des  mouve- 
ments  apparents  des  pianetes.  Par  Dien.  Annre  1841.  Paris.  4. 
15  Fr. 
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Physik. 


C.  Scberling:  Leitfaden  bei  dem  Unterrichte  in  der 
Physik,  fiir  Real-  und  höhere  Bürgerschulen.  2r  Corsas. 
Lübeck.  1840.  8.  15  ggr. 

H.  Birnbaum:  Die  Begründung  der  ersten  Kenntnisse 
in  der  Physik  oder  mechanischen  Naturlehre  für  Schule 
und  Haus  des  Bürgerstandes.  Braunschweig.  1841.  8.  15  ggr. 

Bin  gutes  Buch,  dem  wir  recht  vielen  Eingang  in  gebildete 
(denn  andere  lässt  sein  Inhalt  nicht  zu)  Familien  wünschen.  Jedoch 
müssen  wir  ausdrücklich  bemerken,  dass  nur  der  eigentlich  mecha- 
nische Tbeil  der  Physik  in  dessen  Kreis  gezogen  uud  die  Lehre 
von  der  Wärme,  der  Electricität,  dem  Magnetismus  und  dem  Liebte 
ganz  unberücksichtigt  geblieben  ist,  welches  wahrscheinlich  durch 
die  Worte:  mechanische  Naturlehre,  auf  dem  Titel  angedeutet 
werden  soll,  aber  dem  sonstigen  Begriffe  der  mechanischen  Natnr- 
lehre  (S.  z.  B.  K.  G.  Fischers  mechanische  Naturlehre)  nicht  gemäss 
ist.  Zweckmässig  und  der  allgemeineren  Verbreitung  des  Bucks 
forderlich  wäre  es  gewiss  gewesen,  weno  auch  die  Lehre  von  den 
sogenannten  Imponderabilien  mit  aufgenommen  worden  wäre.  Auch 
dürfte  es  selbst  noch  in  unserer  Zeit  nicht  ganz  ohne  Nutzen  ge- 
wesen sein,  wenn  der  Vf.  einige  Rücksicht  auf  seines  Landsmannes 
(wenn  wir  nicht  irren)  Hellmuth  Volksnaturlchre  zur  Vertilgung 
des  Aberglaubens  genommen  hätte. 

Dcguin,  Cours  dlementaire  de  Physique.  3e  ddition.  T.  I. 
Paris.  1840.  8.  9 Fr.  50  c. 

Nouveau  Manuel  complet  de  Physique,  ou  Elements  abreges  de 
cette  Science.  Par  Bailly.  Nouv.  edit.  in  18.  8 Fr.  50  c. 

Traite  dlementaire  de  physique,  ebimie,  toxicologie  et  pharma- 
cie.  Par  Favart  2 Vol.  8.  14  Fr. 

G.  Bird,  Elements  of  natural  philosophy.  London.  8.  12  s. 

Snowball’s  Cambridge  Couree  of  Elementary  Natural  Philoso- 
phy, being  demonstrations  of  the  Propositions  in  Mecbanics  and 
Hydrostatics,  for  Candidates  for  the  ordinary  degree.  Second  edi- 
tion.  1840.  12.  4 s. 

Trattato  elementare  di  Fisica  matcmatica.  Di  Emanuele  Estil- 
ler.  Tom.  I.  Palermo.  1839. 

Lezioni  di  Fisica  di  Carlo  Matteucci,  date  nell'  i.  e r.  nnir. 
di  Pisa  nell’  anno  1840.  Pisa  1840.  8. 

Nouvean  Systeme  des  tourbillons  nppuyd  par  des  expdriences 
qui  demontrent  la  rdalitd  des  tourbillons  ndmis  par  Descartes.  Par 
Guerincau.  Poitiers.  8. 
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Spiegazioue  della  attrazionc  de’  eorpi  e zue  leggi,  di  An  to- 
ll io  Pontillo.  Verona.  1839.  8. 

Sopra  l’identitu  «teil’  atlrazionc  molecolsre  coli’  astronomica; 
operu  del  cav.  Leopoldo  Nobili  di  Reggio.  Modena.  1810.  4. 

Pneumaticz,  containiog  an  Analysis  of  tke  Mechauical  Pro- 
perties of  aerial  fluids,  witb  a Description  of  Pneumatic  Machines, 
by  Hugo  Reid.  Edinburgh.  1840.  8.  2 s.  clotb. 

Storiu  dell’  Elettricitä,  di  Antonio  Uarnevalc  Arella.  Ales- 
san drin.  1839.  8.  Vol.  I.  II. 

Relazione  storico-critica  speriinentale  zull’  Elettro-Magnetismo 
del  Prof.  Francesco  Zantedczcbi.  Venezia.  1840.  8. 

A.  ttuetelet,  Second  memoire  zur  le  maguetisinc  terrcstre  en 
Italic.  Bruxelles.  4. 

— Sur  l’dtat  du  magndtisme  terrcstre  a Bruxelles  peudant  lez 
douze  annees  de  1827  a 1839.  Bruxelles.  4. 

Leop.  Nobili,  Qoestioni  sul  Magnetizmo.  8.  Modena. 

Nuovi  trattati  sopra  il  Calorico,  l’Eleitricita  ed  il  Magoe- 

tizmo.  8.  lbid.  6 L. 

Rlauprecbt:  Die  Lehre  vom  Klima  in  lund-  und  lorst- 
wirt  b sch  sftlicberBezieliung.  Karlsruhe.  1840. 8.  lTlilr.4ggr. 

Bildet  die  vierte  Abtbeilung  des  Lehrbuchs  der  land-  und  forst- 
wissenschaftlichen  Naturkunde  von  J.  Cb.  Huudeskugen , und  ent- 
hält eine  gute  Zusammenstellung  der  betreffenden  tiegenstände, 
ohne  eben  die  Resultate  eigner  Untersuchungen  mitzutbeilcn. 

F.  A.  Schneider:  Beiträge  zur  As  tro -Me  teo  ro  logi  c 
oder  über  den  m u t limassliche  n Einfluss  des  Standes  der 
Pluneten,  Cometen  etc.  auf  die  meteorologischen  Er- 
scheinungen an  derErdoberfläche.  Leipzig.  1840.  4.  8 ggr. 

Der  Vf.  will  die  höchst  wichtige  Entdeckung  gemacht  ha- 
ben, dass  der  Luftdruck,  die  Wärme,  die  Windrichtungen  etc.  be- 
rechnet werden  können,  wenn  mau  die  meteorologischen  Beobach- 
tungen bei  Sonnen -Auf-  uud  Untergang,  hei  Mond -Auf-  und  Un- 
tergang, zu  der  Zeit,  wenn  der  üioua  das  neue  Licht  empfängt, 
und  12  Stunden  später  nnstellt  und  die  Ergebnisse  dieser  Beobach- 
tungen unter  andern  auch  so  zusummenträgt,  dass  dabei  der  Stand 
der  Planeten  berücksichtigt  wird ! ! 

(Haube  dies  dem  Herrn  Recbnungsrutbe  wer’s  will  und  kann. 

Später  ist  noch  ein  Nachtrag  zu  dieser  Schrift  erschienen.  Ber- 
lin. 1841.  4.  4 ggr. 

A.  Quctelet,  Resume  des  ohservutions  nietdorologitjucs  faites 
en  1839  a l’Observatoire  royal  de  Bruxelles.  Bruxelles.  4. 

A.  Quetclct,  Deuxieme  Memoire  sur  les  vuriationz  annuellcs 

4* 
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de  Io  lempdraturc  de  Io  terre  a differentes  profondeurs.  Bru- 
xelles. 4. 

.4.  Quetelet,  Catalogue  des  principaux  opparitious  dVtoiles 
lilaates.  Bruxelles.  4. 

Discours  sur  l’ensemble  des  phlnomemes  qui  se  sont  manifestes 
h la  surface  du  globe  depuis  son  origine  jugqu’a  l’epoque  actuellc. 
Pur  lc  vicomtc  d’Arcbille.  4. 

Sulla  nccessita  di  stnbilire  un  regolare  sistema  di  osservazioni 
di  Fisica  terrestre  cd  atmosferica;  memoria  letta  alla  sezione  di 
iisica  uclla  prima  riunionc  dcgli  scieuziuti  italiani  dal  cav.  V.  An- 
tinori.  Firenze.  1840.  8. 

Denkwürdigkeiten  aus  dem  Leben  Sir  Hnmphry  Da- 
vy’s,  berausgegeben  von  seinem  Bruder  John  Davy.  Deutsch 
bearbeitet  von  D.  C.  Neubert.  Eingeleitet  von  D.  R.  Wag- 
ner. 4 Bände.  (Der  erste  mit  Davv's  Bildnisse.)  Leipzig. 
1840.  8.  5 Thlr.  12  ggr. 

Schade,  duss  der  sehr  hohe  Preis  dieser  wohlgelungenen  Ueber- 
setznng  der  Lebensbeschreibung  eines  der  grössten  Naturforscher 
t^er  neuem  Zeit  viele,  denen  dieselbe  im  höchsten  Grade  interessant 
und  lehrreich  sein  muss,  ubbalten  wird,  sie  zu  kaufen.  Durch  eine 
bessere  Oekonoinic  des  Drucks  würde  gewiss  ein  inässigerer  Preis 
möglich  zu  machen  gewesen  sein. 


Vermischte  Schriften. 


Der  Jahresbericht  für  die  Mitglieder  der  Hamburger 
Gesellschaft  zur  Verbreitung  mathematischer  Kennt- 
nisse (Februar  1841)  euthält  die  folgenden  Aufsätze: 

1.  lieber  die  Nacliweisung  der  gegenseitigen  Loge  von  zwei 
Kbeuen  von  der  Beschaffenheit  der  für  sie  gegebeneu  Coordinateo- 
Gleichungcn  von  dem  Herrn  Major  Or.  G.  W.  Müller  zu  Hannover. 

Der  Zweck  dieses  sehr  bescbtenswertlicn  Aufsatzes  ist  in  der 
Kürze  folgender.  Wenn 

Ax-i-By- 1-  (\- 1-  0 = 0,  A'x  + ß'y-i-  Cx  + D'  = 0 
die  Gleichungen  zweier  Ebenen  (für  rechtwinklige  Coordinaten) 
sind,  und  y den  Neigungswinkel  dieser  beiden  Ebenen  bezeichnet,  so 
wird  in  der  analytischen  Geometrie  bekanntlich  die  Formel 

Af  4-  HU  + CC 

cos  SP  \/{A* + #*  + &)  (.-f3  +/r>+fc"*) 

bewiesen,  aber  meistens  kein  Criterium  angegeben,  wie  man  den 
deu  Winkel  y,  der  natürlich  zwei  Wertlie,  einen  spitzen  und  einen 
stumpfen  hoben  kann,  zu  nehmen  hat.  Ein  solches  Criterium  anzu- 
geben ist  nun  der  Zweck  dieses  Aufsatzes  und  der  von  Herrn  Ma- 
jor Dr.  Müller  zu  diesem  Behuf  aufgestellte  Satz  ist  folgender: 
Wenn  man  unter  y den  Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen 
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gegen  einander  versteht,  in  dessen  Oeffnung  der  Anfang  des  zum 
Grunde  gelegten  ('»»rdinatensvstcms  liegt  (die  Fälle,  mi  der  An- 
fang der  Cuordinaten  in  der  Ourchschimtsliiiie  der  beideu  Ebenen 
liegt,  werden  ausgeschlossen),  so  muss  für  tp  der  spitze  oder  stumpfe 
Winkelwcrlh  genommen  werden,  je  nachdem  der  Quotient 

aa-  + nrr+cc 
uu 

negativ  oder  positiv  ist. 

Es  wäre  wünschenswert^  diesen  Satz  auf  schiefwinklige  Coor- 
dinatengysteme  zu  erweitern,  wozu  wir  die  Leser  des  Archivs  auf- 
fordern  möchten. 

2.  Deber  einige  Eigenschaften  der  utn  Parabeln  durch  Tangen- 
ten beschriebenen  Dreiecke,  von  Herrn  Director  C.  Riimkcr  zu 
Hamburg. 

Dieser  Aufsatz  enthält  einige  recht  nette  Eigenschaften  der  Pa- 
rabel, von  denen  die  meisten  wohl  bis  jetzt  noch  nicht  bekannt  ge- 
wesen sind.  Einiges  aus  diesem  Aufsatze  haben  wir  in  diesem  Hefte 
unter  den  Uebungsnufgaben  mifgetheilt. 

3.  Einige  mechanische  Aufgaben  von  Herrn  E.  John  zu  Ham- 
burg, nämlich  folgende: 

a)  Wenn  ein  Schacht  bis  zum  Mittelpunkte  der  Erde  reichte 
und  ein  Stein  hineinliele,  die  Kelulion  zwischen  Zeit,  Raum  und 
Geschwindigkeit  des  fallenden  Körpers  zu  linden. 

b)  Den  Druck  auf  den  Bodeu  einer  cylindrischen  Wassersäule 
zu  linden,  der  sich  vom  Mittelpunkte  der  Erde  bis  zn  ihrer  Ober- 
fläche erstreckt. 

c)  Angenommen,  dass  sich  eben  so  eine  Luftsäule  vom  Mittel- 
punkte der  Erde  bis  zu  ihrer  Oberfläche  erstreckt,  so  soll  die  Dich- 
tigkeit der  Luft  für  jede  Entfernung  vom  Mittelpunkte  gefunden 
werden. 

d)  Ein  massives,  aus  einer  cylindrischen  Scheibe  bestehendes 
Schwungrad,  dessen -Halbmesser  = r,  Dicke  = A,  Dichtigkeit  = d, 
Masse  = M,  bewegt  sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  w um 
seine  Axe;  cs  soll  die  Entfernung  t von  der  Axc  gefunden  werden, 
wo  eine  der  Bewegung  direct  entgegengesetzte  Kraft  Mv  — Mm 
das  Schwungrad  sogleich  zur  Ruhe  bringen  würde. 

e)  Um  die  Welle  eines  Schwungrades  der  vorher  angegebenen 
Art  ist  ein  Seil  gewunden,  woran  ein  Gewicht  r=  m der  Bewe- 
gung des  Rades  entgegenwirkt;  es  soll  die  Relation  zwischen  der 
Zeit  und  der  restirenden  Geschwindigkeit  gefunden  werden. 

Memoric  della  R.  Accndemin  delle  scienze  di  Torino. 
Serie  seconda.  T.  I.  Torino.  1839.  4. 

Hierin  folgende  Abhandlungen: 

Observations  thermomdtriques  faites  a S.  Jean  de  Maurienne. 
depuis  1826  a 1838. 

Mdmoire  sur  les  rapports  entre  le  pouvoir  conducteur  des  li-  , 
quides  pour  les  eouruns  electriqucs  et  la  decomposition  ebimique 
qu’ils  eu  dprouvcDt  pur  Botto  et  Avogadro. 

Mdmoire  sur  l’equilibro  des  colounes  par  Pagaui. 

Novi  Commeutarii  Acadcmine  Bcientiarum  Institut! 
Bononiensis.  T.  IV.  Pasc.  2.  Bononiae.  1839.  4. 
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HiiTin  Aloyaii  Casinelli  Disquisitio  analytica  io  functioueiu 
log  (\-harf- 


Preisaufgaben  °). 


Societas  Jablonoviaoa  has  proponit  quaestiones,  a.  18-41  , 1842  et 
1843  solvendas. 

II.  K disciplinis  physicis  et  matliematicis. 

In  a □ d u m 1841.  ,,lmpediuienti,  quo  flumcn  electricum,  quod 
rocaut,  retardatur  in  transeundo  vel  per  corpora  liquida,  vel  u cor- 
poribus  liquidis  ad  solida.  separate  comparatio  instituatur  exacta 
meDsura  iu  iis  liquidis  metallisque,  quae  maxirae  in  usu  sunt  ad  ex* 
perimenta  galvanicu  vel  electrochemica.” 

ln  anuum  18-12.  „Testibus  liistoriae  matlieseos  scripturibus, 
Hutton  et  t'basles,  ab  initio  saeculi  XVI.  in  Germania  Status  ul- 
gebrae,  si  ab  aequationibus  tertii  ordinis  disceaseris,  tum  promotus 
erat,  ut  haec  doctrina  in  patria  nostra  magis  cxculta  videretur  quam 
iu  ipsa  ltaliu.  Jam  vero  ex  illo  tempore  quum  unici  Chrislopliori 
Kudulfti  Javcrani  nomen  et  opera  ad  nos  pcrvencrint,  qui  exempla 
suu  e bibliotbeca  Vindobonensi  lutusisse  fertur,  quaeritur  an  ante 
iiluiu  jum  „cossistae”  germanici  fuerunt,  qui  proprio  Marte  artem 
urorooverent.  Quod  ut  diiudicetur,  opus  erit,  ut  in  MSS.  ineditu 
bibliothecarum  Norimbergensium , Viudoboneusium , Monacensium 
alioruraque  inquiratur  (Cf.  Drobiscli,  de  Joannis  Widmunni  Ege- 
rani  aritbmetica  mercatorum.  Lips.  1840).” 

ln  annum  1843.  ,,Receoseantur  nietbodi  gravioris  momenti, 
tum  analyticae,  tum  syutlieticac,  iude  aMougii  actate  in  geometria 
inventae,  quibusque  linibus  omnium  uc  singularum  frugifer  usus  cir- 
cumscriptus  sit,  doceutur.”  v 

Ad  commentationes  quaestionibus  responsuras  Latina  lingua,  aut 
Fruncogallica,  aut  Germanica  uti  licet;  cunctas  vero  luculenter  scri- 
ptas  et  pnginnrum  notis  signatas  esse  oportet,  l’raeterea  monemus, 
uddendum  esse  scbcdulain  obsignatam , quue  intus  nomen  auctoris 
indicet,  babeatque  simul  extus  inscriptum  gnomeu  earndcm,  quae  in 
commeutationis  limine  comparet.  Pretium  commcntationi,  quae  prae- 
mio  digna  deolarabitur,  constitutum  est  numus  aureus  viginti  quatuor 
ducatoruni.  Quod  ad  primas  commentationes,  in  u.  1841  propositas 
attinet,  eae  ante  mensis  Novembris  hujus  anni  linem  ad  Societatis 
h.  t.  .Sccretarium , Frid.  Christ.  Aug.  Hasse,  üoctr.  Histor.  Au- 
xill  Prof,  ord.,  gratis  mittendae  sunt. 

Preisaufgabe  der  französischen  Akademie. 

Trourer  les  dquations  aux  limites  que  l’on  doit  joindre  aux 
dquations  indelinies  pour  determiner  completemeot  les  maxima  et 
minima  des  integrales  multiples. 

Einlieferungstermin  1.  April  1842.  Preis  3000  Fr. 


*)  Wollen  gelehrte  Gesellschaften  und  Akademieen  mir  die  Programme, 
worin  sie  ihre  Preisaufgaben  bekannt  machen,  zuseuden,  so  sollen  dieselben 
sogleich  in  dem  Archive  zu  ihrer  weitem  Verbreitung  abgedruckt  werden. 
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Plane  Geometry. 

On  tbe  elementary  principles  of  tbe  nppiicntion  of  atgebraical 
Symbols  to  Geometry.  By  D.  F.  Gregory.  — On  a symmetrica! 
form  of  tbe  cquation  to  tbe  Parabolo.  — Demonstrations  of  expres- 
sions  for  tbe  area  of  a triangle.  — Problem  ,,Given  the  nUl  part 
of  a straight  line  to  lind  the  (« l)th  part.”  — Demonstration*  of 
two  properties  of  the  abscissae  of  the  angular  points  of  a polygon 
circumscribing  a parnbola.  — Investigation  of  the  general  equution 
to  diametral  cnrves.  — On  the  general  thcory  of  tbe  loci  ot  curvi- 
linear  intersection.  — On  tbe  general  Interpretation  of  equations 
lietween  two  variables  in  algebraic  geometry.  By  W.  Walton.  — 
On  the  general  theory  of  multiple  points.  By  II.  Walton.  — 
Simple  demonstration  of  a property  of  tbe  conic  sections.  — On  tbe 
existence  of  real  asymptotes  to  impossible  branches  of  curves.  — 
On  n theorem  in  the  geometry  of  pnsition.  — Analyticnl  dcmon- 
strations  of  Stewart’s  theorems.  By  ft.  I».  Ft/i». 

Analyticnl  Geometry  of  tbree  dimensions. 

On  tbe  numher  of  normals  whicli  can  be  drawn  from  a given 
point  to  an  algebraical  surface.  By  M.  Tcrtruem.  — Investigation 
of  the  locus  ot  points  for  whicli  the  sum  of  tbe  squares  of  tbe  nor- 
mals drawn  froin  them  tu  a surface  of  the  second  order  is  constant. 
By  M.  Terquem.  — Condition  that  a surface  should  he  touched  by 
a plane  in  a curvcd  line.  — Applications  of  the  meihod  of  spherical 
Co  ordinates.  — On  tbe  perspective  of  the  co-ordinate  planes.  — On 
the  lines  of  curvature  in  an  cllipsoid.  By  ft.  //.  Eilt».  — Genme- 
trical  Interpretation  of  Lagrange’s  condition  in  the  theory  of  raaxima 
and  minima  of  functions  of  two  variables.  — Symmetriral  Solutions 
of  problems  respecting  the  straight  line  nnd  plane.  By  George 
Itoole.  — On  singulär  points  in  surfaces.  By  D.  F.  Gregory. 

Algebra. 

On  the  transformation  of  an  analyticnl  expression.  — Researches 
in  the  theory  of  analytical  transformationg,  with  a special  apnlieation 
to  the  Reduction  of  the  general  equalion  of  the  sccond  Order.  By  ' 
George  Boote.  — Demonstration  of  a proposition  in  the  theory  of 
numbers.  — Expression  for  any  positive  integral  power  of  a ioga- 
rithm.  — On  the  expansion  of  sines  and  cosines  of  multiple  arcs  in 
ascending  powers  of  tbe  cosines  and  sines  of  the  simple  arcs.  — 
On  the  expressibility  of  the  roots  of  algebraic  equations.  By  J. 
M.  Beeilet.  — On  the  cquation  of  paymeuts.  — On  the  develop- 


*)  Da  dieses  Journal  wohl  in  Deutschland  nicht  so  häufig  gelesen  wird, 
wie  es  verdient,  so  werde  ich  in  der  Folge  immer  den  Inhalt  der  einzelnen 
erscheinenden  Hefte  vollständig  mittheilen.  Diesmal  nehme  irh  den  ganzen 
so  eben  vollendeten  zweiten  Band,  der  die  Nummern  VI— XII  (Mai  l&tl) 
in  sieb  fasst. 
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ment  ol'  the  squnre  roots  of  mimbers  by  contiuued  fractions.  Bt 
Mtmet  Booth.  — Exuinples  of  tbc  dialvtic  metliod  of  Elimination 
ns  >i|>|ilied  tu  ternury  Systems  of  equations.  By  j-  J.  Syloetter.  — 
l'rarlienl  rulc  for  rmlncing  a squnre  root  into  a coutinued  fractioo. 
— üo  the  irratiunnlity  ol  t.  — New  solution  of  a cubic  equation. 
Hy  J.  ('ockle.  — On  a mctliod  of  algebraic  Elimination. 

Differential  and  integral  calculs. 

On  singulär  Solutions  and  pnrticular  integrals  of  differential 
eqnations.  By  If.  Watt«»,  Nos.  I.  and  II.  — Un  the  failure  ol 
formulac  in  tlie  inverse  processus  of  Ibe  dift'erential  calculus.  — On  «er- 
tain  theorems  in  tbe  calculus  ot  variations.  Bv  George  Boote.  — On  tbr 
Integration  of  linear  differential  equations  svitli  constant  coefficieots. 
By  George  Boote.  — Serien  for  tue  approximate  values  of  definite 
Integrals.  — Ou  the  integration  of  certain  classes  of  differential 
equations.  By  B.  /..  Eilt»,  Nos.  I.  and  II.  — Investigation  of  tbe 
radius  of  enrvature  in  polar  cvrves.  — Demonstration  of  a prnperty 
of  l^aplace’s  coeflicients.  — On  tbc  integration  of  equations  of  partial 
differential*.  Bv  B.  Brontein.  — Evaluation  of  a detioite  multiple 
integral.  By  D.  F.  Gregory.  — Hemarks  ou  i’uisson’s  proof  tbat 
E (g,  u>)  can  be  expanded  in  u series  of  Laplace’s  fuoctions.  — 
Demonstration  of  the  correctness  of  Fouricr’s  expansions  of  tune- 
tious  in  series  consisting  of  sines  or  cosines  only.  — On  certain 
integral  transformations.  By  B.  Brontein.  — Note  on  tbe  definite 

integral  M «j  log  (sin  ö)  JO.  — Theorem  respecting  general  difle- 
•7  0 

rentials.  — Extension  of  a nroperty  of  Laplace’s  fnnctions  tu  ho- 
ntogeneous  fnnctions  generally. 

M ec  ha  nies. 

On  tbe  condition  of  equilibrium  of  n svstem  of  mutunlly  attrac- 
tive  fluid  parlicles.  — On  a propertv  of  tbc  brnchystrochronc  when 
the  forces  are  any  nbatsoever.  — Investigation  of  tbe  angle  between 
the  upsides  »f  the  patli  of  a projecticle  moving  in  a surface  of  re- 
volution.  when  the  orbit  is  tiearly  circular.  — On  the  sympatby  of 
pendulums.  — Un  tbe  tautorhronc  in  a resisting  medium.  — On  tbe 
inotion  of  a pendulum  whose  point  of  suppurt  is  disturbed.  — Oo 
the  form  of  a bent  spring. 

Astro  noiny. 

Investicrations  of  the  variations  of  tbe  node  and  inclination.  — 
Geometricaf  iuvestigation  ot'  the  oberration  in  right  ascension  and 
declination.  — Analytical  Solutions  of  Problems  in  plane  astronomy. 

Light. 

Metbod  of  linding  the  approximate  values  of  definite  integral* 
which  occur  in  the  calculatious  of  difiruction.  — Note  on  the  cal- 
culation  on  the  intensity  of  light  at  the  centre  of  the  sbadnw  of 
n small  circular  disk.  — On  fringes  of  interference  pruduced  by 
oblique  rellectiou  at  the  surface  of  n small  mirror.  By  A.  Bell.  — 
Solutions  of  Senate-  House  Problems. 
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III. 

Literarischer  Bericht. 

(lim  diesem  literarischen  Berichte  in  Bezug  auf  die  Erschei- 
nungen der  mathematischen  und  physikalischen  Literatur  in  den 
Jahren  18-10  und  1841  möglichste  Vollständigkeit  zu  geben,  ist  in 
dieser  Kummer  noch  Einiges,  was  früher  lneils  übersehen,  theilg 
vorläufig  absichtlich  ausgelassen  worden  war,  nachgetragen  wor- 
den. In  einer  der  folgenden  Nummern,  wenn  es  irgend  möglich 
ist,  schon  in  Nr.  IV.,  wird  eine  vollständige  Uehersicht  der  in  den 
neuesten  Bänden  — 1840  und  1841  — der  Schriften  aller  gelehrten 
Gesellschaften  und  Akademieen  enthaltenen  mathematischen  und 
physikalischen  Abhandlungen  geliefert  werden). 


Geschichte  der  Mathematik. 


Histoire  des  Sciences  mathdmatiques  en  Italie  par  Libri.  T.  111 
et  IV.  8.  1841.  5 Thlr.  8 ggr. 

Die  ersten  früher  erschienenen  Tbeile  dieses  Werks  sind  be- 
kannt genug. 

Historische  Eutwickclung  des  Princips  der  Diffe-*  \ 
ren  tial  rec  hn  u n g bis  auf  Leibnitz  von  Dr.  K.  J.  Gerhardt. 
Osterprogramm  1840  des  Gymnasiums  zu  Salzwedel. 

Wbewell,  W.,  Geschichte  der  inductiven  Wissenschaften,  der 
Astronomie,  Physik,  Mechanik,  Chemie,  Geologie  etc.  Nach  dem 
Englischen  mit  Anmerkungen  von  J.  J.  Littrow.  2 Bde  gr.  8. 
Stuttgart.  1840.  2 Thlr.  18  ggr. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Hoffmeister,  R.  H.,  Leitfaden  für  den  mathematischen  En- 
terriebt in  Mittelschulen,  1.  2.  Curs. , Arithmetik  und  Geometrie. 
1840.  gr.  8.  1 Thlr. 

Bind  I.  5 
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Doerk,  H.  («.,  Lehrbuch  der  Mathematik  für  Gymnasien.  ä.  Itd. 
gr.  8.  Elbing.  10  ggr.  (I.  und  3.  1839.  1 Tblr.  8 ggr.) 

Matthias,  l)r.  J.  A.,  Leitfaden  für  einen  hcnristischen  Schul- 
unterricht über  die  allgemeine  Arithmetik  und  die  gemeine  Algebra, 
die  Elementar- Geometrie . ebene  Trigonometrie  und  Apollouisclieti 
Kegelst-  hnittc.  3 Hefte,  7.  Aull,  gr,  S.  810.  Magdeburg,  I Tblr. 

Francocur,  L.  B. , vollständiger  Lehrcursus  der  reinen  Ma- 
thematik nach  der  4.  Origiualausg.  aus  dem  Franzos,  übers,  und 
mit  Anmerk.  und  Zusätzen  vers.  von  f)r.  K.  KQIp.  1.  Band  3.  und 
4.  Buch  gr.  8.  18-10.  Bern.  1 Tblr.  11  ggr.  2.  Bd.  1.  Buch  1841. 
2 Thlr.  (1.  Band  1.  u.  2.  Buch  1839.  f Tblr.  2 ggr.) 

Lehrbuch  der  angewandten  Mathematik  für  Real- 
gymnasien und  höhere  Bürgerschulen.  Von  H.  L.  Roltze, 
Dr.  phil.  und  Collab orator  an  der  Saldern’schen  Schule 
zu  Brandenburg  a.  H.  Zweiter  Theil.  Statik  und  Me- 
chanik fester  Körper.  Berlin.  1841.  8.  21  ggr. 

Auch  mit  dem  besonderen  Titel: 

Lehrbuch  der  Statik  und  Mechanik  fester  Körper  für 
Realgymnasien  und  höhere  Bürgerschulen  u.  s.  w. 

Dieses  Lehrbuch  der  angewandten  Muthematik  ist  herrorgeru- 
feu  worden  durch  das  immer  bestimmter  und  unabweisbarer  hervor- 
tretende Bedürfniss  einer  grossen  Anzahl  von  Schülern , schon  aut' 
der  Schule  in  einen  grossem  Theil  der  Lehren  der  sogenannten 
angewandten  Mathematik  mit  einer  gewissen  Vollständigkeit  und 
mit  gehöriger  Berücksichtigung  des  Gebrauchs  im  praktischen  lie- 
hen eingeführt  zu  werden,  und  ist  also  auch  ein  sehr  erfreuliches 
Zeichen  der  Zeit.  Nach  der  Absicht  des  Vfs.  soll  dasselbe  aus  vier 
Theilen  bestehen,  von  denen  laut  der  Vorrede  der  erste  die  bür- 
gerliche und  .Staatsrechenkunst,  der  zweite  (hier  vorliegende)  die 
Mechanik,  der  dritte  geometrisches  Zeichnen  und  Fcldmessea,  der 
vierte  Astronomie  und  mathematische  Geographie  enthalten  wird. 
Der  wegen  eines  hesondern  Bedürfnisses  zuerst  herausgegebene, 
uns  vorliegende,  zweite  Theil  cuthalt  die  Statik  und  Mechanik 
fester  Körper  mit  gehöriger  Berücksichtigung  des  I’ruktischen  in 
zweckmässiger  Kürze.  Eigcnthümhrk  isf  dein  VI.  .Mehreros  in  der 
Lehre  von  den  Kräftepuarcn,  der  elementaren  Darstellung  der  Lehre 
von  den  Trägheitsmomenten , auch  bei  der  Begründung  des  Ge- 
setzes der  allgemeinen  Schwere  u.  s.  w.,  so  wie  derselbe  denn, 
wie  cs  uns  scheint,  namentlich  auch  mit  Glück  deu  Versuch  ge- 
macht hat,  mehrere  der  wichtigsten  Lehren  des  mechanischen  Theils 
der  I’hvsik,  die  in  den  physikalischen  Lehrbüchern  und  bei  dem 
physikalischen  Unterrichte  sich  leider  meistens  nur  mit  einer  blossen 
historischen  Erwähnung  müssen  ahliuden  lassen,  auf  eine  zweck- 
mässige und  zum  Theil  elegante  Weise  clementariscb  zu  begrün- 
den, welche  Seite  dieses  Buchs,  wie  es  uns  scheint,  besonders  her- 
vorgehoben zu  werden  verdient.  Gewünscht  hätten  wir,  dass  der 
Vf.  auch  das  Princip  des  Beversionspendels  mit  aufgenommen  und 
gehörig  erläutert  hätte,  und  aufmerksam  zu  machen  wollen  wir 
denselben  zum  Schluss  nicht  unterlassen,  seinem  Buche  als  dritten 
Theil  noch  eine  fünfte  die  Lehren  der  Statik  und  Mechanik  tropf- 
bar und  ausdelinsum  flüssiger  Körper  enthaltende  AbtkciLuag  hinzu- 
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zufügen,  da  der  vorliegende  zweite  Theil  nur  die  Statik  und  Me- 
chanik fester  Körper  enthalt.  Hei  diesem  von  uns  gewünschten 
fünften  (oder  vielmehr  dritten)  Thcile  würde  der  Vf.  ganz  beson- 
ders Gelegenheit  linden,  den  gewöhnlichen  Vortrag  der  Physik  nn 
vielen  Stellen  durch  eine  zweckmässige  elementar  - mathematische 
Darstellung  zu  vervollständigen,  zu  wahrer  Wissenschaftlichkeit  zu 
erheben,  und  eben  dadurch  erst  recht  fruchtbar  und  lehrreich  für 
die  Schüler  zu  machen.  So  sehr  wir  auch  den  Plan  des  Werkes 
sonst  im  Ganzen  billigen,  glauben  wir  doch,  dass  dieser  von  uns 
gewünschte , die  Lehren  der  Statik  und  Mechanik  flüssiger  Körper 
enthaltende  Theil  seiner  grossen  Wichtigkeit  für  dos  praktische 
Leben  wegen , durchaus  nicht  fehlen  durt,  wenn  das  Buch  seinen 
Zweck  vollständig  erfüllen  soll. 

Nouvcaux  Pigments  de  Mathümatiques  pures,  par  A. 
Meyer,  docteur  en  Sciences,  employd  au  ddpot  de  la 
guerre,  professeur  de  mathematiq  ues  ä l’institut  Gag- 
gin et  a l’univcrsitd  lihre  de  Bruxelles.  T.  I.  Arithmeti- 
que.  Bruxelles.  1841.  8, 

Der  Vf.  beabsichtigt  in  ungefähr  20  Lieferungen,  jede  wenig- 
stens zu  100  Seiten  (Preis  4 Fr.),  ein  vollständiges  System  der  so- 
genannten reinen  Mathematik  zu  liefern.  In  der  vor  uns  liegenden 
ersten  Lieferung  spricht  sich  ein  grosses  sehr  löbliches  htreben 
nach  Eleganz  und  möglichster  Einfachheit  der  Darstellung  und 
nach  einem  systematischen  und  naturgemassen  Kgfwickelungsgange 
deutlich  aus,  weshalb  wir  glauben  das  deutsche  Publikum  auf  die- 
ses Unternehmen  aufmerksam  machen  zu  müssen.  Auch  findet  sich 
in  dieser  Lieferung  manches  Neue,  wie  z.  II.  S.  116.  ein  dem  Vf. 
eigentümlicher  Beweis  des  binomischen  Lehrsatzes  (ur  Facultäten 
und  manches  Andere  in  der  Theorie  der  Facultäten.  Geber  die 
folgenden  Lieferungen , in  denen  sich  das  Eigentümliche  dieses 
Werks,  aus  dem  uns  auch  Lehrer  manche  gute  Winke  entnehmen 
zu  können  scheinen,  gewiss  noch  mehr  und  mich  deutlicher  heraus, 
stellen  wird,  werden  wir  berichten,  so  bald  dieselben  erschienen 
sind.  Bis  jetzt  ist  nur  die  erste  bis  zu  dem  dritten  „Gdndration  des 
produits“  überschriebenen  Kapitel  reichende  Lieferung  zu  unserer 
Kenntnis«  gelangt.  Auch  wird  sich  überhaupt,  wenn  erst  mehr  er- 
schienen ist,  etwas  Vollständigeres  über  den  ganzen  Plan  des 
Werks  sagen  lassen.  Für  jetzt  mag  daher  diese  kurze  vorläufige 
Anzeige  genügen. 


ArithDietik. 


Wirt,  Dr.  Ph.,  Grundzüge  der  Arithmetik  nebst  den  Anfangs- 
gründen der  Algebra.  Bamberg,  gr.  8.  18  ggr. 

Traitd  eldmcntaire  sur  Farithmdtique  etc.  ä l’usage  du  commerce 
et  des  finances  par  Merle.  6me  edition.  Paris.  1841.  8.  5 Fr. 
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Kerber,  C.,  Enseignement  du  calcul  mental,  Strasburg; 2e  Edit. 
12.  1840.  12  ggr. 

Elcmeuli  di  Aritmetica,  di  Francesco  Soave.  Edizione  cor- 
retta  sulle  antecedenti.  Milano.  1811.  12. 

Pro d u kten tafel,  enthaltend  die  2,  3,  4,  5,  0,  7.  8, 
Ofachen  aller  Zahlen  von  I bis  100000.  Herausgegeben 
von  ISretschneider.  Prof,  am  Realgymnasium  zu  Go- 

tba.  Hamburg  und  Gotha.  1841.  gr.  8.  IG  ggr. 

W us  diese  Tafel  enthält,  giebt  der  Titel  bestimmt  au.  Die- 
selbe empfiehlt  sieb  durch  eine  auf  dem  bekannte»  Satze,  dass 
wenn  die  niederen  Ziffern  zweier  vielzifferigen  Zahlen  von  der 
ersten  an  bis  zu  einer  bestimmten  Stelle  bin  die  nämlichen  sind, 
dünn  uueh  die  niederen  Ziffern  gleicher  Vielfacher  jener  Zahlen 
auf  eben  so  viel  Stellen  unter  einander  iibereinstimmen,  wie  ver- 
schieden auch  die  Ziffern  in  den  höheren  Stellen  sein  mögen,  be- 
ruhende sehr  zweckmässige  Einrichtung  und  den  geringen  Raum 
von  nur  6-J-  Bogen , welchen  sic  dieser  Einrichtung  zutolge  ein- 
uimait,  durch  sehr  schönes  Papier,  schorfeil  und  deutlichen  Druck 
und  sehr  massigen  Preis  in  jeder  Beziehung,  weshalb  wir  sie  io 
den  Häudcn  recht  vieler  rechnender  Mathematiker  zu  sehen  wün- 
schen , denen  sie  gewiss  sehr  viele  V ortheile  und  Erleichterungen 
hei  ihren  Arbeiten  gewähren  wird,  und  die  sich  daher  dem  Herrn 
Vf.  zu  ganz  beynderm  Danke  verpflichtet  fühlen  werden.  Aher 
auch  iu  den  Händen  der  Lehrer  au  höhern  Unterrichtsanstalten 
kann  und  wird  diese  Tafel  vielen  Nutzen  stiften , du  es  für  die 
Schüler  immer  sehr  instructiv  sein  wird,  wenn  sic  schon  bei’zn  er- 
sten wissenschaftlichen  arithmetischen  Unterrichte  mit  der  Einrich- 
tung und  dem  Gebrauche  dieser  Tafeln  und  den  Gründen,  auf  de- 
nen die  erstere  beruhet,  bekannt  gemacht  werden,  welches  auch 
eiue  sehr  gute  Vorbereitung  zu  dem  künftigen  Gebrauche  der  Lo- 
garithmentafeln und  der  trigonometrischen  Tafeln  sein  wird.  Es 
hat  uns  immer  geschienen,  ilnss  es  sehr  nothwendig  ist,  die  Schü- 
ler so  zeitig  ald  irgend  möglich  auf  den  häufigen  und  wichtigen 
Gebrauch,  welcher  von  zu  verschiedenen  Zwecken,  immer  aber  zur 
Erleichterung  und  Abkürzung  schwieriger  und  zeitraubender  Rech- 
nungen construirter  Tafeln  in  allen  Tlieilen  der  Mathematik  ge- 
macht wird,  hinzuweisen  und  ganz  besonders  aufmerksam  zn 
machen,  wozu  hei’m  ersten  wissenschaftlichen  arithmetischen  Unter- 
richte neben  den  Factorcntafeln  — deren  Einrichtung  über  im  Gan- 
zen zu  einfach  ist  — nach  unserer  Ucberzeugung  ilie  Produkten- 
tafcl  des  Vfs.  sehr  zweckmässig  und  vorthcilhuft  benutzt  werden 
kann,  wobei  auch  noch  besonders  der  praktische  Nutzen  Tür  man- 
chen künftig  zu  einer  Beschäftigung,  bei  welcher  öfters  die  Aus- 
führung weitläuflger  Rechnungen  erfordert  wird,  übergehen  wollen- 
den Schüler  in  Anschlag  gebracht  werden  muss.  Eine  sehr  lesens- 
werte Einleitung  über  Einrichtung  und  Gebrauch  der  Tafeln  eröff- 
net dieselben,  und  enthält  ausser  ihrem 'eigentlichen  Gegenstände 
auch  noch  manche  schätzbare  Bemerkungen,  die  sich  in  den  mei- 
sten arithmetischen  Lehrbüchern  nicht  finden.  Möge  der  Vf.  auch 
bei  der  in  der  Vorrede  augekiiudigten  sehr  verdienstlichen  Arbeit: 
nämlich  einer  neuen  und  sorgfältigen  Berechnung  der  Zablvverthe 
der  wichtigsten  in  der  gesummten  Mathematik  vorkamaieudea  na- 
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merischen  Constanten  und  CoelUcicoten , nicht  ermüden,  und  sich 
nicht  nbschrccken  lassen  durch  die  geringe  Anerkennung,  die  lei- 
der oft  solchen  mühsamen  und  Zeit  raubenden  Arbeiten  zu  Theil 
wird!  Der  Dank  derjenigen,  welche  die  Verdienstlichkeit  derselben, 
und  die  ungemeine  Sorgfalt  und  Genauigkeit,  welche  auf  solche 
Arbeiten  gewandt  werden  müssen,  zu  würdigen  verstehen,  wird 
ihm  gewiss  zu  Theil  werden. 

Traitd  sur  la  theorie  des  logarithmes  par  V alles.  8.  841. 

Vega,  G.,  Logarithmiscb- Trigonometrisches  Handbuch  hcrausg. 
von  Hülse.  Leipzig,  gr.  8.  1840.  1 Thlr.  0 ggr. 

Steinberger,  A.,  Tafel  der  gemeinen  oder  Brigg’schen  Loga- 
rithmen aller  Zahlen  vou  1 — lOtJUOOO  mit  5 oder  beliebig  7 Deci- 
uialstellcn.  Hin  Auszug  nus  Vega’s  Logarithmisch-Trigonometr. 
Uandb.  Regensburg.  gr.  8.  1840.  8 ggr. 

Tublcs  ot  Logarithms,  common  and  trigonometrical , to  five 
places.  linder  the  superintendence  of  the  societj  for  the  diffusion  of 
useful  knowledge.  8.  1841.  3 s.  swd. 

Four  figure  Logarithms  and  Anti -Logarithms.  On  a Card, 
1841.  1 s. 

The  Elements  of  Algebra,  preliminarv  to  the  Differential  Cal- 
culus,  and  fit  for  the  Higher  Classes  of  Schools  in  wliick  the  Prin- 
ciples  of  Arithmetic  are  taught.  ity  Professor  De  Morgan.  2d 
Edition  1841.  12mo.  0 s.  clotli. 

J.  G.  Hall’s  Differential  and  Integral  Calcnlns.  3rd  edit.  1841. 
8.  12  s.  6 d. 

Geber  die  Transcenden ten , welche  aus  wiederholten 
Integrationen  rationaler  Formeln  entstehen  von  Kum- 
mer. Osterprogramm  1840  des  Gymnasiums  zu  Liegnitz. 

Traitd  dldmentaire  des  fonctions  elliptiqucg,  ouvrage  destind  ä 
faire  suite  aux  traites  dlementuires  de  calcul  iutegrul  par  P.  F.  Ver- 
balst. Bruxelles.  1841.  8.  3 Thlr. 

Dieses  Werk  empfehlen  wir  allen  denen , welche  sich , ohne 
auf  die  ursprünglichen  Quellen  zurückgehen  zu  wollen,  mit  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  bekannt  machen  wollen. 

Lehrbuch  der  VVahrsckei n lieh k ei  tsr ech n unge  n und 
deren  wichtigsten  Anwendungen  von  S.  I).  Poisson. 
Deutsch  bearbeitet  und  mit  den  nöthigen  Zusätzen  ver- 
sehen von  D r.  E.  H.  Schnuse.  Brauuschweig.  1841.  8. 
2 Thlr.  18  ggr. 

Eine  aut  schönes  Papier  deutlich  und  correct  gedruckte  gute 
liebersetzung  von  Poissons  Recherches  sur  la  Probabilite  des 
Jugcmcnts  cn  imitiere  criminelle  et  cn  imitiere  civile,  preedddes  des 
regles  gdndrales  du  calcul  des  probabilitds.  Paris  1837.  4.  23  Fr., 
welche  der  Uebersetzcr  mit  einer  grossem  Anzahl  vou  Zusätzen 
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versehen  hat,  um  dieselbe,  wie  er  in  der  Vorrede  sagt,  zu  einem 
Lehrbuche  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  abznrunden,  und  da- 
durch also  zugleich  den  der  l'ebersetzung  gegebenenTitel  zu  recht- 
fertigen.  Wus  von  dein  Uebersetzcr  herriihrt,  ist  nicht  bestimmt 
angegeben,  und  wir  können  darüber  auch  kein  ganz  gültiges  ür- 
theil  fallen,  weil  uns  das  Original  in  diesem  Augenblicke  zufällig 
nicht  zur  Hand  ist. 


Geometrie. 

t 

Meyer,  €.,  Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gymnasien.  3 Bde. 
gr.  8.  Potsdam.  1840.  1 Tlilr.  14  ggr. 

Gleichmann,  U.  A. , Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie,  ein  Leit- 
faden  beim  Unterricht  in  den  Elementen  der  Mathematik,  gr.  8. 
Meiningen.  15  ggr. 

Rüss,  W.  A.,  die  Geometrie  und  Trigonometrie.  Zunächst  für 
Divisionsschulen  und  sonstige  Militair-  Unterrichtsanstalten,  gr.  8. 
Berlin.  1840.  1 Thlr.  4 ggr. 

Ludowicg,  J.  C.  H. , Lehrbuch  der  Elementar- Geometrie  und 
Trigonometrie  für  Gvmnasien  und  höhere  Lehranstalten.  2.  Bd. 
gr.  8.  Hannover.  1840.  2 Thlr.  8 ggr.  (I.  Bd.  1830.  2 Thlr.) 
Eino  ausführlichere  Anzeige  dieses  Buchs  im  nächsten  Hefte. 

Holzapfel,  F.  X.,  Grundlchren  der  Elementar- Geometrie  mit 
Anwendung  uuf  Berechnung  der  Körper  und  Flächen.  8.  Conatanz. 
1840.  9 gr. 

Demp,  Dr.  Q.  W.,  Handbuch  der  theoret.  und  prakt.  Geometrie, 
gr.  8.  München.  1840.  1 Thlr.  , 

Lehmus,  Dr.  D.  E.  F.,  Lehrbuch  der  Geometrie.  1.  Bd.  2.  Aufl. 
Berlin.  1840.  1 Thlr.  18  ggr. 

Hincke,  J.,  Lehrbuch  der  geometrischen  Formenlehre.  1.  Theil: 
Planimetrische  Formenlehre.  Mit  9 Figurentafeln,  gr.  8.  Nord- 
hausen. 1811.  18  ggr. 

Dessen  Leitfaden  d.  geometrischen  Formenlehre.  1.  Theil:  PI»- 
nimetrische  Formenlehre,  gr.  8.  Nordhausen.  1841.  0 ggr. 

Hohl.  Dr. , Vorschule  der  reinen  Stereometrie.  8.  Tübingen. 
1840.  12  ggr. 

Senff,  C.  J.,  systematische  Darstellung  der  Hauptsätze  der 
Geometrie  im  Raume.  Eine  gekrönte  Preisscbrift.  gr.  4.  Dorpat. 
1840.  22  ggr. 

Die  Geometrie  genetisch  dargeatellt  für  Schulen  und 
zum  Selbstunterrichte  vou  R.  Simcsen,  Lehrer  der  Ma- 
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tbem.  und  Physik.  Mit  175  eingedruckten  Holzschnitten. 
8.  Altona.  1841.  15  ggr. 

Hie  Art  und  Weise,  auf  welche  man  gewöhnlich  in  der  höheren 
Mathematik  die  Entstehung  der  Figuren  betrachtet,  um  daraus  ihre 
Haupteigcnschaften  kennen  zu  lernen,  führte  den  Vf.  auf  den  Ge- 
danken, auch  die  niedere  Geometrie  durchgehende  auf  ähnliche 
Weise  genetisch  zu  behandeln,  und  dadurch,  wo  möglich,  sowohl 
dem  Anfänger  das  Erlernen  derselben  erträglicher  zu  machen,  als 
auch  den  I ebergang  zum  Studium  der  höheren  Mathematik  zu  er- 
leichtern. In  dieser  hier  mit  des  Vfs.  eigenen  Worten  angegebenen 
Weise  findet  man  in  der  vorliegenden,  den  Lehrern  der  Mathematik 
allerdings  zur  Beachtung  und  Benutzung  zu  empfehlenden  Schrift 
die  Lehren  der  ebenen  Geometrie  mit  Einschluss  der  ebenen  Tri- 
gonometrie einfach  und  klar  behandelt,  und  möchten  wir  den  Vf. 
uns  zu  ermuntern  erluubeo,  bald  eine  ähnliche  Bearbeitung  der 
Elemente  der  Stereömetrie  und  sphärischen  Trigonometrie  folgen 
zu  lassen. 


Die  Lehre  von  den  geradlinigen  Gebilden  in  der 
Ebene.  Ein  Versuch  einer  sy  ste  m atiscli  - elementar is che n 
Entwicklung  der  s ogenan  n t e u PI  nnim  e t rie,  Goniometrie 
und  Trigonometrie,  der  Anfangsgründe  der  analytischen 
Geometrie  u.  s.  w.  Von  Rudoiph  Wolf,  Lehrer  der  Ma- 
thematik an  der  Realschule  in  Beru.  8.  Bern  und  St. 
Gallen.  18-11.  15  ggr. 

Diese  kleine  nur  121  Seiten  enthaltende  Schrift  versucht  — 


dies  scheint  uns  ihr  eigentlicher  Zweck,  ihre  eigentliche  Tendenz 
und  ihr  besonderes  Verdienst  za  sein  — die  Ergebnisse  und  Be- 
trachtungsweisen der  sogenannten  neuern  Geometrie  in  den  geo- 
metrischen Elementarunterricht  einzufiihren  und  hei  demselben  zu 
benutzen,  wobei  sie  sich  vorzüglich  anStei  ncr  anscliliesst.  Wir  halten 
dies  für  sehr  verdienstlich  und  in  jeder  Beziehung  zcitgemäss,  empfeh- 
len daher  auch  diese  Schrift  allen  Lehrern,  welche,  ohne  Zeit  und 
Lust  zu  haben,  zu  den  Uuellen  zuriiekzugehen , dasjenige  von  der 
sogenannten  neuern  Geometrie,  was  für  den  ersten  und  nächsten 
Zweck  des  geometrischen  Elementarunterrichts  brauchbar  sein 
möchte,  in  kurzer  Zeit  kennen  lernen  und  sich  aoeigneu  wollen. 
Aus  dem  Gesichtspunkte  eines  Lehrbuchs  betrachtet,  könuen  wir 
aber  die  Vermischung  der  ganzen  ebenen  Trigonometrie,  die  seihst 
die  bekannten  imaginären  üloivre’scken  Formeln  und  was  sich  daran 
unmittelbar  anscbliessen  lässt,  uufnimiut,  und  der  analytischen  Geo- 
metrie mit  den  lehren  der  synthetischen  Geometrie  nicht  gut  heissen, 
indem  auf  diese  Weise  theils  der  schöne  synthetische  Charakter  der 
letztem  verloren  geht,  theils  keine  der  genannten  Wissenschaften 
in  irgend  einer  Art  zum  Abschluss  gebracht  und  der  Lehrling  iu 
das  eigentliche  W'csen  derselben  gehörig  eiogeführt  und  wirklich 
cingeweiht  wird.  Auch  möchten  wir  die  auf  Seite  49  sich  bildende 
Bemerkung:  ,.Man  hat  sich  auch  vielfache  Mühe  gegeben,  die  For- 
meln 38  und  39  „■ — nämlich  die  Formeln  a=\/ — iöc-cos.-# 


und  cos  A =- 


ä»-+-cJ  — «t» 
2 lic 


” logurithmisch  zu  rnacheu,  d.  L.  die 


in  denselben  yorkommenden  Summen  in  Prodnctc  umzuwandeln. 


Du  jedoch  einerseits  die  durch  diese  Umwandlung  bezweckt«  Er- 
leichterung meist  nnr  scheinbar  ist,  andererseits  die  Einführung  von 
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Hülfsgrüssen,  Wurzeln  u.  8.  w.  Zweideutigkeit  in  die  Formeln  bringt, 
und  endlich  durch  sie  dus  Gcdächtniss  bedeutend  beschwert  wird, 
so  kommen  sie  nach  und  nach  bei  den  praktischen  Rechnern  wieder 
ganz  ausser  Gebrauch,  und  sollen  auch  hier  keine  Entwicklung  lin- 
den” keineswegs  unterschreiben.  Wer  da  weiss,  welcher  vielfache 
und  wichtige  Gebrauch,  namentlich  in  der  Astronomie  und  Geodäsie 
von  der  Einführung  sogenannter  Hülfswinkel  und  anderer  Hülfs- 
grössen  gemacht  wird,  um  Formeln  zur  logarithmiscben  Rechnung 
bequem  einzurichten,  welche  Einfachheit  und  Leichtigkeit  u.  A.  z.  B. 
Guuss  durch  solche  Hiilfsmittel  in  manche  Rechnungen  zu  brin- 
gen gewusst  hat,  wird  mit  uns  gewiss  einverstanden  sein,  dass  der 
Schüler,  der  nur  irgend  weitere  Schritte  in  der  Mathematik  zu  thun 
beabsichtigt,  nicht  zeitig  genug  mit  denselben  bekannt  gemacht  und 
in  denselben  geübt  werden  kann.  Auch  scheinen  uns  dieselben  die 
trefflichste  Uebung  in  dem  Gebrauche  der  goniometrischen  Formeln 
darzubieten  und  letztere  dem  Schüler  am  besten  in  das  Gedächtniss 
einzuprägen.  Wie  schon  ist  z.  B.  der  Kunstgriff',  nach  welchem 
man,  wenn  der  Winkel  y aus  der  in  dieser  Form  oft  vorkommendcu 
Gleichung 

a sin  5(i  -4-  b cos  <p  — c 

bestimmt  werden  soll,  die  beiden  Hülfsgrössen  r und  0 den  beiden 
Gleichungen 

0 = r cos  9,  b = r sin  8 


gemäss,  d.  b.  mittelst  der  Formeln 


tang  8 = 


b_ 
a ' 


a 

cos  9 


_b_ 
sin  9 


bestimmt,  und  dann  zur  Berechnung  von  y die  einfache  Formel 
sin  («  + y)  = -£ 

erhält.  Sollte  es  nicht  der  Mühe  werth  sein,  den  Schüler  recht 
zeitig  mit  solchen  Kunstgriffen  und  RUIfsmitteln  bekannt  zu  machen? 
Auch  glauben  wir  nicht,  dass,  wenn  in  der  Aufgabe  nicht  selbst 
eine  Unbestimmtheit  liegt,  durch  solche  richtig  gehandbäbte 
Kunstgriffe  und  Transformationen  eine  Unbestimmtheit  in  die  Auf- 
gabe gebracht  werde.  Lassen  etwa  die  bekannten  schönen  Formeln 

für  sin  -i-  A und  cos  A in  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie einer  Unbestimmtheit  Raum?  Lässt  es  nicht  vielmehr  z.  B. 
die  Formel 

. , ^ -f-  0ac*  -f-  A’c1)  — a*  — &*  — “c* 

sin  A = ^ 1 

in  der  ebenen  Trigonometrie , auf  die  man  doch  am  Ende  eben  so 
gut  durch  die  ursprüngliche  Entwicklung  hätte  kommen  können, 
wie  auf  die  bekannte  völlig  bestimmte  Formel  für  cos  A , unent- 
schieden, ob  der  Winkel  A zwischen  0 und  90°  oder  zwischen  90° 
und  180°  zu  nehmen  ist?  Unsere  Absicht  war  hier  nur,  die  grosse 
Wichtigkeit  der  Transformationen  in  der  Trigonometrie  in  mög- 
lichster Kürze  gegen  die  von  dem  Vf.  ausgesprochene  Meinung  her- 
auszustellen,  zugleich  aber  auch  die  Richtigkeit  unserer  obigen  An- 
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siebt,  dass  das  Schriftchen  des  Y’fs.  in  manchen  Beziehungen  un- 
vollständig ist  und  unbefriedigt  lässt,  zu  beweisen,  wobei  wir  aber 
auch  nicht  unterlassen  können  und  wollen,  hier  am  Schluss  noch- 
mals auf  dessen  im  Eingänge  angedeutete  Verdienstlichkeit  auf- 
merksam zu  machen,  dasselbe  den  Lehrern  zur  Berücksichtigung 
bei  dem  geometrischen  Unterrichte  zu  empfehlen,  und  den  VI.  zu 
ermuntern,  in  seinem  löblichen  Streben  die  Ergebnisse  und  Betrach- 
tungsweisen der  neuern  Geometrie  so  viel  als  irgend  möglich  in 
den  geometrischen  Elementarunterricht  einzuführen,  fortzufahren. 
Besondere  Anerkennung  verdienen  endlich  auch  noch  die  an  vielen 
Stellen  heigehrachtcn  historischen  und  literarischen  Notizen. 

l'rinciplcs  of  Geometry,  familiariy  illustrated  and  applied  to  a 
vuriety  of  useful  purposes.  Designed  for  the  Instruction  of  young 
l’ersons.  By  I’rof.  Rite  hie.  *2d  Edition.  12.  3 s.  0 d.  cloth. 

Ergänzung  des  Euklidischen  Systems  der  Geometrie,  in  Rück- 
sicht seiner  ungenügenden  Beweise  der  die  Parallellinien  und  ihre 
Eigenschaften  betreuenden  Lehrsätze,  vou  L.  A.  See  her.  Karls- 
ruhe. 1840.  4.  8 ggr. 

Zur  Theorie  des  Kreises  von  H.  Schmidt.  Osterpro- 
gramm 1810  des  Gymnasiums  zu  Hulhcrstadt. 

lieber  d ie  En t fern u n g der  Mittelpunkte  der  Kreise, 
welche  die  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks  oder  Vierecks 
berühren,  von  dem  Mittelpunkte  des  umschriebenen  Krei- 
ses. von  Dr.  Nauck.  Osterprogramm  1810  des  Gymnasiums  zu 
Schleusingen. 

Quadrature  du  cercle  par  Le  Geay.  Fol.  1841. 

Traite  de  geomdtrie  descriptive  par  Adhemar.  8.  Paris.  1841. 
20  Fr. 

1 

Neu  big,  Dr.  A.,  800  Aufgaben  aus  der  rechnenden  Geometrie 
und  Trigonometrie  etc.  8.  Erlangen.  1840.  12  ggr. 

Biot,  J.  G.,  Versuch  einer  analytischen  Geometrie,  angewandt 
auf  die  Curven  und  Flächen  zweiter  Ordnuug.  Hebers,  und  mit 
Zusätzen  von  Dr.  J.  T.  Ahrens.  2te  Vermehrte  Aull.  gr.  8.  Nürn- 
berg. 1840.  2 Thlr.  12  ggr. 

Complcment  de  gdomdtrie  nnalytique  par  Page.  8.  Paris.  1811. 
1 Thlr.  8 ggr. 

Versuch  einer  populären  Darstellung  der  Eigenschaf- 
ten der  Cykloide  und  ihrer  Evolute  von  Türkheim.  Oster- 
programm 1840  des  Gymnasiums  zu  Schweidnitz. 
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Praktische  Geometrie. 


Die  Pothenotsebe  Aufgabe  in  praktischer  Beziehung 
dargcstcllt  von  C.  I..  Gerling.  8.  Marburg.  IS  10.  8 ggr. 

Durch  ein  Versehen  ist  diese  kleine  sehr  bcnchtcnswerthe  Schrift 
in  den  früheren  literarischen  Berichten  nuch  nicht  angezeigt  wor- 
den. Der  Vf.  hat  in  derselben  die  wichtigsten  Auflösungen  des  Po- 
thenot’schcn  Problems  durch  Kechnung  und  durch  Cunslruction  oder 
mittelst  des  Messtisches  zusauimcngestellt  und  ihre  praktische  Brauch- 
barkeit überall  richtig  gewürdigt.  Den  Auflösungen  durch  Con- 
struction  ist  vorzüglich  ein  in  den  geometrischen  Lehrbüchern  sich 
nicht  lindender  allgemeiner,  uueh  an  sich  interessanter  und  bemer- 
keuswerther  Lehrsatz  zum  Grunde  gelegt  worden,  auf  welchen  der 
Vf.  vor  vielen  Jahren  durch  eine  Andeutung  von  Gauss  aufmerk- 
sam gemacht  wurde.  Besonders  hervorgehoheu  muss  endlich  noch 
werden,  dass  der  Vf.  uucli  die  Anwendung  der  Methode  der  klein- 
sten  Quadrate  hei  dem  Potheuol’sehen  Problem  auf  eine  sehr  deut- 
liche ÄVeisc  zeigt,  um,  wenn  mehr  Messungen  als  zur  absoluten  Be- 
stimmung des  gesuchten  Punktes  erfordert  werden,  gemacht  Worden 
sind,  die  möglichst  scharfe  Bestimmung  aus  allem  Gegebenen  und 
Beobachteten  zu  erhalten,  wodurch,  so  wie  überhaupt  durch  viele 
audere  augenscheinlich  aus  eigner  vielfacher  und  langjähriger  Praxis 
hervorgegangeue  praktische  Bemerkungen  lind  Andeutungen,  nach 
unsrer  l eberzeugung  die  kleine  Schrift  sich  als  eine  für  den  die 
Pothenot’srhe  Aufgabe  oder  bei  der  Messtiscbpraxis  das  sogenannte 
RUckwärtseinschneiden  häufig  in  Anwendung  bringenden  Geodäten 
unentbehrliche  durstellt. 


Trigonometrie. 


Trigonometrie  rectilignc  suivie  de  tablea  de  logarithines  etc. 
par  Lambert.  Paris.  1841.  8.  4 Pr.  50  c. 

Klements  of  Trigonomctry,  and  Trigonometrical  Analysis,  pre- 
liminurv  to  the  Differential  Calculus;  lit  for  thosc  wbo  have  studied 
the  Principles  of  Arithmetic  und  Algebra,  nud  Six  Books  of  Buclid. 
By  Prof.  De  Morgan.  12.  1841.  9 s.  elolli. 

Tröbst.  ür.  C.  G. , Tafel  der  Sinns,  Tangcntcu,  'Secanten,  mit 
dem  Opus  Palatinnm  verglichen  und  nach  den  Differenzen  geprüft. 
12.  Jena.  1840.  12  ggr. 
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Mechanik. 

ln  den  Sitzungen  der  Petersburger  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten vom  30.  October  und  18.  Dccember  1840  hat  Herr  Ostrogradsky 
ein  Memoire  über  die  Bewegung  der  sphärischen  Projectile  in  der 
Luft  vorgeleseu,  welches  für  den  genannten  Gegenstand  nach  dem, 
was  bis  letzt  über  dessen  Inbalt  bekannt  geworden  ist,  jedenfalls 
gehr  wichtig  ist. 


Praktische  Mechanik. 


Wandner,  Lein  buch  der  technischen  Mechanik.  Mit  9 Figu- 
reutufcln.  gr.  8.  Regensburg.  1841.  1 Tblr.  3 gr. 

Riihlmann,  l)r.  M,,  die  technische  Mechanik  und  Maschinenlehre, 
zunächst  als  Leitfaden  für  den  Unterricht  an  Lehranstalten,  so  wie 
auch  zum  (rebrauch  für  Techniker  jeder  Art  ohne  Anwendung  der 
Differential-  und  Integralrechnung  bearbeitet.  Ir  Bd.  le  Abth.  Sta- 
tik fester  Körper,  gr.  8.  Dresden.  1840.  21  ggr. 

Deminc,  A.  V.,  der  praktische  Maschinenbauer,  mit  vielen  Kpf. 
3 4.  5.  Bd.  8.  Quedlinburg.  1840.  41.  6 Tblr.  4 ggr.  (1.  2.  Bd. 
1839.  0 Tblr.  4 ggr.) 

Hoffmann,  E.  I,.,  Sammlung  der  gebräuchlichsten  Maschinen, 
sowohl  zusammrngestellt  als  in  ihren  einzelnen  Theilen.  N.  F. 
I.  Heft.  Fol.  Potsdum.  1810.  2 Tblr. 

Allgemeine  Maschinen-Encyklopädie,  herausgegeben  von  Hülse. 
Text  in  8.  3.  4.  5.  Lief,  a 1 Tblr.  Atlas  in  Fol.  3.  4.  Lief,  ä 
1 Tblr.  16  ggr.  Leipzig.  1841. 

liaindl,  S.,  Maschinenkunde  und  Maschinenzeichnern  2.  Lief 
gr.  4.  München.  1840.  3 Thlr.  (1.  1839.  3 Tblr.) 

Poneelet,  industrielle  Mechanik,  deutsch  bearbeitet  und  mit 
Anmerk,  begleitet  von  C.  G.  Kuppler.  1 — 4,  Lief.  gr.  8.  Nürn- 
berg. 2 Thlr. 

Description  des  Machines  et  procedds  consignds  dans  les  bre- 
vets  d’invention.  Publid  par  les  Ordres  de  M.  le  Ministre  du  com- 
merce. 4.  Avec  fig.  Tom.  41.  Paris.  1841. 

Calculs  sur  la  sortie  du  vapenr  dans  les  machioes  locomotivcs 
par  Jcanneney.  Paris.  1841.  8.  5 Fr. 
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Optik. 


.Schumachers  astronomische  Nachrichten  enthalten  im  18.  Bande 
Nr.  421  einen  Aufsatz  über  Fernrohre  mit  Glasspiegeln  und  deren 
Vorzüge  von  Herrn  Dr.  Barfuss. 


Astronomie. 


Mädler,  J.  H.,  populäre  Astronomie.  1 — 3.  Heft,  mit  vielen 
Abbild,  gr.  8.  Berliu.  1841.  1 Thlr.  8 ggr. 

Richter,  J.  A.  Handbuch  der  populären  Astronomie  für  ge- 
bildete Stände,  gr.  8.  1.  2.  Bund.  Huedlinburg.  1840.  3 Tlilr. 

Arago’s  populär  leclures  ou  Astronomv.  Truuslatcd,  will)  ex- 
plunntory  notes,  by  Walter  K.  Kelly.  18-41.  2 s. 

Hypothese  über  die  Entstehung  des  Plancten-Sy- 
stenis  und  des  Weltalls  überhaupt  von  A.  (..Trenn.  Dan- 
zig. 1841.  8.  12  ggr. 

Struvc,  Dr.  W.,  vorläufiger  Bericht  von  der  Russischen  Grad- 
messung, mit  Allerhöchster  Genehmigung  auf  Veranstaltung  der 
Kaiser).  Universität  zu  Dorpat  während  der  Jahre  1821  — 1827  in 
den  Ostsee-Provinzen  des  Reichs  uusgeführt.  Folio.  Dorpat.  1840 
18  &gr- 

Fedorow.  W.,  vorläufige  Berichte  über  die  von  ihm  in  den 
Jahren  1832  — 1837  auf  Allerhöchsten  Befehl  in  West-Sibirien  aus- 
geführten astronomisch -geographischen  Arbeiten.  Im  Auftrag  der 
kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  hcrausg.  von  G.  W.  Struve. 
gr.  8.  Petersburg.  1840.  1 Thlr.  4 ggr. 

Karsten,  H.,  kleiner  astronomischer  Almanach  für  Seeleute  auf 
das  Jahr  1841.  gr.  8.  Rostock.  12  ggr. 

Berliner  astronomisches  Jahrbuch  fiir  1843.  Heraus- 
gegeben  von  J.  F.  Encke.  8.  Berlin.  1841.  2 Thlr.  16  ggr. 

Dieser  Jukrgaug  enthält  in  dem  Anhänge  die  folgenden  Ab- 
handlungen: 

lieber  die  Einrichtung  des  Jahrbuchs. 

Geographische  Loge  der  HauptgteruWarten. 

Aus  diesem  neueren  Verzeichnisse,  tragen  wir  zu  dem  im  ersten 
Hefte  des  Archivs,  Literarischer  Bericht.  I.  8.  14.  mitgetbeilteo  Ver- 
zeichnisse nach: 
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Name  des  Orts 

Geograph.  Breite 
+ nördlich 
— südlich 

Länge  v.  Berlin 
Zeit,  -f-  westlich 
— östlich  | 

Oestl.  Lange  von 
Ferro  in  Bogeu. 

Danzig  .... 

-4-54“  21'  4",0 

.—0*  2 

1'  3", 4 

36°  19"  2I".0 

Leiden  .... 

-4-52  9 28,2 

-+-  0 35  28  ,0 

22  8 59,6 

Modena.  . . . 

-4-  14  38  52,8  1 

+ 0 

9 51  ,6  | 

28  35  36,0 

lieber  die  selcnocentrischen  Cnnslnnten  bei  den  Stern-Bedeckun- 
gen und  die  Libratinn  de»  Mondes,  nebst  Tafeln. 

Bemerkungen  über  das  Durchgangs-  Instrument  von  Ost  nach 
West. 


Physik. 


Die  Expcri me n tnl-Pli ysik , ein  geistiges  Bildungs- 
mittel, in  ihren  Beziehungen  zum  praktischen  Leben. 
Ein  Handbuch  fiir  Lehrer  an  gehobenen  Volks-  und  Bür- 
gerschulen und  technischen  Anstalten  von  Dr.  k.  F.  B. 
Schneider,  O he  r I e h rer  e t c.  Erste  Abtheilung:  Die  all- 

gemeinen Eigenschaften  der  Körper.  Dresden.  1841. 
8.  9 ggr. 

Wir  glauben,  dass  auch  diese  Schrift  ihren  durch  den  Titel 
mit  hinreichender  Deutlichkeit  ungedeuteten  Zweck  gut  erfüllen 
wird.  Die  zweite  Abtlieilung  wird  die  Statik  und  Merltattik  fester 
und  flüssiger  Körper  und  die  Akustik,  die  dritte  die  Lehre  von  den 
Imponderabilien  enthalten.  Dann  beabsichtigt  der  Vf.  diesem  lland- 
buclic  einen  Leitfaden  fiir  die  Schüler,  und  spater  die  Physik  des 
Luftkreises  oder  die  Meteorologie  und  die  Physik  des  Himmels 
oder  die  Astronomie  folgen  zu  lassen.  Jedenfalls  liefert  auch  diese 
Schrift  dem  aufmerksamen  Beobachter  auf  dem  Felde  der  mathema- 
tischen und  physikalischen  Literatur  einen  sehr  erfreulichen  Beweis 
fiir  das  immer  bessere  Gedeihen  und  die  immer  lebhaftere  Aner- 
kennung der  hohen  Wichtigkeit  des  mathematischen  und  physikali- 
schen I nterrichts  auch  auf  Schulen  einer  niedern  Gattung,  wovon 
sich  gewiss  noch  die.  schiinstcn  Früchte  erwarten  lassen. 

lleussi,  J.,  Experimental-Physik  methodisch  dorgestellt.  3. fürs, 
gr.  8.  1840.  1 Thlr.  8 ggr.  (1.  u.  2.  1838.  39.  I Tlilr.  lö  ggr.) 

Dellmann,  F.,  der  kleine  Physiker  1.  die  wagbaren  Stoffe, 
gr.  8.  1840.  Meurs.  12  ggr. 

August,  E.  F.,  mechanische  Nnturlehre.  Auszug  aus  Fischers 
Lchrbucii  der  mechanischen  Naturl.,  neu  bearbeitet.  2.  Aufl.  gr.  8. 
Berlin.  1840.  1 Thlr.  0 ggr. 

Fischer,  E.  G.,  Lehrbuch  der  mechanischen  Naturlebre,  neu 
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bearbeitet  von  E.  F.  Anglist,  4.  Anfl.  gr.  8.  2 Tble.  1.  1837  2.  1810. 
5 Tblr. 

Fladnng,  J.  A.  F..  populäre  Vorträge  über  Physik  für  Damen. 
Wien.  2.  Aufi.  12.  1840.  1 Thlr.  12  ggr. 

Figurentafeln  zur  Physik  nebst  ausführlicher  Erklä- 
rung. Für  Freunde  der  Wissenschaft,  insbesondere  für 
Gymnasien  und  Realschulen.  Von  G.  La  u tesch  I äger. 
5.  Heft.  Das  Licht.  200  Figuren.  Dariustadt.  1841.  8. 
12  ggr. 

Zweck  und  Einrichtung  dieser  Figurentafeln  sind  aus  den  frü- 
her erschienenen  4 Heften  hinreichend  bekannt.  Das  sechste  und 
letzte  Heft  wird  Electricität  uud  Magnetismus  enthalten. 

Lehrbuch  der  Physik  für  höhere  pol  ytechnische  Lehr- 
anstalten von  G.  Lame.  Deutsch  bearbeitet  und  in i t den 
nütkigen  Zusätzen  versehen  von  Dr.  C.  H.  Schnuse.  Drit- 
ter Band  (Electricität.  Magnetismus.  Elect  rody  n n mi  k. 
Physikalische  Aufgaben).  Darmstadt.  1841.  8.  2 Thlr.  12  ggr. 

' Die  angehängte  (Sammlung  physikalischer,  fast  sämmtlich  "auf 
mathematischem  Wege  zu  losender  Aufgaben,  ist  sehr  lehrreich, 
und  kann  Lehrern  besonders  empfohlen  werden. 

Gehler,  J.  S.,  physikalisches  Wörterbuch,  neu  bearbeitet  von 
Brandes,  Gmeliu,  Litirow,  Muncke,  Horner  und  Pfaff,  mit  vielen 
Kupfern  9.  B.  3.  Abth.  gr.  8.  Leipzig.  1840.  3 Thlr.  8 ggr.  (1  bis 
9.  B.  1.  2.  1825—  39.  kosten  48  Thlr.  15  ggr.) 

Eldmens  de  Physique  par  Person.  Paris.  1841.  8.  Los  2 
Volumes.  12  Fr. 

Mavr,  G.,  Abhandlung  über  Electricität  und  sichernde  Blitzab- 
leiter für  jedes  Gebäude.  2.  Aufi.  8.  München.  1841  8 ggr. 

Schmidt,  Dr.  C.  H„  Unterricht  über  Magnetismus,  Elektricität 
und  Elektromagnetismus.  Nebst  Beschreibung  aller  neu  erfundenen 
elektromagnetischen  Maschinen.  8.  Leipzig.  1841.  8 ggr. 

llenrici,  F.  C.,  über  die  Elektricität  der  galvanischen  Kette, 
gr.  8.  Güttingen.  1840.  1 Tblr. 

Kämtz,  Dr.  L.  F.,  Vorlesungen  über  Meteorologie,  gr.  8.  1840. 
Halle.  2 Thlr.  12  ggr. 

Kleefeld,  Dr.,  Meteorologische  Beobachtungen  nngcstellt  zu 
Danzig  in  den  Jahren  1831 — 38.  gr.  4.  Danzig.  1840.  1 Thlr.  8 ggr. 

Stiefel,  Pb.,  Jahrbuch  der  Wittcrungs-  und  Himinelskunde  für 
Deutschland  im  Jahre  1840.  gr.  8.  Karlsruhe.  1 Thlr. 

Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  in 
Jahr  1839,  hcrausg.  von  C.  F.  Gauss  und  W.  Weber,  gr.  8.  Leip- 
zig. 1840.  1 Thlr.  20  ggr. 
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Agnssiz,  L.,  Untersuchungen  über  die  Gletscher,  gr.  8.  mit 
32  Tafeln  io  Folio.  Solothurn.  1811.  11  Thlr.  8 ggr. 

Die  neuen  Veränderungen  der  unorganischen  Welt 
oder  Geschichte  der  durch  Uebjerliefcrung  naebgewiese- 
nen  Einwirkungen  des  Wassers  und  des  Feuers  auf  die 
Gestaltung  des  festen  The iis  der  Erde,  zur  Erläuterung 
geologischer  Erscheinungen.  Von  Carl  Lyell.  A.  d.  Engl, 
v.  Carl  Hurtmann.  Weimar.  1841.  8.  2 Thlr.  20  ggr. 

Stüdes  geologiques  duns  les  Alpes  per  M.  L.  A.  Kecker.  T.  1. 
Paris.  1841.  8.  4 Thlr. 

.Scheint  für  die  Geologie  der  Alpen  wichtig  zu  sein. 

Berghaus,  !)r.  H.,  Sammlung  hydrographisch  - physikalischer 
Karten  der  preussischen  Seefahrer.  1.  Lief.  3 Bl.  Imp.  Folio.  Bres- 
lau. 1841.  10  Thlr.  12. 

’ Berghaus,  Dr.  II  .,  physikalischer  Atlas,  3.  0.  Lief.  Folio.  Gotha. 
1840.  4 Thlr.  - (1—4.  Lief.  1838.  1839  kosten  8 Thlr.) 

Cosmologie  physique  par  Pater.  8.  Paris.  1840. 

Cnurs  de  magndtisme  par  Dupotet.  8.  Paris.  1840. 

De  l'air  cumprime  par  Aridrand.  8.  2de  Edition  8.  Paris.  1840. 
3 Fr. 

Discours  sur  la  condition  physique  de  la  terre  par  Rcgnuud.  8. 
Paris.  1840. 

Exposition  du  systirme  des  vents  parDnrtigue.  4.  Paris.  1840. 
Introduction  au  inagndtismc  parGnuthier.  8.  Paris.  1840.  6 Fr, 
Memoires  mdtdnrologiques  par  Morin.  8.  Paris.  1840. 

Notions  physiques  par  Sn  i n t e- Ben  ve.  8.  Paris.  1840. 

Opusculcs  sur  les  Sciences  physiques  pur  Desva  ti  x.  8.  Paris  1840. 
La  Physique  populuire  par  l.evy.  8.  Paris.  1840. 

Recueil  de  memoires  de  physique  par  d’Homhres  Pirmns.  8. 
Paris.  1840. 

Traitd  dldmentaire  de  l’dlecfricitd  par  Becque  rel.  8.  Paris.  1840. 
Traite  de  l’action  du  fluide  dlcctriquc  par  W an  ner.  8.  l’uris.  1840. 

Bnllctin  des  Sciences  physiques  et  naturelles  en  Neerlamle*,  rd- 
dijrd  par  F.  A.  VV.  Miguel,  G.  J.  Muldcr  et  A.  W.  Wenckenbaeh. 
1840.  6 Livraisons.  gr.  8.  Utrecht.  4 Thlr. 

Arsbernttclse  om  Frumstegcn  i Fysik  och  Kcmi  nfgifven  den 
31  Mars  1840;  uf  Juc.  Bcrzelius.  Fürsta  Delen.  Stockholm.  1841. 

1 Kdr. 


Vermischte  Schriften. 

Transactions  of-the  royal,  etc.  Transactions  de  la 
Socidtd  Royale  d’Edimbourg,  vol.  XIV.  partie  2e,  1840, 
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Rdimhourg,  in  4.*)  — Resultats  d’observations  faites  avec  l’aoe- 
mometrc  de  M.  Wbewell,  par  M.  John  Kunkine.  — Sur  In  Couleur 
de  Ja  vnpeur  et  de  l'atinoupliere  duns  certaincs  circonstances,  par 
M.  J.  D.  rorbes.  — Sur  les  formales  de  Fresnel  pour  l’intensite 
de  In  lumierc  refldchie  et  refructee.  par  M.  I*.  Rellnnd.  — Recher- 
che« aur  les  proprietds  nnalogues  des  coordonndes  des  secteur» 
elliptique«  et  hvperboliques,  par  M.  W.  Wallace.  — Sur  la  diminution 
de  la  teinperature  avec  la  hauteur  dans  l’atmospherc  «uivnnt  les 
differentes  Saisons  de  l’an nee,  par  M.  J.  Forbes.  — Sur  la  tbeorie 
du  Hot,  par  M.  P.  Kelland.  — Sur  le  calcul  differenticl,  par  M.  P. 
Rellnnd.  — Solution  d’une  equntion  functioneile,  avec  application  au 
Parallelogramme  des  forces  et  nux  courbes  d’equilibration,  par  M. 
\V.  Wallace. 


Preisaufgaben. 


Preisaufgabe  der  Königlich  Dänischen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  für  1842. 

Cum  proprietas  functionuni  transcendentium,  quae  continentur 
in  hac  foruiula  M— — , ubi  Pc  st  functio  ratiouulis  et  /<  functio 

J vR 

integra  ipsius  :v,  tuntum  quatenus  «=2,  disquisitioni  partim  gene- 
rali partim  speciali  suhjectae  fuerint,  cupit  socictas  praemio  suo 
tractalionein  generalem  universae  bujus  functionum  clnssis  provo- 
enre,  theoreraati  de  ipsarum  suinmatioue  superstructam , et  quidem 
ejus  siinilcm,  quae  jam  in  specic  ea,  ubi  /<=;2,  a cl.  Jacobi  (Diar. 
Crcll.  I.V.  p.  39t)  instjtuta  est. 

Allgemeine  Bestimmungen  wegen  Erthcilung  des  Preises: 

In  quacstionibus  tractuudis  sermonc  Latino,  Gallien,  Anglico, 
Germanico.  Suecico,  Danicovc  uti  licebit.  Commentationes  notan- 
dae  erunt  non  nomine  scriptoris  sed  tesscra  aliqu»,  adiieiendaque 
Charta  obsiguatn,  eudem  tessera  notata,  quae  scriptoris  nomen,  or- 
dinem,  domiciliumque  indicet.  <tui  societati  odscripti  sunt  et  io 
imperio  Danico  hubiluot,  certamine  nbstinebunt.  Qui  in  una  ex 
propositis  quaestionihqs  snlvcudn  satisfecerit,  ei,  ubi  aliud  praeuiium 
noininatum  non  est,  praemii  loco  tribuetur  numus  aureus  societati«, 
50  ducatoS  Danicos  pretio  aequans. 

Commentationes  intra  exitum  mensis  Augusti  1842  Joauni  Chri- 
st i nn  o Oersted,  qui  societati  ab  epistolis  est,  trausmissae  esse 
debebunt. 

*)  Ausgeiogen  aus  L'institut,  Ire  Section.  No.  388.  3.  Juin  1841.  p.  IW 
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Literarischer  Bericht. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Leitfaden  für  einen  lieuri  st  iscli  en  Schulunterricht 
über  die  a 1 1 g e m e i n e ' A r i t h m c t i k und  die  gemeine  Alge, 
bra,  die  Elnmenturgeomctrie,  ebene  Tr i go nn  metri e und 
die  Apo  II  nn  i selten  Kegelschnitte  von  Ilr.  Johann  An- 
dreas Matthias.  Siebente  Auflage,  nach  dem  Tode  des 
Verfassers  revidirt  und  herausgegeben  von  J.  Mennige, 
Pro  f. 

Erstes  Heft.  Die  Elemente  der  allgemeinen  Arith- 
metik und  gemeinen  Algebra.  Magdeburg.  1839. 

Zweites  Heft.  Die  PI  aniinctrie.  Magdeburg.  1840. 
l'cber  ein  in  der  siebenten  Auflage  erscheinendes,  in  vielen 
Tausend  Exemplaren  verbreitetes  Lehrbuch  eines  um  die  Belebung 
des  mathematischen  Schulunterrichts,  so  wie  auch  um  das  gcsnmmte 
preussisebe  Schulwesen  überhaupt,  insbesondere  in  der  Provinz 
Sachsen,  hochverdienten  Verfassers,  an  welchen  sich  alle,  die  ihm 
nahe  zu  stehen  das  Glück  hatten,  jederzeit  mit  der  grössten 
Freude,  Dankbarkeit  und  Liebe  erinnern,  hier  ein  Crtlieil  fallen 
oder  eine  Relation  liefern  zu  wollen,  würde  in  jeder  Beziehung  un- 
angemessen und  unstatthaft  sein.  Vielmehr  wird  die  kurze  Anzeige, 
dass  bis  jetzt  wenigstens  von  den  beiden  ersten  Heften  die  sie- 
bente Auflage  erschienen  ist,  genügen,  um  zu  zeigen,  dass  dieses 
Lehrbuch  immer  noch  fortfahrt,  zur  Beförderung  eines  gründlichen 
mathematischen  Unterrichts  auf  höhern  Lehranstalten  beizutragen. 
Dem  Herrn  Herausgeber  gebührt  aber  das  Zeugniss,  dass  er  eifrig 
bemüht  gewesen  ist,  das  Werk,  ohne  dessen  allgemeinen  Charakter 
zu  verwischen,  dem  Zwecke,  welchen  der  verstorbene  Verf.  durch 
dasselbe  zu  erreichen  beabsichtigte,  immer  näher  zu  führen  und 
gemässer  einzurichten.  In  dem  ' 

Jahrbuch  des  Pädagogiums  des  Klosters  unser  lie- 
hen Frauen  in  Magdeburg.  Neue  F’ ortsetzung.  Viertes 
Heft.  1840. 

hat  der  Herr  Herausgeber  eine  vorläufige  Probe  seiner  neuen  Be- 
Bud  1.  6 
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arbcitung  mitgetheilt , und  in  einem  Vorworte  eine  Anzeige  von 
derselben  gegeben,  zugleich  auch  in  diesem  Vorworte  dem  verstor- 
benen hochverdienten  Verfasser  ein  schönes  Denkmal  gesetzt. 

In  der  Hoffnung,  dass  auch  die  Stereometrie,  die  Trigonome- 
trie und  die  Kegelschnitte  bald  in  einer  neuen  Bearbeitung  durch 
den  Herru  Herausgeber  erscheinen  werden,  wünschen  wir,  dass  in 
diesem  Lehrbucbe  das  Andenken  seines  hochverdienten  Verfassers 
noch  lange  fortleben  und  dasselbe  immer  kräftig  dazu  beitragen 
möge,  dass  dem  mathematischen  Unterrichte  die  lebhafteste  Aner- 
kennung der  hohen  Wichtigkeit  für  die  allgemeine  und  allseitige 
Ausbildung  des  jugendlichen  Geistes,  welche  demselben  in  jeder 
Beziehung  so  sehr  gebührt,  stets  erhalten  werde. 


Arithmetik. 


Lehrbuch  der  allgemeinen  Arithmetik  für  die  obern  Klassen 
der  Gymnasien  von  C.  Scherling,  Lehrer  der  Mathcm.  und  Natur«', 
am  Catharineum  in  Lübeck.  Lübeck.  1841.  8.  10  ggr. 

Elemente  der  Arithmetik  und  Algebra  in  System,  Commentar 
und  Anwendungen  als  Lehr-  und  lebungsbuch  für  die  inittlern 
Klassen  höherer  Lehranstalten  und  zum  Gebrauch  für  Hauslehrer 
und  beim  Selbstunterricht  durgestellt  von  K.  H.  Müller,  Prof,  am 
Gymnasium  zu  Brandenburg  u.  H.  Zweiter  uud  letzter  Theil. 
Potsdam.  1841.  8.  1 Tlilr.  8 ggr. 

Der  erste  Theil  dieses  sehr  viel  Gutes  enthaltenden  Buchs  ist 
im  Jahre  1839  in  demselben  Verlage  erschienen.  Preis  1 Tlilr.  4 ggr. 

Finck:  Traitc  dlementairc  d’Arithmetique.  Strasbourg.  1841. 
8.  3 Fr.  50  c. 

Traitd  dldmentaire  de  la  theorie  des  fonctions  et  du  ealcul  in- 
finitdsimul.  Par  Cournot.  2 vol.  in  8.  Paris.  1841.  10  Fr. 

Auf  der  Universität  zu  Lund  sind  neuerlichst  die  folgenden 
mathematischen  Dissertationen  — sämmtlich  analytischen  Inhalts  — 
erschienen: 

Praecipuarum  Functionum  Trigonomefricarum  per  Analysin  In- 
finitorum  Kxplicatio.  Praes.  Jon.  Brag.  Astron.  Prof.;  Respp. 
Lorenz  Theodor  Bager,  Arvidus  W.  Brag  et  Magnus 
Fredericus  Brag.  P.  1 — Hl.  Lundae.  (24  S.  4.). 

Regulac  Derivandi  generales.  Praes.  C.  J.  D.  Hill,  Math. 
Prof.;  Resp.  Job.  Gustafsson.  Lundae.  (8  S.  4.). 

Rcgulae  simpliciter  difTerentiandi  generales.  Praes.  C.  J.  D. 
Hill,  Math.  Prof.;  Respp.  A.  G.  Tauson  et  C.  F.  Naumann. 
Lundae.  (S.  9 — 24.  4.). 
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Regulac  variabiliter  diffcrcntiandi  generales.  Praes.  C.  J.  D. 
Hill,  Math.  Prof.;  Resp.  J.  A.  Bergli man.  l.undae.  (S.25-34. 4.). 

Regulae  variabiliter  et  independenter  differentiandi  generales. 
Praes.  J.  D.  Hill,  Math.  Prof.;  Resp.  J.  Kodbe.  Lundue. 
(S.  33—40.  4.). 

1 Discjuisitio  Academica,  Integrationen)  Aenuationis  cujusdam  Dif- 
ferential is  exbibens.  Praes.  C.  J.  ü.  Hill,  Mutb.  Prof.;  Resp. 
C.  A.  Eb/ensvärd.  Lundae.  (16  S.  4.). 

Introductio  in  Elementarem  Functinnum  Elliptiearum  Tbeoriam. 
Praes.  C.  J.  D.  Hill.  Math.  Prof.;  Resp.  P.  E.  Gulin.  I*.  XIII. 
I.undne.  (S.  97 — 104.  4.). 


Geometrie. 


Geometriscbcr  Kursus  für  die  oberen  Gymnasial- 
Klassen,  enthaltend  Planimetrie,  Stereometrie,  ebene, 
uud  körperliche  Trigonometrie,  mit  vielen  Uebungsauf- 
gaben.  Von  J.  J.  G.  Hartmann,  Oberlehrer  um  K.  Andrea- 
nura  zu  Hildesheim.  Hildesheim.  1841.  8.  1 Tlilr.  16  ggr. 

Ein  gutes  Buch,  welches  zugleich  den  Beweis  vou  dem  guten 
Zustande  des  mathematischen  l'ntcrricbts  auf  dem  Gymnasium,  an 
welchem  der  Verf.  arbeitet , liefert.  Die  vielen  l'cbungsuufgaben, 
auf  die  auch  schon  der  Titel  hinweiset,  sind  jedenfalls  eine  sehr 
dankenswerthe  und  zncckmässigc  Zugabe. 

Lehrbuch  der  Elcmcntnr-Geometrie  und  Trigonome- 
trie für  Gymnasien  und  höhere  Lehranstalten  von  J.  E. 

.H.  Ludowieg,  A r ti  I ler  i e- Capi  toi  n a.  D.,  Oberlehrer  der 
Mathematik  und  Physik  am  Gymnasium  zu  Stade.  Zwei- 
ter Theil,  die  Stereometrie  und  sphärische  Trigonome- 
trie enthaltend.  Hannover.  1840.  8. 

Der  im  Jahre  1839  in  einer  zweiten  Auflage  erschienene  erste 
Theil  dieses  durch  leicht  übersichtliche,  naturgemässe  systematische 
Anordnung  und  eine  sehr  klare  und  gründliche  nach  einer  gewis- 
sen Vollständigkeit  und  Ausführlichkeit  strebende  Darstellung  sich 
vorthcilhuft  ouszcichnenden  Lehrbuchs  enthält  die  ebeqe  Geometrie 
und  ebene  Trigonometrie,  und  diese  beiden  Tbeile  bilden  nun  mit 
dem  im  Jahre  1835  ebenfalls  schon  in  einer  zweiten  Auflage  er- 
schienenen 

Lehrbuche  der  Arithmetik  und  der  A n fan  gsgrü  ude 
der  Algebra  für  Gymnasien  und  höhere  Lehranstalten 
desselben  Verfassers  ein  Ganzes.  Wegen  der  schou  oben  gerühm- 
ten Ausführlichkeit  und  Vollständigkeit  der  Darstellung  scheinen 
sieb  diese  Lehrbücher  vorzugsweise  für  den  Selbstunterricht  und 
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zum  Gebrauche  des  Lehrers  zu  eignen,  wozu  sie  wohl  auch  der 
Verf.  selbst  hauptsächlich  bestimmt  Tjnt,  da  er  schon  früher  als  Leit- 
faden für  die  Schüler  herausgegeben  hat: 

Erster  Cursus  der  reinen  Mathematik,  enthaltend:  die 
A n fangsgrii  ud  c der  Arithmetik  und  Algebra  und  der 
ebenen  Geometrie.  Zum  Gebrauche  als  Leitfaden  heim 
mathematischen  Unterrichte  auf  höheren  Lehranstalten, 
insbesondere  für  die  mittleren  Klassen  der  Gymnasien. 
Hannover.  1837.  8.  22  ggr.  » 

Lässt  der  Verf.  nun  in  ähnlicher  Weise  noch  einen  kurzen 
Leitfaden  der  Stereometrie,  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie 
erscheinen,  so  wird  er  nach  unserer  lleberzeugung  für  die  Bedürf- 
nisse der  Schüler  und  Lehrer  auf  eine  sehr  zweckmässige  Weise 
gesorgt  haben.  Die  erschienenen  neuen  Auflagen  des  Lehrbuchs 
der  Arithmetik  und  des  ersten  Tlicils  des  Lehrbuchs  der  Geometrie 
und  Trigonometrie  können  wohl  zu  dem  Schlüsse  berechtigen, 
dass  diese  Lehrbücher  auf  vielen  Lehranstalten,  vorzüglich  iu 
Hannover,  gebraucht  werden,  und  liefern  daher  zugleich  den  für 
uns  wenigstens  immer  höchst  erfreulichen  Beweis  von  dem  guten 
Zustande  des  mathematischen  Unterrichts  auf  den  hannoverschen 
Gymnasien  und  andern  hohem  Lehranstalten.  Zur  Herausgabe  eines 
Lehrbuchs  der  Kegelschnitte  wird  sich  der  Verf.  wahrscheinlich  nur 
entseliliessen,  wenn  auch  diese  (.ehre  einen  Theil  des  mathemati- 
schen Unterrichts  auf  den  hannoverschen  Gymnasien  ausmacht,  wor- 
über eine  nähere  Kenntniss  uns  abgelit.  Das  neuerlichst  erschie- 
nene für  das  Andreanum  zu  Hildesheim  bestimmte,  vorher  ange- 
zeigte Lehrbuch  von  Hartmanu  enthält  aber  auch  bloss  die  von 
Herrn  Ludowieg  bearbeiteten  geometrischen  Theile,  nämlich  Plani- 
metrie, .Stereometrie,  ebene  und  körperliche  Trigonometrie. 

Lehrbuch  der  Eie  m cn  targeo  in  et  rie.  Zum  Gebrauche 
für  höhere  Bürgerschulen  und  Realanstalten,  so  wie 
zum  Selbststudium  bearbeitet  von  F.  Hummer.  Erster 
Theil.  Ebene  Geometrie.  Heidelberg.  1811.  8.  14  ggr. 

Auch  dieses  Buch  enthält  in  einem  Anhänge  eine  grössere  An- 
zahl theils  durch  C'onstructiou,  theils  durch  Rechnung  zu  lösender 
geometrischer  Aufgaben. 

Wöckcl,  Dr.  L.:  Formeln  und  Aufgaben  zur  Stereometrie  für 
Gymnasien,  Gewcrbschtilen  und  zum  Selbstunterricht.  Nürnberg. 
1841.  12.  6 ggr. 

Vernier:  Geomdtrie  elementairc.  5 me  ddition.  Paris.  1811. 
12.  2 Fr.  50  c. 

Steiner,  Dr.  Mnur.:  de  loco  geometrico  centri  lineae  rectae 
defloitae  cuiusdam  longitudinis , cuius  termini  in  peripherin  lineae 
secundi  ordinis  moventur.  Dissertatio.  Vratislaviae.  1811.  4. 

Hi  ggr. 

Programm,  wodurch  zu  der  öffentlichen  Prüfung  der 
Schüler  der  Petrischule,  welche  Freitag  den  2.  Octo- 
ber  1810  gehalten  werden  soll,  ergebenst  einladet  F. 
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Strehlke,  Königl.  Prof,  uod  Director  der  Petrischale. 
Danzig,  gedruckt  in  der  Gerhard’schen  Officin. 

Dieses  sehr  lesenswerte  Programm  enthält  als  wissenschaft- 
lichen Theil  eine  analytische  Auflösung  der  schon  von  Apoilouius 
im  5ten  Buche  seines  Werks  Ober  die  Kegelschnitte  geometrisch 
behandelten  Aufgabe:  Aus  einem  in  derKbene  eines  Kegel- 
schnitts gegebenen  Punkte  Normalen  an  den  Kegel- 
schnitt zu  construiren,  von  Herrn  Professor  und  Director 
Sitrelilkc  zu  Danzig.  Ausserdem  tlieilt  Herr  Director  Strehlke 
auf  8.  12  — 16  unter  der  l’eberschrift:  Pädagogische  Mitthei- 
lungen eine  Anzahl  von  Aufgaben,  Lehrsätzen  u.  s.  w.  mit,  die 
im  Unterrichte  wirklich  vorgekommen  sind,  und  sich  in  irgend 
einer  Weise  als  anregend  und  fruchtbar  bei  der  Bildung  der  Ju- 
gend gezeigt  haben , und  macht  zu  ähnlichen  Mittbcilungen  in  den 
folgenden  Programmen  sehr  erfreuliche  Hoffnung,  eine  nach  unse- 
rer l'cbcrzeugung  treffliche  Hinrichtung,  die  wir  den  Verfassern 
von  Programmen  an  andern  Lehranstalten  dringend  zur  Nachah- 
mung empfehlen  möchten.  Wir  werden,  wie  wir  dies  schon  diesmal 
oben  mit  den  von  Herrn  Director  Strehlkc  iu  dem  Programme  von 
1840  mitgetheilten  Aufgaben  (für  jetzt  wenigstens  zum  Theil)  gemacht 
halten,  solche  Mittheiluugen  immer  gern  im  Archive  wieder  abdruckcn 
lassen,  um  dieselben  der  Vergessenheit  zu  entreissen,  welcher  leider 
nur  zu  oft  solche  kleine  meistens  nicht  in  den  Buchhandel  kommende 
Schriften,  wie  Programme,  Dissertationen,  u.  s.  w.  anheim  fallen. 
Bemerken  wollen  wir  bei  dieser  Gelegenheit  endlich  noch,  dass  in 
dem  Programme  der  Petrischule  zu  Danzig  vom  Jahre  1839  Herr 
Director  Strehlke  die  Beachtung  der  Lehrer  der  Mathematik  sehr 
verdienende  Bemerkungen  über  den  Elcmcntar-Cnterricht 
iu  der  Geometrie  mitgetheilt  hat. 

De  chordis  linearuni  et  superficierum  secundi  gra- 
dus.  Dissertutio  quam  scripsit  etc.  C.  G.  H.  Brandes, 
Phil.  Doct.  et  AA.  LL.  M.  Lipsiac.  1841.  4. 

Der  Verf.  dieser  guten  Habilitationsschrift  ist  ein  Sohn  des  treff- 
lichen. den  Wissenschaften,  seiuen  Schülern  und  Freunden  leider 
zu  früh  entrissenen  H.  W.  Brandes.  In  dem  ersten  Kapitel  wird 
der  folgende  für  alle  Kegelschnitte  gültige  Lehrsatz  bewiesen: 

Si  per  quameuoque  sectionem  conicam  (generatam)  chordae  de- 
scripiae  eaeque  ad  unum  quodeunque  punctum  omnes  directac  sunt, 
earum  cborduruin  centra  in  sectione  conica  (generante)  jacent,  quao 
per  commune  chordurum  punctum  (originem)  et  per  centrum  datae 
sectionis  conicae  transit,  et  cujus  centrum  inter  modo  memorata 
duo  puncta  medium  locum  tenet.  Si  gencrata  ellipsis  aut  parabola 
est,  gcncrans  linea  similis  et  similiter  posita  est.  Si  generata  hy- 
perbofa  est,  generatis  est:  1)  hyperholu  similis  et  similiter  posita, 
si  origo  in  codem  cum  generatu  usymptntorum  angulo  jacet;  2)  pur 
linearum  rectarum  ad  nsymptotos  pnrallelarum,  si  origo  in  nsympto- 
tis  generutae  usqitam  posita  est;  3)  hyperbola,  cujus  asymptoti  ad 
generatae  asyu.ptotos  purallelae  sunt  sed  cujus  diameter  prtncipalis 
cum  diametro  generatae  rcctos  angulos  facit  (hyperbola  conjugatae 
similis  et  similiter  posita),  si  origo  in  eo  asymptotorum  aogulo 
sumta  est,  qui  generatam  non  continet. 

ln  dem  zweiten  Kapitel  wird  hierauf  dieser  Lehrsatz  zur  Hct- 
leitung  einiger  Fundamentalsätze  dar  Lehre  von  den  Kegelschnit- 
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ten  angewendet,  bei  -welcher  Gelegenheit  im  25sten  Paragraphen 
der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpunkte  aller  durch  vier  gegebene 
Punkte  gehenden  Kegelschnitte  bestimmt,  auch  eine  neue  Restim- 
mungsart  des  Mittelpunkts  eines  durch  fünf  gegebene  Punkte  zu 
legenden  Kegelschnitts  gelehrt  wird.  Das  dritte  Kapitel  enthalt 
endlich  den  Beweis  eines  dem  obigen  ganz  analogen  Satzes  von 
den  Flächen  des  zweiten  Grades. 

Die  Methode,  in  welcher  diese  sehr  lesenswerthe  Dissertation 
geschrieben  ist,  kann  man  füglich  mit  dem  Namen  der  trigonome- 
trischen bezeichnen,  nnd  ist  im  Allgemeinen  dieselbe,  welche  auch 
der  Vuter  des  Verls,  in  seinen  Schriften,  z.  B.  in  seinem  bekannten 
Lehrbuchc  der  hohem  Geometrie  in  analytischer  Dar- 
stellung. 2 Thle.  Leipzig.  1822.  4.,  meistens  angewandt  hat. 


Praktische  Geometrie. 


Instruction  für  die  praktische  Aufnahme  mit  Messtisch  und 
Kippregel.  Kassel.  1840.  [ Thlr. 

Die  geometrische  Detail  - Aufnahme  eines  Landes 
oder  Darstellung  der  dabei  vorkommenden  einzelnen 
Arbeiten  von  L.  W.  Klemm.  Stuttgart.  1841.  8.  10  ggr. 

als  drittes  Heft  zu: 

Die  Lundes-VcrmesBU ng  und  die  in  ihrem  Gefolge  be- 
findlichen Arbeiten,  erläutert  durch  die  im  Königreich 
Würtemberg  zuk  Ausführung  gekommene  Vermessung 
von  L.  4V.  Klemm.  Drittes  Heft.  Geometrischer  Th  eil. 

Diese  kleine  Schrift  enthält,  ohne  sich  auf  das  Specielle  viel 
einzulassen,  eiue  zwar  kurze,  aber  gute  allgemeine  Anleitung 
zur  zweckmässigen  Anordnung  der  bei  der  geometrischen  Detail- 
Aufnahme  eines  Landes  verkommenden  Arbeiten,  wie  aus  der  fol- 
genden Inhultsanzcige  noch  mehr  erhellen  wird:  1)  das  Mess-System 
im  Allgemeinen.  2)  Der  Organismus  hei  den  Vcrmessungs  Arbeiten. 
3)  Das  Messtischblatt.  4)  Die  Mess-Instrumente.  5)  Die  Punkten- 
bestimmung.  6)  Die  Parzellar- Vermessung.  7)  Das  Mcssungs- Ma- 
nual. 8)  Die  Ausführung  des  Knrtenhlatts.  9)  Die  Flächen  lierech- 
nung.  10)  Die  Revision.  11)  Die  Vervielfältigung  der  Messtisch- 
blätter durch  die  Lithographie.  12)  Die  geometrische  Verlheilung 
der  Grundstücke.  13)  Die  Bcrgzeichnung.  14)  Zusätze.  Anhang. 
Flächenbcrcchnungs - (Aufnah ms-)  Register.  Wir  empfehlen  die- 
selbe daher  allen  denen,  welche  mit  der  Leitung  und  Ausführung 
geometrischer  Detail- Aufnahmen  beauftragt  sind,  zur  Beachtung. 

Ducourneau:  Traitd  pratique  du  mesurage  des  surfaces  cy- 
lindriques  et  des  cubes  en  gdneral.  Paris.  1841.  8.  2J  Thlr. 
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Trigonometrie. 


Dr.  Joli.  Müller:  Elemente  der  sphärischen  Trigonometrie  für 
Schulen  bearbeitet.  Darmstadt,  1841.  gr.  12.  -J  Thlr. 

Lentheric:  Trigonometrie  et  Geometrie  analvtiquc.  Parig.  8. 
6 Fr.  50  c.  8 


Mechanik. 


E.  H.  A.  Kayser  (Prof,  an  der  polytechnischen  Schule  zu 
Carlsruhe):  Handbuch  der  Mechanik,  mit  bezug  auf  ihre  Anwen- 
dung und  mit  besonderer  Rücksicht  auf  ihre  Darstellung  ohne  An- 
wendung der  hohem  Analysis  bearbeitet.  Carlsruhe.  1840.  8. 

4 Thlr. 

Eine  ausführlichere  Anzeige  in  einem  der  nächsten  Hefte. 


Praktische  Mechanik. 


Pambour,  Graf  P.  M.  G.  de:  Theoretisch  praktisches  Hand- 
buch über  Dnmpfwagen,  enthaltend  die  Construction  der  Locomoti- 
ven  und  ihre  Anwendung  zur  Fortschatfung  der  Lasten,  die  Be- 
rechnungsart der  Geschwindigkeiten,  mit  welchen  sie  bestimmte 
Ladungen  fortbewegen,  und  der  Vortlieile,  welche  Sie  uuter  ullcn 
Umständen  gewähren  können,  die  Angabe  der  Bedingungen,  welche 
bei  ihrer  Construction  zur  Erlangung  bestimmter  Effecte  erfüllt  wer- 
den müssen,  Untersuchungen,  welche  sich  auf  eine  grosse  Anzahl 
in  England  ungestellter  Versuche  stützen  u.  s.  w.  Nach  der  2ten 
Originalaullagc  deutsch  bearbeitet  von  Dr.  E.  H.  Scbnuse.  Braun- 
schwcig.  1841.  8.  2 Thlr.  8 ggr. 

Mougel  et  Mouchclet:  Mdcaniquc  des  travnux  publics,  ou 
Application  de  |a  vapeur  et  des  macbincs  les  plus  modernes.  Livr. 
1 et  2.  Paris.  1841.  Folio. 

Manuels- Roret.  Nouveau  manucl  cnmplet  de  constructeur  des 
machines  locomotives;  par  Julien.  Paris.  1841.  18.  2 Thlr. 

Fourncyron:  Memoire  sur  les  turbines  hydrauliques  et  sur 
leur  application  en  grand  daos  les  usines  et  manufactures.  Liege. 
1841.  8.  1 Thlr.  10  ggr. 
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Astronomie. 


Jahrbuch  für  1841.  Herausgegeben  von  H.  C.  Schu. 
wacher  mit  Beiträgen  von  Dovg,  Kunitz,  Lehmann,  Mäd- 
ler/Olbers  und  Ouetelet.  Stuttgart  und  Tübingen.  1841. 
8.  2 Tblr. 

Knthält  folgende  Aufsätze: 

Noch  etwas  über  den  veränderlichen  Stern  y Bayeri  im  Schwan. 
Nebst  einigen  Beobachtungen  über  Variubilis  nydrae  von  Olbers. 
]m  Jahre  1818  geschrieben. 

lieber  die  Tempcraturvcränderungen  der  Erde  in  der  Nähe  ihrer 
Oberfläche  von  A.  fyuetelet. 

Bemerkungen  bei  Gelegenheit  der  Abhandlung  ron  Ouetelet: 
Leber  den  Meuschcn  und  die  Gesetze  seiner  Entwickelung,  von  Dr. 
F.  W.  H.  Lehmann.  » 

Leber  den  Zusammenhang  zwischen  Temperatur,  Luftdruck  und 
Windrichtung,  ron  L.  F.  Kärntz. 

lieber  die  Mondgebirge  von  J.  11.  Mädlcr. 

Nordamerika  und  Europa  meteorologisch  mit  einander  ver- 
glichen von  H.  W.  Dove.  < 

Der  übrige  Inhalt  und  die  sonstige  Einrichtung  dieses  trefflichen 
Jahrbuchs,  dem  wir  uugestörten  Fortgang  wünschen,  können  als 
hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Ausser  den  Gaussischen 
Tafeln  zur  Bestimmung  der  Höhenunterschiede  sind  auch  die  Bes- 
sel’schcn  mitgcthcilt,  hei  denen  auch  der  in  der  Luft  enthaltene 
Wasserdampf  berücksichtigt  ist,  und  vorausgesetzt  wird,  dass  an 
beiden  Stationen  ausser  dem  Barometer  und  Thermometer  auch  das 
Psychrometer  beobachtet  worden  sei. 

Auf  der  Universität  zu  Lund  ist  neuerlichst  folgende  astrono- 
mische Dissertation  erschienen: 

De  motu  systemntis  solaris  progressivo  Disputatio  astronomica. 
Praes.  J.  M.  Agurdh,  Arithm.  Doc.;  Kespp.  B.  G.  Borg  et  N.  L. 
Andersson.  I.  11.  Lunduc.  (33  S.  8.). 


Physik. 


Bergery:  Pbvsique  et  Chimie  des  dcoles  primaires.  3me  edition. 
Poris.  1841.  12.  2 Fr.  50  c. 

Pouillet:  Klemens  de  Pbysinue  experimentale.  2mc  Partie  et 
Atlas.  Brux.  1841.  8.  complet  t>  Tblr. 
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